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BEATISSIMO 

PADRE. 


Entrè  confacro  umi- 
lìilìmamente  alla 


Santità'  Votsra  le  mie  Pro- 
duzioni Matematiche  ,  fento 
attenuarfi  ia  me  quella  vantag- 


VX. 

giofa  opinione ,  che  fuol  con* 
cepire.  delle  proprie  fatiche 
chiunque  fi  avanza  a  pubbli- 
carle .  lo  ben  comprendo  quan- 
to poco  tale  offerta  convenga 
ad  un  tanto  Sovrano  ;  o  fi  con- 
fideri  la  grandezza  dei  doppio 
Principato ,  che  nella  di  Lei 
Sacratillìma  Perfona  rifiede;o 
fi  abbia  rifleifo  ali'  ampiezza 
di  fua  Dottrina ,  che  lafcia  di 
fe  monumenti  immortali  alla 
Pofterità.  Tutto  quello  è  va^ 
levole  a  difanimare  non  me 
folamente ,  ma  qualunque  In- 
gegno di  ficuro  volo  ,  che 
cu  cfporfi  a  Lumi  sì  pene- 
tranti y  Nientedimeno  T  Amor 

* 
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gènerofo  di  Vostra  Beatitu- 
dine verfo  le  Lettere,  e  l'ap- 
plaudita Clemenza  ,  onde  ri- 
fguarda  chi  le  profefTa ,  m' 
fpirano  il  coraggio  di  prefen- 
tarle  due  Volumi ,  che  riceve- 
ranno il  maggiore ,  anzi  V  u- 
nico  pregio  dalla  fua  magnani- 
'  ma  accettazione:  poiché  que- 
j  ila  fola  farà  noto  ai  Viventi, 
e  fpingerà  più  oltre  V  ofcuro 
j  Nome  dell'  Autore.  Egli  dun- 
que 5  benché  ìnfimo  tra'  fuoi 
Vailàlli ,  ardifce  comparire  a- 
vanti  l' Appoftolico  Trono  con 
omaggio  di  venerazione,  e  di 
riconofcenza  :  lieto  di  vivere 
in  un  tempo ,  in  cui  le  Scien- 


vili. 

ze  ,  e  le  belle  Arti  fono  da. 
un  ottimo  Pontefice  altamen- 
te promofle  ;  da  un  Principe 
diflì ,  che  sì  a  quelle ,  come 
air  ardue  cure  del  Co  verno  fa 
eilendere  del  pari  gV  illimita- 
ti f uoi  penfieri ,  e  non  ama  di 
comandare  agli  Uomini  ,  fe 
non  per  renderli  più  perfetti. 
Ma  non  è  permefTo  ad  un 
Geometra  l' inoltrarfi  ad  efpri- 
mere  il  fingolare,  e  l'egregio, 
che  in  Vostra  Santità^  fi 
ravvifa .  Altre  formole ,  che  le 
Analitiche  fi  richiedono  al  fu- 
blime  alTunto^  Sorgeranno  più 
felici  Penne  ad  intraprendere 
un'  opera  si  degna ,  e  giufla . 
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Frattanto  i  Popoli  Sudditi ,  c 
Stranieri  danno  veraci  encomj 
a  Vostra  Beatitudine  per  le 
Virtù  ^  che  veggono  regnar  fo- 
co nel  Vaticano  ^  e  fpandere  la 
loro,  luce  dovunque  il  Sole  la 
fua  diffonde.  Commendano  ef- 
fi  tra  r  altre  la  nobile  Degna- 
zione ,  che  appellar  mi  giova 
affabile  Maellà  :  efaltano  la 
Magnificenza  ,  che  fa  trionfa- 
re nel  medefimo  eccelfo  luogo 
una  volta  deflinato  al  trion- 
fo de'  Cefari  :  ed  ammirano 
quell'  eroico,  e  all'  Umanità  si 
malagevole  diflaccamento ,  che 
farà  n  grand'  Efempio  dell'  Età 
venture  •  Implorano  in  fine  con- 

b  cor- 


cordemcnte  la  durevolezza  de' 
fuoi  preziofi  giorni;  con  fidu- 
cia, che  r  avanzamento  della 
Religione ,  la  {labilità  della  Pa- 
ce nel  Mondo  Cattolico,  e  ciò 
che  di  fauilo  ne  dee  feguire 
iìano  eventi  riferbati  alle  Pa^ 
terne  follecitudini  della  San- 
tità' Vostra.  Unifce  ai  co- 
inuni  prefagj ,  e  voti  il  fervo- 
re de'  proprj,  e  a' fuoi  Santif- 
fimi  Piedi  à  la  gloria  di  ge- 
nufletterfi 
Di  Vostra  Beatitudine 


tt  JMiffim  fiMito 
CioUo  Carlo  <!«'  Totchi  di  F^^nano. 
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AVVERTIMENTO* 

N Ella  raccolta  dì  <titefl/  fcr/tti  non  fi  è  o^ervaté 
/*  ordine  del  tempo  ,  in  cui  furono  compoflt  ,  q 
pubblicati:  nientedimeno  è  facile  a  conoscere  y  che  /a- 
no  fiati  così  difiribniti  con  qualche  dtfcernsntento. 

1  due  predenti  voltimi^  -oltrf  h  Vrodu^tmi  già  date 
alla  lufc  ialt  Amare  y  ne  eompremdomo^anebe  dt  queh 
eV  erée»  tmafie  inedtie.  Apptit  delle  prime  fi 
neta  eve  fe  ne  fece  già  T  edr^iene^  e  non  fi  làida  di 
aggiungere  il  catalogo  dell*  une ^  e  dell*  altre,  '  ' 
S i  ftima  ancora  a  propofito  di  accennare ,  che  a» 
vendo  Sua  Santità  commeffa  la  revifione  di  quefia 
ntedefima  Raccolta  fin  daW  anno  i7.43.  celebri 
matematici  i  Tadri  Francesco  Jaquier^  e  Tommafé 
h  Seur  deW  Ordine  di  Minimi^  ed  ^de  ^t*^ 
paffate  di  poi  pir  qualche  tempo  in  Francia  $  ite  feci 
il  feconde  nelf  anno  fegnenite  la  relazione  y  la  quale 
/  inferifce  qui  immediatamente ,  e  dopo  di  ejfa  il  cata* 
logoy  affinchè  da  queftoy  e  da  quella  pojfa  formarfi  una 
tal  quale  anticipata  idea  di  ciò^  che  in  quefii  due  . 
volumi  fi  contiene  • 


b  2  RELA- 
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R  E  L  A  ZIO  N  E 

Del  Chiarissimo  Padrb 

LE       S    E    U  R 

Efitita  Hfi  mftdi  Maggio  (UlF^anno  17441  v  :  . 
.      •  •  • 

Aaufirìptum  volumen^  cui  tsnJus  Genèralis  proportio^' 

num  geomctrìcaruAi  Thcorìa  cnm  aliis^fcriptis  xlia- 

thematicis  Au6^ore  Comite  Jalio  Carolo  de  Fagiani* 

legi  d'ili gentijjime  dllu/ifijfimu^  AmBw  pimnbus  jam  eiu 

$is  dìjfmsnonibus  orbi  erudito  pwti  tria.  potiffnni^*  kos  fifi  jffcr 

re  comphìcifs  efty  vide  lice  f  proporttonum^  rh^oriarrty  tri^iumloKum 

rcBilit$eonm  proprhfafesy  &  plura  ad  cdàdum  finitòruni  f  injtvffe' 

fimarumque  quamitatum  Jpe&atifta  ;  a  quspits  àinnìum  feré  Vfi'rifih 

$um  mathematicarum  y  qutt  pauìo  alrioris  firn  Màgiìiisy  itróenrìoy 

Mtque  demonjìratio  pendcnt .  Plurima  y  Ò*  maxime  univetfalìa  theo^ 

remata  invenif  proprio  marte:  qua  al?  aliis  jam,  erant  inventa 

aut  ad  mnjorem  univerfalitatem  adduxit^  aut  Juis  propriis  jcdihus 

rejìituta  ?jonjis  demonjlrationìbus  munivit:  ubiquc  'veterum  dcmqnjìrnn'^ 

di  rigor em  cum  Recentiorum  perjpicuitate  co?ijunxit,  Totum  i'^itur 

cpus  tum  ob  preclara  inventa  ^  qua  continet  ,  tum'^ob  mcthodum 

accuratijjimam ,  tum  ob  dcynonjìrattonum  Derìtatem ,     copiam ,  n'- 

€imque  ufum  amplijjimum  luce  publica  di^uijfimum,  judicarcm. 

Fe.  Thomas  lb  Sbub  Ord.  Minim: 


CATA. 
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C  A  T  A  L  O  G  O 

DEGLI  SCRITTI 

CONTENUTI  IN  QUESTI  DUE  TOMI  . 

TOMO  PRIMO. 

*  •      ■  « 

TEorta  Generale  delle  ProponioSi  Oeometnche         '  ^  paf^*  t* 
Invenzione  dell*  Algoritmo'  nuovo  iftituico  con  leggt  diverle  dà 
quelle  deir  Algoritmo  comune  ^  ^3?. 

Applica/ionc  dell'  Algoritmo  nuovo  alla  Rcfoluzione  analitica  dell' 
equa/.ioni  del  fecondo,  del  terzo  ,  e  del  quarto  grado  4X3< 
Supplimenco  al  quinto  Libro  d'  Euclide  45^* 
Due  nuove  maniere  di  rifolvere  algebraicamente  l'equazioni  quadrati- 
che ,  4^5. 
Nuovo  Metodo  per  rifolvere  algebraicamente   V  equazioni  del  quar- 
'  to  grado,  applicabile  anche  alla  refoluzione  dell  equazioni  del  Te- 
condo  gi:ado  470* 
Nuova  maniera  di  rilblvere  1'  Equazioni  cu^iclie  dedotta  dal  nuovo 
Metodo  di  rifolvere  T  Equazioni  del  quarto  grado  47^. 
Altro  nuovo  Metodo  per  la  Reiblpzione  algebcaica  deU*  equazioni  del 
*  terzo  grado                                            ...        •  4^5* 
Altra  Refoluzione  del r  Equazioni  cubiche,  ec.          '  4^4. 
teorema  generale,  da  cui  ii  deduce  la  giuda  determinazione  de*  ore* 
mj  dovuti  in  o^ni  (brta  di  Lotto  ali*  ufo  di  Roma ,  per  ogni  (orta 
di  combinazioni  di  numeri,  che  in  efli  polla  giuocaru,  anche  con  la 
'    condizione,  che  i  numeri  delle  combinazioni  Ha  giuocarii  ferbino 
'    un  luogo,  o  fia  ordine  fifTo  nell'  eftrazionc  4P7. 
Due  Probiétpi  fpcttanti  ai  Lotti,  combinaiorj       .  50^. 
Giunta  alla  Teoria  de'  Lotti  coitnbinatorì  ^\o* 
Conpnuazione  del  precedente  Schediafin»  ^\%* 

TO 
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XIV.  ■  * 

TOMO  SECONDO.  , 

DiVerfe  proprietà  de*  Triangoli  Rettilìnei  dimoftrate  pa?.  i. 

Pfoblema  concernente  il  calcolo  differenziale  relativo  al  Trattato  de* 
Triangoli  '  8^. 

Continuazione  del  Trattato  de  Triangoli  rettilinei  loi. 

Nuova  Maniera  di  valerfi  del  triangolo  Rettangolo  per  la  refoluzi* 
one  dell'Equazioni  quadratiche,  ec.  ec.  177* 

Nuova,  e  generale  proprietà  de'  Poligoni  203. 

Problema , che  rifguarda  il  Metodo  de'  Ma(Ilcni,e  de' Minimi  relativo 
al  Trattato  de'  Triangoli  20^. 

Problema  fpettantc  al  Metodo  de*Ma(Ilnii,  c  de'Minimi  relativo  al 
Trattato  de'  Triangoli  2ix. 

Problema  concernente  il  Metodo  de*  Maflìmi  y  e  de*  Minimi  relati- 
vo al  Trattato  de*  Triangoli  218. 

RifìefTioni  in  occafìone  della  quadratura  degli  Spaz;  Iperbolici  di  qua- 
lunque  rpecie;  con  la  dimoftiazione  del  Calcolo  Integrale  235. 

Dell'  Infiniteiimo,  e  dell'  Infinito  %7U, 

Problema  fpettaate  al  Calcolo  Integrale,  ce,   275. 

Problema  confimile  al  precedente  fciolro  in  maniera  diverfa,  ec.  aSiT 

Teorema  concernente  il  Calcolo  differenziale,  ec.  284. 

Problema, da  cui  fi  deduce  un  Teorema  fpettante  al  Calcolo  integra- 

Due  foluzionì  di  un  Problema  fpettante  al  Calcolo  integrale,  da  cui 
fi  deduce  lo  fctoglimento  del  Problema  propolto  dal  sig.  Taylor  In- 
glele  a  tutt'  i  Matematici  non-Inglefi^,  ec»  293. 
Soluzione  di  due  Problemi  meccanici  308. 
Nuovo  Metodo  per  rettificare  la  differenza  di  due  Archi  (  uno  de* 
quali  è  dato  )  in  infinite  fpecie  di  Parabole  irretti ficabili  \  con  U 
loluztonc  del  Problema  propofto  dall'  Autore  nel  lomo  XiX.  del 
Giornale  de*  Letterati  cT  Italia  ,  e  con  la  maniera  di  tagliare  per 
metà  il  quadrante  della  Curva  Lemnifcata  _   .    _  317* 

Giunta  al  precedente  Schediafma  con  una  nuova  proprietà  della  Pa- 
ra^o^^  ^' Archimede  ,ec.  ^^i. 


Teorema ,  da  cui  fi  deduce  una  nuova  mifura  degli  Archi  Elitticì  , 

Iperbolici,  e  Cicloidali  ^^^» 
Metodo  per  mifurare  la  Lemnifcata.  Schediafma  L  343» 
Giunte  a  quello  primo  Schediafma  foprala  mifura  della  Lemnifcata  34^» 
Metodo  per  mifurare  la  Lemnifcata.  Schediafma  IT.  a<5r 
Metodo  per  trovare  nuove  mifurc  dej^li  Archi  della  Parabola  cubica 

primaria  ^6g. 
Metodo  per  trovare  quelle  Curve ,  nelle  quali  V  angolo  fatto  dalle 

cor- 


XV. 

corèe  (che  partono  tatte  da  un  punto  )  ,  e  dall' Affé  fta  ali* ango- 
lo fatto  dalle  normali  alla  Curva  ,  e  dal  medciimo  Atife  in  data 
ragione  di  numero  a  numero.  Schediafma  I.  375. 

Maniera  di  coftruire,  ed  cTprùiiere  con  equasicMe  algetmica  le  Car* 
ve,  nelle  quali  T angolo  fatto  dalle  corde »ec.  ila  ali*  angolo  fattq 
dalle  Bonnati,  ec*  m  ragione  di  nnnero  a  lunBero*  Scfaediaiìna' 
li.  ,  ec.  382. 

Continuazione  del  fecondo  Schediafma  fopra  V  invenzione  di  quelle 
Curve ,  nelle  ^uali  1'  angolo  £itco  dalle  corde  ^  ec.  ec.  Schediafma 
III.,  Parte  prima  390^ 

Coiitinuaztone  del  lècondo  SchediaTma  fopra  1*  invenzione  di  quelle 
Curve,  nelle  quali  l'angolo  tiitto  dalle  corde,  ec»  ec*  Schediafma 
III.,  Parte  feconda  q9j. 

OHervazioni  fopra  il  fecondo,  e  terzo  efempio  del  fecondo  Schedia- 
fiaa,  in  cui  fi  è  data  la  cofhtizione  atgebraica  di  quelle  Curve, 
nelle  quali  V  angolo  fatto  dalle  corde,  ec.  ec*  403* 

OflTervazioni  fopra  la  defcrizione  della  Cicloide  geometrica  primaria  , 
che  ferve  d'  efempio  nel  terzo  Schediafma  circa  la  miniera  di  co- 
ilruire  quelle  Curve ,  nelle  quali  V  angolo  fatto  dalle  corde ,  ec.  ec.  408. 

Oflervazione  fopra  una  nuova  maniera  di  defcrivere  laLemnifcaca  413. 

Quadratura  delta  Curva  ,  eh'  è  1*  Evoluta  del  quadrante  della  Le» 
mnifcata,  ec.  41$* 

Due  Teoremi  ,  da' quali  fi  deduce  la  Refoluzione  analitica  d'  infinite 
fpecie  d'Equazioni  fcmpre  più  compofte  in  infioito ,  e  la  fezione 
indefinita  degli  archi  circolari  medianti  alcune  formole  generali  , 
e  finite  41^. 

Continuazione  di  quello  Schediafma,  ec  4;^/. 

Formola  generale  per  la  Refoluzione  analitica  dell*  Equazioni  del 
quarto,  del  terzo,  e  del  fecondo  grado  [  derivata  dal  metodo  di 
rifolvere  V  equazioni  del  quarto  grado  inferto  nel  primo  Tomo  al- 
la pag.  470.  J  ...  444- 

Soluzione  di  quattro  Problemi  apalitici ,  da*  quali  fi  deduce  con  me- 
todo uniforme  la  Refoluzione  delle  Equazioni  del  fecondo  ,  del 
terzo,  e  del  quarto  grado.  Vi  è  la  Soluzione  del  Problema propo- 
fto  negli  Atti  di  Lipfia  Anno  1749.         ^'  Ottobre.  454.. 

Altro  Metodo  per  la  Sezione  indefinita  degli  Archi  circolari  fenza  il 
fuiiidio  delle  Serie  4^9. 

Maniera  di  far  fervire  alla  Geometria  alcune  Dignità  immaginarie 
nella  foluzione  di  due  Problemi ,  ne'  quali  fi  cerca  il  modo  di  ri. 
trovare  per  apprortimazione  primieramente  un  fettore  circolare  ,  che 
fu  eguale  a  un  dato  fpazio  comprefo  tra  1'  IperboU  equilatera  ,  1* 
afimptoto  y  e  due  ordinate  al  meicUmo  aiimptoto  j  fccondariamentt 

un 
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un  fimile  fpazlo  Iperbolico  eguale  a  un  dato  fettore  di  cerchio  :  il 
tutto  fenza  prevaleiTi  del  metodo  chiamato  dagli  Analiili  il  ri$of* 
no  delle  Jerie,  Schedialina  I.  475« 

Maniera  di  far  ftrvire  alla  Geomatri»  alcune  Dignità  immaginarie, 
ce.  Schediafma  II,  48$. 

Soluzione  di  tre  Problemi  concernenti  il  calcolo  integrale ,  ec.  491. 

Metodo  per  trovare  nuove  mifure  degli  Archi  dell'  IperboU  ec^uilatera  504. 

Metodo  per  miAirare  gli  archi  di  quella  Elitfe  conica ,  il  di  cui  aflfe 
maggiore  h  medio  proporzionale  tra  l' afle  minore  >  c  il  doppio  del 
ncdcfiqM  afle  minore  510; 


"  XVII. 

Addi  1.  Dicembre  1747. 

Il  Refio  Sig.  GiANNANTONio  SiGoNFREoi  «  Canonico  ddlà 
Cattedrale  di  Pesaro  ,  e  piofersore  di  matenuticay  veda  » 
e  riferiTca. 

GlAMBATISTA  PaSSBRI  VlC.  GbN.  . 

Veduto  d'  ordine  di  Monfignor  Illunriffimo  Vie.  Gen.  di  que* 
fta  città  r  open  comprdìi  in  due  tomi,  il  titolo  della  ^aale 
è  il  ftgoeiite  :  Fr§ìmzÌ9mi  MstemMtkbe  del  Conte  GiM  Carlo  di  Pm» 
gnanoy  Marcbefe  de*  Tofcbi^  e  di  Sani  Onorio,  ec.  e  non  folo  non 
vi  ò  letta  cofa  alcuna,  che  ripugni  a*  buoni  coftumi,  al  rifpctto  de' 
principi,  ed  alla  purità  de'  dogmi  cattolici,  ma  anzi  b  trovato ^ 
eh'  eUa  contiene  ipeculazioni  profonde  nell'  Algebra,  nella  Geome* 
tria^  e  l^naunente  nella  (ciènza  delle  Corvè,  e  che  di  piìk  vi  ro« 
no  infèrte  delle  nuove  fcoperte  fatte  dall*  Autore ,  e  tra  quede  1*  in^ 
venzione  del  nuovo  Algoritmo  con  leggi  diverfe  da  quelle  dell'  algo- 
ritmo comune;  laonde  non  pu(S  fe  non  cflcrne  utililuma  1'  edizione; 
tanto  più  che  la  materia  vien  trattata  con  una  facilità,  e  chta- 
rem  maravigliofk,  ed  atta  ad  intereffitre  in  oueUo  ftodio  tutti  gli 
amanti  delle  piiì  fublimt,  ed  utili  fcienze.  Non  è  quello  il  primo 
faggio,  che  ci  dà  della  fua  profonda  dottrina  quello  infigne  Scritto- 
re ,  noto  non  meno  agi'  Italiani ,  che  agli  flranieri  letterati ,  e  rico- 
nofctuto  da  quella  noltra  provincia  per  uno  de'  fuoi  pii^  belli  orna- 
menti. Refta  eh' egli  goda  profpera^  e  lunga  vita,  acciocché  poflt 
darci  il  vantaggio  di  altre  fue  illuftri  fatiche  a  henefiaie  della  lepub» 
blica  letteraria ,  e  a  gloria  del  noftro  fecolo* 
Di  caia  qoefto  di  8.  Gennajo  1748. 

QlAKXAMTOMlO  CAKOVieO  SlOOHFaiOI. 

Addi  ^  Gennaio  1748. 
Attcla  la  fuddetta  relazione  s' imprima  in  quanto  a  noi ,  ec>  ^ 
GlAMBATISTA  PASSBRX  ViC  GbMì 


Digiiizea  by  LiOU^ic 


xmtì 

;  Die  p.  fmmHii  ^748* 

Commhtìmur  Pertlltd/iri ,  &  Reverendo  Domino  HERMETI  ANTO* 
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—  XIX. 

PREFAZrONE 

AL  TRATTATO  DELLE  PROPORZIONI. 

Opo  il  mio  fupplimento  al  quinto  li  ho  cP  "Euclide  , 
che  $r9V0fi$mprelfo  nella  prima  psrtedelTomo  XXXl^UL 
del  Cknuih  dé'htmati  S  Mia  ,  giungerà  forfè  i»s» 
fpettato  ai  Lettori^  che  Ufi  prefente  Trattato  eUlh 
Proporxjoni  Geometriche  io  mi  vaglia  per  i /piegarne 
la  natura  non  già  della  proprietà  de^li  Egualmente 
I  moltiplici,  ma  bensì  di  quella  delle  Kìic^uoic  fimili. 
Nin$idimeit9  /#  ragione ,  càe  mi  è  mojo  0  cangiar  me^ 
$odo,  farà  ds  ejt  ftcHtmtrto  approvata,  qualora  rifletteranno y  céeilmi§. 
fne  in  comporre  qtttflo  likro  i  flato  di  rendere  più  intelli^Ufili  te  Proptt' 
Zjoni  compofle ,  la  cogntxjone  delie  quali  è  così  utile  alla  Geometria. 

£*  vero  ,  cite  il  dottijftmo  Padre  Gregorio  di  San  Vincenzo  à  trattato 
ampiamente  delle  Proporzioni  compofte  y  nitro  tten  fupponendo  ,  che  il 
quinto  litro  degli  Btmenti  ^  ma  è  tonalmente  vero ,  cke  dalla  proprie-' 
$è  degli  Egualneote  molcipllct  non  fi  deduce  così  ckiarameute  ,  ct>e  la 
proporzione  geometrica  fia  una  fpecie  di  grande^ZJ*  >  ^ome  inferi/ce 
dalla  contenenza  delle  aliquote  fimiii  de*  confe^ucnci  ,  la  (juale  ai 
refpectivi  antecedenti  compete. 
No»  folameute  F  imdtle  delle  Proporzioni  compofte  ,  ma  ancora  mol- 

90  frofrìetk  delle  proporziout  /empiici  fi  /piegano  con  particolsr  nata* 
faiezXi'f  ^  /acilità  mediante  quefto  importanti  [fimo  princìpio  ,  cite  la 
Proporzione  fia  grandezx?  i  '  /"''^  abbajianzj  lodar  fi  il  celebre^ 
Amore  degli  Elementi  di  Geometria  di  Porto-Reale ,  che  ne  à  fatto  un 

91  àelF  ufi  itel  /ecòndo^  e  terzp  litro  della  /ua  opera  ^  alcune  dimo/ha^ 
Xjoni  della  quale  «  e  figàatamente  quelle  de*  Teoremi  ly^y?»  #  8 
del  /econdo  liho  è  iovoiuto frapporre  per  la  loro  eleganza  in  queflo  trat' 
tato  tra  F  altre  pruove ,  eoe  de'  medefimi  Teoremi  vi  è  in  [erte  di  mìa 
invenzione.  Ma  ficcome  le  accennate  dimoflrazjoni  dì  quel  Geometra 
dipendono  dagli  A/fiomi  4 ,  «'5  del  fuo  fecondo  libro  y  /  quali  po/fono  ,  e 
debbono  dimo/irarfi  nmV  e/R  ,  coti  mt  è  eonvenuto  provarli  e/attamente^ 
0  rettificare  in  tal  gui/a  le  pruove ,  cbe  da  quel  libro  ò  tratte  per  an* 
mentore  il  numero  delle  mìe .  Il  primo  di  quefti  A/fiomi  è  ,  cbe  le  propor- 
zioni,  le  quali  anno  un  medciìmo  coofeguentC)  fono  ua  efle  come  i 
loro  antecedenti . 

U  /econdo  j  cbe  le  propory'oni  ,  le  quali  anno  un  medefimo  antcce^ 
dante,  fono  tra  eflè  come  i  loro  cooiègaenti  prefi  con  ordine  recipro- 


co, o  fia  inverfo* 
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Ben  potrà  confideraye  tf  perito  Leggittre^càé  non  era  cosi  facile  il  dim 
mftrare.^emt  è  faf$o,  il  Jae»mh  di  fnàdetti  Afflami  ,  fen-^  Juppom 
quella  maniera  a  Megvmamtte^  ebe  cbìamafi  permutando ,  «wm  alter- 
nando, la  quale  per  me^j^p  appunto  di  dtn§  Afimn  die  pnvarfi  Jtvtm 
do  il  metodo  delf autore  fopralo.iato  . 

Similmente  in  tutto  il  corfo  del  prefente  liòro  ò  pofto  ogni  mio  ftu- 
dia  par  dimoftrsra  cw  la  pojjihile  tfattaz^^  le  propoftxjoni  ,  che  vi  fi 
MUamgmMf  a  il/rr  di  tU  vt  è  provati  qua  fi  fempre  con  maniers  ttmo» 
VM  gli  éimkki  tnrttniy  e  moltijpme  volte  in  pih  modi  ,  così  conve- 
nendo ad  ans  Jèiein^f  ehi  è  il  prima  fondmnetua  dell*  matmaficàa, 
difcipline . 

.0'  ben  fi  l afe  iato  quaft  fempre  in  grafia  della  brevità  di  addurre 
degli  efempj ,  baftandimi  di  aver  parlate  rwi  tanta  ebiare^xp  >  'X'ft 
ferfins  non  ottnfa  »  la  quale  uferh  mediocre  attenzione ,  potrà  perfet- 
tamente intendermi .  Chi  vorrà  applicar  fi  alle  fole  propopxioni  elementari  , 
ficenofcerà  ,  cb^  effe  dipendono  nel  prefente  trattato  dalla  conneffione  di 
pecbe  propofizjoni  ^  e  che  /'  altre  fervono  a  chi  brama  una  piena  teoria 
dette  proporzjoni  ,  al  qual  oggetto  ò  prefi  dal  prertemrtaoe  Fadre  Gre- 
gorio di  eaityimeenT^  molti  teoremi  ^  e  gli  è  per  le  pih  eerredati  di  wne* 
,  e  a  me  proprie  dimoflr azioni  • 

Da  quejìa  medefima  teoria  mi  k  piacciuto  dedurre  ,  e  dimojìrare  $ 
principj  del  calcolo  analitico  ,  e  parmi  di  aver  ciò  efeguito  non  fole 
con  maggior  evidenza  y  ma  ancora  pih  mttiverfalmeiite  ^  ebe  per  P  addio- 
tre  ttem  era  fiate  fatte  dagli  altri  ,  eeme  refierà  agevolmente  eettvime 
ekitmfae  confronterà  le  ne^ieiu  getteraU  y  cbe  ie  prtpengo  della  meltipli- 
c  azione ,  e  della  divi  pone  con  quelle ,  cbe  ne  4MM  dite  firn  a  foefie 
tempo  gii  fcrittori  dell'  Algebra» 

Né  di  ciò  contento  ,  ò  voluto  ancora  fondare  fui  principj  da  me  fia- 
Miti  in  quejìo  trattate  ttioimovO'Afgeritmej  cbe  forfè  non  farà  difappre- 
vate  da*  conefciteri ,  fe  ttem  per  altro ,  almeno  per  i  lumi ,  cbe  fommini- 
flra  in  ordine  alla  natura  ofcurijfimét  di  fueUa  fetta  di  grandès^ ^cbe 
fi  chiamano  Immaginarie  pure. 

Se  debbono  aver  lode  quei  nocchieri  ^  che  fcuoprone  firade  differenti  daU 
le  praticate  per  ttavigare  ai  remoti  paefi  ,  fperar  mi  gieva  ,  ebe  il 
mio  novello  Algeritmo  fia  per  meritarmi  il  favore  degli  ABaliftij per- 
chè apre  loro  un  cammino  diverfo  dal  cernamele  vaUvele  a  temtmrli  ceto 
pari  felicità  nelle  Matematiche . 

Altro  non  mi  refia  ad  efprimere  per  dar  qualche  idea  dell'opera,  che 
efpongo  agF  iittendenti  s  lafcio  ad  e  [fi  tutto  il  diritto ,  che  loro  compe- 
te ,  per  gindicame  ,  e  folamente  defidere  ^  cbe  la  m^ieftma  riefca  di 
prefitte  aglifindiofi  delle  pih  folide  fitew^^  poiché  quejk  è  f  tmice  me- 
tive,  cbe,  mi  À  indette  a  Produrla  ^  e  s  PubbUearU. 
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TEORIA  GENERALE 

DELLE  PROPOIIZIONI  GEOMETRICHE. 
SìgntficAxioni  di  4kmie  mte^  id  efpreffiaitL 

L  fegno  -4-  fignifica  più,  cioè  addizione,  v«  g. 
A^B  fignifìca  A  più  cioè  T  aggre> 
gato  di  ^,  e  di       ed  ^      A  -4-  C  r*. 

gregato  di       di      e  di  C,  e  co^,  ce. 

li  legno  —  ligrìifìca  meno ,  cioè  fottra- 
zione,  V,  g.  ^  —  J5  fignifica  A  meno  By 
cioè  quello,  che  rifulta  lottraendo  B  da 
e  T  ^  S  —  M  elprime  ciò,  che  provier 
ne  fottraendo  M  dall'  aggregato  di  T,  e  di  5". 

Il  fegno  (  )  denota,  che  T  elpreflìone,  la  quale  è  fcritta  fra 
le  due  parcntefi ,  va  confiderata  con  particolar  dilìinzione  ;  v.  g. 
T -+  (  5"  —  M)  fignifìca  1'  aggregato  di  T,  e  di  ciò  che  ri- 
fulta lottraendo  M  da  5".  L*  ulo,  che  di  quella  nota  fi  verrà 
facendo,  ne  farà  meglio  comprendere  il  fignificato. 

Il  legno  doppio  r±  fignifica  in  una  fola  elprelTione  più ,  ov- 
vero meno ,  cioè  fignifica  piti ,  fe  fi  fa  valere  il  legno  — f- ,  e 
fignifica  meno,  fe  «fa  valere  il  fegno—;  in  lomma  il  legno 
Zit  lerve  per  racchiudere  i  due  cafi  del  più,  e  del  meno  in  una 
ibla  efpreifione  ,  v.  g.  ^  db  JB  (Ignifica  neè  primo  calò  T  ag- 
gregato di  ^ ,  e  di  B ,  e  nei  feccodo  cafo  elprime  ciò che 


rìluiu  lai  Attrarre  B  àn  A. 


Simil. 
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.  a  Delle  Proporzioni  Geometriche. 

Similmente  il  legno  doppio  ^  figni6ca  in  ujM  ibla  erpici 

tone  meno,  ovvero  più,  ec. 

Il  fegno  ZI  denota  ,  che  ciò ,  che  gli  fta  fcritto  avanti ,  è 
uguale  a  ciò,  che  gli  Ila  fcritto  dopo,  v.  g. —  5  fignifica, 
che  A  è  uguale  aJ3,  ed  A  ziz  B  'ZI  C  lignifica,  che  oltre  T 
^(Tere  A  eguale  a  B,  anche  B  è  uguale  a  C. 

Il  medefimo  legno  zi  qualche  volta  denota  ,  che  quello , 
che  gli  l^a  icritto  avanti,  è  una  medeiìuia  cola  con  ciò,  che  gli 
fta  icritto  dopo. 

Il  lignificato  delle  altre  efprefTioni,  che  occorreranno,  fi  ef- 
porik  nel  proleguimento  di  quello  trattato,  e  ne^proprj  Uioghi. 

DBPiNi2ipall.L 

Clniamo  grandezza  tuttociò,  che  è  capace  di  aumento,  e  di. 
diminuzione* 

CÒROLLARtO  L 

"Putto  ciò,  che  è  divtiìbile  in  parti,  è  una  grandezza, .per- 
chè jtufto  ci5,  chc^  è  divifibile  in  parti,  è  capace  di  aumento, 
,  e  dì  diminuzione;  d  aumento,  fe  all'aggregato  delle  parti,  che 

10  compongono ,  fi  aggiunge  qualche  altra  jarte  ;  di  diminii^ 
sione  ,  le  -dall*  aggregato  loddttto  deHe  para  il  fc^^  qualche 

Dbvinizione  il 

IDico ,  che  mu:  grandezza  Jt  h  moltiplicata  per  un  -numero 
L ,  quando  la  A  fi'  prende  tant^  volte,  quante  vaàù,  contient 

11  numero  i. . 

Ciò,  che  rìfulta  dal  pfeodere  A  tante,  volte,  quante  uniÀ  con- 
tieyie  il  niiinero  fi  rapprelenti»  cosk  LA'. 
•  Se  in  luogo  del  numero  JL,  generalmente  rappreièntato ,  fi  - 
ponefle  un  nunàero  particolare  in  cifia,  v.g.},  allora  ciò,  che 
liluUa  dal  prenderfi  A  tante  volte,  quante  unitk  contiene  il 
numero,  fi  jo^ppreljintérebbe  fimilmente  in  quclhk forma,  ^A 
Mi  fe  in  luogo  ancora  di  A  fi  lurrogherì  un  numero  parti- 
colare in  cifira,  v*g.  5,  allora  ciò,       rilulta  dai  prendexe  il 

nume- 
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numero  %  tante  voite9  ^iiaott  unità. contiene  il.awnefo  3,  fi 
denoteÀ  così|  |  •  5. 

Dbfinizionb  III.  ^ 

'  Cj  Rendesse  omogenee  f  .  ovvero  della  medefima  Tpecte^  fi  d^ 
cono  quelle  9  che  fono  tfa .  loro  eguali ,  ovvero  maggiori  «  o 
.minori,  in  modo  che  k  minori,  moltiplicate  per  qwSché  nu- 
•siero>  poflbfto  fnpem  Je  maggiori* 

•^'Scotio, 

Un  principio  evidente  9  il  quale  non  k  bifogho  di  prova  f 
a  chi  lo- confedera  con  attenzione,  che  fé  due  grandezze  jf^ 
e  B  fono  tra  loro  omogenee- ^  cioè  della  medefima  ipecie,  e 
un*  altra  grandezza  C  è  omogenea  alla  Jij  la  ftefla  C  è  ooMh 
geneà  anche  alla  jB% 

Ovvero  piik  generalmente,  che  fe  molte  grandezze  fono  o> 
mogenee  tra  loro,  cioè  delia  medefima  fpecie,  e  una  gran- 
dezza C  è  omogenea  ad  una  di  quelle  9  la  medefima  C  è.  P- 
•jnogenea  a  tutte  T  altre  i 

'  Nel  progreflTo  del  prefente  trattato  io  mi  valcrò  di  queiW 
principio,  come  no|ifiimO)  fenza  citarlo  particoiarmente*  » 

•  DE.BlHiz70ifB.iv/ 

Dico,  che  una  grandezza  /  è  aliquota  d'  un'altra  grandez- 
za       quando  la  /  è  contenuta  una  volta  o  qualunque  nu- 
•  mero  di  volte ,  e  lenza  refto  in     .    In  quefto  lenio  ogni 
.  tutto  è  aliquota  di  ie  l^elTo  ,  perchè  è  contenuto  una  volta  9 
e  fenza  reilo  in  fe  medefimo»  '    *      -*  .*     '  , 

PBFI'NIBIONB  Vr        .     .  ' 

.  Dico,  che  /,  ed fono  aliquote  ùmili  di  e  refpetti- 
varaente  di  quando  la  ^  è  contenuta  fenza  refto  in  A  tan- 
te  volte  ,  quante  la  yo  è  contenuta  fenza  refto  in  JB .  In 
quefto  iènfo  qualfivoglia  tutto  è  aliquota  fimile  di-fe'  mede- 
fimo,  come  qualfivoglia  altro  tutto  lo  è  di  le  fieffo,  cioè  A  è 
aliquota  fimile.di  A<^  come  B  òìx  B.  ■ 

A  à  Astio* 
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la  comparazione,  e  la  grandezza  cui  la  ^  fi  paragona,  di- 
cefi il  confeguentc  ^  c  tanto  T  antecedente  quanto  il  conlc- 
^uente  B  u  chiamano  i  due  termini  della  comparazione*  ' 

>    S  c  o  1. 1  o«  .  . 

Se  il  coofeguente  B  fi  concepifce  divifo  in  qualfivoglia  nu- 
merò d'  aliquote ,  v.  g.  ie  B  =  (  it  efprime  qualfivogita 
.Auioen)  >  e  anche  V  unità  )  9  egli  i  certo,  che  l' antecedente 
Ay  o  noli  contiene  intieramente  l'aliquota /  (  il  che  awiè> 
ne  allorché  la  /  é  maggiore  di  A  )y  o  contiene  un  precilb 
numero  delle  aliquote  /  con  qualche  refto  minore  di  /,  ovve- 
ro contiene  un  precifo  numero  delle  aliquote  /  fenza  refto;  a- 
dunque  fempre  ^  z=  mf  r ,  purché  m.  denoti  qtumte 
Votte  la  /.  è  contenuta  in  ^  (  di  modo  che  m  può  fignificare 
anche  1*  unità,  e  lo  zero  )  e  purché  r  rappréfenti  il  rel^o  nuU 
lo,  o  reale,  cioè  rappréfenti *il  refto,  quando  vi  è  U  refto,  é 
io  zero,. quando  il  refto  non  vi  è, 

Diee  jpertanto  jiotarfi ,  che  quando  il  confeguente  B  è  i^p. 
prefèntatò  per  ii^,  e  f  antecedente  A  per  w/  -f»  r ,  la  letté- 
ra/  fignifìca  non  gik  una  fola  fpecie  delle  aliquote  di  B,  ma 
qualfivoglia  fpecie  delle  ali<}uote  della  lidia  B ,  e  che  deter- 
minando il  numero  n  a  (ignificarc  qualche  numero  particolari, 
£  determina  di  quale  fpecie  fia  1*  aliquota  v.  g.  fe  »  =  2,  la 
>f  è  la  met^  di  B,  fe  »  =  3  la  ^  è  il  terzo  di  B,  e  cosi,  éc. 

Dee  parimente  notarfi ,  che  al  creicere  di  n  crefce  anche 
f»,  ma  decrefce  1'  ali^ota  ^,  e  tal  volta  il  refto  r.  AH'  in- 
contro al  decrefcere  di  n  decrefce  anche  m,  ma  crefce  l'ali- 
quota ^,  e  tal  volta  il  rel^o  r'^  e  quando  m  è. nullo,  il  refto 
t  è  uguale  all'  antecedente  A  ,*  ■ 

Dee  notarfi  in  fine,  che  il  refto  r  non  può  mai  efler  nul- 
.  lo,  quando  i  due  termini  A^  t  B  della  comparazione  fono  tra 
loro  incommenfurabili  (altramente  non  farebbero  tali  );  e  che 
il  refto  r  non  può  elFer  nullo,  quando  m  è  uguale  a  zero.» 

Definizione.  VIIL 

I4A  contencns^f  all'antecedente  A  fpettante,  di  qualjivogììa  a- 

liquo- 
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liauotia  if^  confeguente  JB,  queita  cwriv*^:^^ ,  «^co ,  i^^^Mt 
w  tefto  miUoy  ù  tesky  il  quale  corrìlponde  alla  jnedeiìma  a- 
lìqiioUf  e  di  tflà  è  ninòre  (  conforme  fi  è  difHntamentcf  ipie» 
gato  nello  Icolio  antecedente  )y  chiamafi  da  me  proporzione 

geometrica,  e  Ja  defìgno  cosh  ^,  ovvero 


AVVBRTIMBNTO; 

In  quefto  trattato  col  femplice  nome  di  proporzione  $*  in* 
tenderà  fempre  la  proporzione  geometrica. 

Quelle  grandezze  ,  che  nella  definizione  VII.  fi  fono  chia- 
mate i  termini  della  compara7:inne ^  cioè,  l'antecedente,  e  il  con- 
feguente  della  comparaTiiiHe ^  fi  chiameranno  in  avvenire  i  ter- 
mini della  propor-^one^  cioè,  l'antecedente,  e  rclpettivamcn* 
te  il  conleguente  di  efTa. 

Definizione  IX. 

QjJelle  proporzioni ,  1'  antecedente  delle  quali  è  uguale  al 
loro  confeguente  ,  fi  chiamano  proporzioni  d'  egualità;  c  quel- 
le proporzioni,  l'antecedente  delle  quali  è  maggiore,  ovvero 
minore  del  iuo  conleguente  >  fi  chiamano  proporzioni  d'  ine- 
gualità; cioè  di  maggiore,  inegualità,  lè  T antecedente  è  mag- 
giore, e  di  minore  inegualità,  le  T  anteicedente  è  minore' dd 
iuo  mnleguente. 

Definizione  X. 

CA  C 
Onfiderando  ora  due  proporzioni         — fc  uno  degli  an* 

tecedenti  ^  contiene  tante  volte  quaìfivoglia  aliquota  del  con* 
(Seguente  B  lenza  verun  redo,  o  con  un  redo  minore  di  efia, 
quante  volte  T  altro  antecedente  C  contiene  1'  aliquota  fim'tle 
del  conleguente  D,  parimente  lenza  verun  rello ,  o  con  un 
refto  minore  di  effa,  queita  egualità  ài  contenenT^^  e  corrifpon- 
denxa  continua  dt  rejì  't  nulli ,  o  reali  ,  chiamafi  da  me  eguali- 
tà, ovvero  iimilitudme  di  proporzioni^  cioè,  dico,  che  in  tal 

caio  la  proporzione  j  è  uguale  ^  ovvero  fimile  alla  proporzÌKK 

ne 
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ne  ^  ;  oppure  >  che  le  quattro  grandezze       By  C,  D  fon» 

proporzionali;  dico  medefimaoieatei  che  k  J(àg  9ÌiàBf  come 
uCiU  alU^>  o  verfo  la  fì« 

Scolio. 

Quefta  definizione  è  di  nome,  per  confeguenza  non  può  con- 
traftarfi  ;  fe  poi  a  taluno  parefTe  per  avventura  meno  fempli- 
ce,  confiderà ,  che  efla  è  generale,  e  comprende  in  un  folo  tt» 

niformff  ,  intelligibile^  e  pojttivo  concetto  tanto  1'  eguaglianza  di 
quelle  proporzioni,  che  anno  gli  antecedenti  commenfurahili  ai 
loro  conleguenti ,  quanto  1'  eguaglianza  di  queli'  altra  iorta  di 
proporzioni,  che  anno  gli  antecedenti  ìticommenfurMì  ai  loro 
conleguenti . 

Per  altro  la  proprietà  generale  efprefla  in  quefta  definizione 
èpoflibile;  poiché  ,  non  folamente  lenza  veruna  ripugnanza  efla 
fi  concepilce;  ma  in  geometria  ne  occorrono  gli  elcmpj ,  con- 
forme può  vederfi  ne'  nuovi  elementi  di  geometria  de'  signori 
di  Porto-Reale ,  libro  decimo ,  propofìzione  fondamentale  ,  e 
corollario  I. ,  e  IL  del  primo  teorema ,  e  negli  elementi  di 
geometria  del  Padre  Tacquec,  e  in  altri  autori,  ec* 

Dbpinisionb  Xlm 

L'Eguaglianza  di  due  proporzioni  diradi  ancora  da  me  fr> 
porziinalhi  y  e  fi  efprimerk  molte  volte  con  le  fèguenti  note^ 

-=-,  ovvero  ^.^//CZ),  oppure  -^^^  «r»  *  ^^W^" 
ientando  con  /,  e  con  yo  qualunque  aliquota  fimile  de*  refpet* 
tivi  confeguenti  B ,  e  ,  ed  elprimendo  con  r ,  e  i  refti 
(nulli,  o  xcali)  che  fpettano  ai  rifpettivi  antecedenti      e  C« 

Dbfinizionb  XIL 

Il  primo,  e  quarto  termine  d'una  proporzionalità  fi  chiama- 
.  no  gii  gfirtmi  di  efla,  e  il  iecondo»  e  terzo  ternaine  i  fuoi  mcdjt 

ConOLLARIO  V. 

^Cciò  fuilìfU  quella  proporzionalità  AB::Q.Dy  non  è  pun- 
to ne- 
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Delle  Froporzioki  Geomktriche  .  p 
to  necellario,  che  i  due  ultimi  fuoi  tennini  Cy  e  D  fieno  o*. 
mogenei  ai  due  primi      t      rìèhkdeiidofi  folamente ,  che 
C,  e  D  fieno  omogenei  tot'  \o«fi\  impeiciocchè  t  e^qalidi  cH 
€9m9mm(fi  con  la  concinna  cmy^mdmu^  de'  refti  nulli  »  o  reali» 
«he  cpftitnìfce  la  propor^umditèy  o  fia  F  egualità  di  -due  propor* 
zbni,  può  competere  agli  aniecedemi  in  ordine  alle  aliquote  fi- 
.Mi  èd iato  rifpettivi.caiifeguenti,  quantunque  i  due  termini  di 
•nna  pioporzbne  fieno  d' una  fpecie  di  grandezza,  e  i  due  ter- 
.gnini  dell'  altra  piDporaDne  fieno  di  fpecie  diverià  di  grandezza. 

COROLLARIOVI. 

Se  TarU  ^ssj)  iaià  ancora  ^=^,ctoèfefil^^•J3.^*Ci>., 
fi  k  altreà  C,Di:A.S. 

Definizione  XIIL 

QUefto  modo  di  argomentare ^  dicefi,  tra/ponendo;  egli  è  co» 
sì  facile,  e  naturale,  che  il  più  delle. volte  vien  fuppofio  ne' 
raziocinj  fenza  accennarlo. 

Corollario  VII, 

T*Utte  le  proporzioni  d*  egualità  fqno  tra  loro  eguali ,  v«  g« 

ec.  perchè  è  manifefto,  che  l'antecedente  di  ci* 

fcuna  di  effe  contiene  in  eguai  numero  qualjivoglia  aliquota 
fimile  del  fuo  conleguentet 

Cò&OLLAKIO  VIIL 

Due  antecedenti  eguali  verfo  due  confeguenti  eguali  anno  e- 
gual  proporzione,  cioè  fe'^=C,  e  B=Z>,  ùakA.B::C.D^ 
perche  per  1* affioma  III.  i  confeguenti  By  e  D  anno  eguali 
le  loro  .aliquote  y7m«/#,  ed  è  evidente,  che  nelle  grandezze  e^ 
guali  Ay  e-Cù  contengono  in  egual  numero,  e  con  refti  egua« 
.B  le  fuddette  aliquote  fimiliy  ed  eguali. 

Queflo  corollario^cb'ii^prenije  runa,^e  l'altra  parte  della  prò- 
fofizionc  VII.  del  V.  libro  di  Euclide,  poiché  gli  antecedenti, 
oweio  i  confeguenti,  che  fono  i  medefiimi,  fono  eguali. 

B  Sco* 
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Scolio. 

I.  Quando  fi  tram ifempMcemcnte  dèlia  grandetta  in^ene- 
mlty  osa  Mbi  grandezza  pofla  in  due,  o  piì  otrcoftanie  può, 
t  fnole  eoniidtra»  «ome  due,  o  pià  grandezze  eguali  ^  perchè 
-ogni  grandezza  i  uguale  a  6  meaefin».  '( 

II.  £  aU*  inconnO)  quando  fi  tiata  feai|iiioeiaent6  del  più, 
e  del  niello^  due,  e  molte  grandezze  «goah  pnianoy  e  fogli», 
no  ooidìderarfi ,  come  (e  foflèio  nna  mcdcfima .  grandezza» ,  m 
defignarfi  con  una  iltflà  lettera. 

Corollario  IX«  % 

L  Se  fi  foftitmfcono  in  una  proponfìtH»  grandezze  eguali  in 
luogo  dell'antecedente,  o  del  confeguente,  o  d'ambedue,  U 
proponine  non  fì  muta,  e  ciò  per  la  (leffa  ragione ,  the  mo« 
lira  la  verità  del  precedente  corollario  VII. 

II*  Similmente,  fe  d  iòflituifcono  in  una prepan^iwMliiéì  fw» 
dezze  eguali  in  luogo  di  una,  di  due,  di  tre,  e  anche  di  tut- 
ti e  quattro  i  fuoi  termini ,  la  propon^ionalità  non  fì  muta  . 
Ciò  è  chiaro  per  la  prima  parte  di  quefto  corollario,  poiché  la 
proporzionalità  è  corti tuita  di  due  pr^porT^oni  ^  e  quando  quefte 
non  fi  mutano,  nemmeno  la  propin^on^if^  ù  muta* 

AVVBRTIMBNTO. 

Io  mi  valerò  fovente  di  queflo  forollario,  e  non  iènq^li 
citerò,  per  abbreviare  le  dimostrazioni. 

Cquollario  X*.    .  .'  ' 

Ofte  due  proporzioni  eguali  —,  —  fe  1'  aaitccedente  di  una 

è  uguale,  maggiore,  o  minore  del  confeguente,  anche  l'an- 
tecedente dell'  altra  è  uguale,  ovvero  refpettiv^mente  nciaggio- 
re,  o  minore  del  iuo  conleguente. 

Imperocché  rapprelentando  le  due  proporzioni  eguaU  così: 

'"•^"^^  >  ^  manifefto ,  che  quando  r ,  e  tv  denotano 

zero,  acciò  ano  degli  antecedenti  fia  eguale,  ovvero .refpet- 

tivap 
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tivamcnte  maggiore  ,  e  minore  del  fuo  confegucntc,  il  Dllin^ 
ro  m  dev'  eflere  eguale,  ovvero  refpettivamentc  maggiore,  o 
minore  del  numero  »,  e  appunta  da  qudU  egualità,  maggio- 
ranza ,  o  minoriti  di  m  in  -ordine  ad  n  «afcc  la  refpetttva  e- 
gualitk,  maggioranza,  0  niinorit!^  dell' altiD  antecedente  do 
inetto  al  fuo  confeguente»  -  •  /: 

Allorché  i  retti  r,  e  ro  fiiflìftono,  è  vifibile,  che  ninno  de> 
gli'  antecedoiti  pud  eCere  uguale  il  fi»  confeguente .  Uh  an* 
tt«deme  poi  noo  può .dTer  fuo  confeguente»  (è 

m  non  fiiperà,  o  almeno  non  eguaglia  »  ;  c  lo  fteflb  antece- 
dente  eflèr  non  yjJS  minore  del  wo  confeguente ,  le  m  non  è 
naÀBOFe  di  »,  oppure  non  è  nullo,,  e  da  tutto  ciò  riluha  k 
nfpettiva  maggioranza ,  o  minoranza  dell*  attro  antecedente 
in  riguardo  al  fuo.  confeguente* 

Scolio. 

y^Llorchè  fi  anno  da  confiderare  molta  proporzioni  tra  lom 
«guali,  le  aliquote  fimilt  de*  molti  confeguenti  potranno  elpri- 
lOerfi  così/, ^00»,  ec,  ^ven&  in  quefU  caQ  ki  ci* 
fra  ó  faU,  ovvéro  replicata  fervirc  unicamente  per  diftingue- 
re  le  aliquote  fimHi  dà*  divcrfi  tutti;  i  refti  poi  [  nulli,  o  rea- 
li 3  che  corriiponderanno  alle  fuddette  aliquote  »  ^ccaiino  co- 
sì  defignarfi:     ro,  ro»,  roooy  ec«  . 

CoaoLLAaiQ  XL 

I.  Se  due  proporzioni  ^>  c  ^  fono  eguali  ad  un'  altra  prò- 
porzione  j,  laranAo  eguali  trai''feR>» 

II.  £  k  tuoi  pfoporzione  ^  è  uguale  a  due  altre  prapofb 
aioni      e       quefte  altre  due  faranno  tra 'laro' eguali . 

Imperocché  efprimendo  ^  per  ^^^^^^laÀeguahnente  nelle  lu^ 
polìzioni  de' due  primi  punti  di  quello  corollario  g-as"^^*^* ,  e- 
Bj^32^^^  adunque  per  le  definizioni.  X.,  e  ».  làAcgul. 

B  2       s  men- 
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mente  in  ambedue  le  fuppofìzioni  fuddette  ^ss 

ni.  Se  i  è  uguale  ad  ^,  e  1=2.. 

IV.  Ovvero  (e  |»  è  uguale  ad      ed  ^  è  uguale  ad  , 

iark  j  eguale  ad  ^.  .  ^ 

Perchè      |>  fi  defigna  per  ^^"^  >  ^  egualmente  net 

le  fuppofìzioni  de'  due  ultimi  punti  di  quefto  corollario 

''"^"IJ^""  ,  ed  ;  adunque  in  virtù  delle  definizioni 

X.,  e  XI.  farà  del  pari  in  ciafcuna  delle  due  fopraddette  fup^ 
pbfizioni  -=r^. 

.  Queflo  corollario  comprende  la  propofizione  XI.  del  V.  li. 
bro  d*  Euclide* 

*  Corollario  XII.  • 

DAto  che  fi  abbia  ^=r|.,  e  che  fia  |  =  f ,  ed  7=|,fa. 
A  ancora  '^ss^;  imperocché  la  proporzionalitk  fi  dp- 

figneA  in  queOa-giiifi^»  Jf^^ss^SM^ine  «koii^  Tipotcfi 


L  farà  ed  ^  farà  ==^;  adun^^ue  per  le 


li  X.,.e  XL  fi  avA  -q^j*  * 

I.  PEr  ripotefi  5»  è  uguale  ad  y  »  ed  y  è  uguale  a 
adunque  pel  III.  punto  del  corollario  precedente  ~  è  ugnar 


tea 


II.  Ne!  primo  punto  di  quefta  dimoftrajsione  fi  è  provato, 
che      è  uguale  a       ma  per  l' ipotefi  j  è  uguale  a 

dun- 
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dunque  pel  L  punto  del  corolUrio  antecedente  ^^j** 

Corollario  XIII. 

Dinotino       e  G  due  grandezze  anche  di  fpecie  diverfa, 

ed  L  qualunque  numero;  io  dico,  che  -y  è  uguale  ad  ~« 

Imperocché  chiamando/,  ed /o  qualfivogha  ahquota  fimile 
delle  rifpettive  grandezze  F  ,  e  G ,  ed  »  la  quantità  di  vol- 
te, che  dette  aliquote  fono  contenute  refp.ettivamente  in  Fy 
e  in  G,  far^  Fzzrt/y  GzZnj^Oy  e  la  proporzionalità  da  prò- 

varfi-^=B^  potik  cosi  rapprefentariì  •^J='^>  <^ioè 

sr^^^J^  i  la  qual*  efpreflìone  manifefta  chiaramente  la  fuflU 
^ftenza  deik  proporzionalità  fopraddetta. 

Scolio. 

IDaI  prefente  corollario  .XIIL  nafce  il  feguentc 

Tborbma; 

QUalfifia  tutto  fla  a  qualunque  Tua  aliquota  >  come  quaUìvo* 
glia  altro  tutto  alla  fua  aliquota  fimile: 
I  due  tutti  pofifono' eliisre  non  omogenei  tra  lom« 

DlMOSTRAZIOKS* 

CÌHiamando  A  il  primo  tutto,  ed  F  qualunque  fua  aliqu» 
ta,  come  pure  Z*  il  numero  deUe  .  volte ,  che  detta  aliquota 
entra  nel  medefimo  tutto,  ùlA  LF  eguale  ad  A;  chiamando 
poi  B  il  fecondo  tutto,  e  G  k  fua  aliquota  fimUe,  fark  LG 
eguale  a  B  ;  ma  pel  prefente  corollario  XIII.  fi  a  LF. 
X'G.G;  adunque  fe  in  quefia  proporzionalità  fi  foftituifce  ^ in 
luogo  di  LjF  ,  e  B  in  cambio  di  LG,  fi  avrU  pel  corollario 
IX.  de' principi  A.F::B,G;  il  che  doveva  dimoftrarfi* 

Definizione  XIV, 
Pofte  le  due  proporzioni      ^;     1*  antecedente  A  contie- 
ne 
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ne  qualche  aliquota  del  Tuo  confeguente  B  (o  la  contenga  con  un 
rcfto  minore  di  efTa,  o  fenza  )  piii  volte,  che  l'altro  antece- 
dente C  non  contiene  T  aliquota  ftmtle  del  fuo  confeguente  D 
(  o  la  contenga  con  un  refto  minore  di  efTa,  o  la  contenga  fen- 
za un  tal  refto  )  quefta  maggior  contenenza  injieme  col  fuddet* 
io  re/io  nullo ^-0  reale ^  la  quale  appartiene  all'antecedente  Ay 
chiamafì  da  me  maggior  ^o^ori^jonc  >  e  in  tal  calò  dico  ,  che 

^  c  maggiore  di  ^. 

'Definizione  XV. 

-£^A  fc  r  antecedente  A  contiene  qualche  aliquota  del  faó 
confeguente  B  (  o  la  contenga  con  un  redo  minore  di  efla»  o 
fenza)  fe  la  contiene  >  dico,  meno  volte,  che  l'altro  antece- 
dente C  non  contiene  T  aliquota  ftmile  del  iuo  confeguente  D 
(o  contenga  C  la  lua  aliquota  con  un  refto  minore  di  efta,  o 
la  contenga  fenza  un  tal  refto  )  quejìa  minor  contenen7:a  injie- 
me col  fuddeffo  rejìo  nullo  ^  o  reale^  la  quale  appartiene  all'  an- 
tecedente Ay  da  me  fi  chiama  minor  propor^oncy  e  in  tal  ca* 

io  dico*  che  7  è  minore  di  • 

Scolio*.  .  •  ; 

Pcr  provare  femplicemente^  che  la  proporzione  i  fia  mag- 

giore  f  ovvero  minore  della  proporzione       battei^  provare, 

che  qualche  aliquota  del  confeguente  B  fia  contenuu  nel  fué 
Antecedente  A  ùiU ,  ovveio  rclpettivamente  memy  che  1*  ali» 
^ta  fimìk  dell*  altte  confeguente  D  non  è  contenuta  nel  fi» 
antecedente  C  ;  ma  i  coftituire  la  prteìfa^  maggioranza,  o 

rcfpettivamente  la  preci/a  minoriti  di  —  in  ordine  a  in- 

fluifcono  quei  refti  (nulli,  o  reali)  che  rifultano  dal  fottrarre 
quante  volte  fi  pu6  la  fuddetta  aliquota  del  confeguente  B  dal 
iuo  antecedente  A  y  e  1'  aliquota  Jimtig  <lcl  confeguente  D  dal 
ilio  antecedente  C«  > 

COROL- 
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C01LOX.LA&10  XIV, 

SA  Ce 
E  j  è  maggiore,  o  minóre  di^  farà  trafponendo  ^inin6* 

se,  owexo  re^tdranente  maggiore  di 

Corollario  XV. 

Se  due  proporzioni  j,  ^  fono  tra  loro  eguali,  non  può  e£- 
fen  ^  maggiore,  o  minore  di  ^« 

Imperocché  >  fe  j  foiTe  maggiore,  o  minore  di       ì-  an> 

tecèdenté  A  conterebbe  ùìhy  ovvero  nativamente  mnwvol^ 
te  qualche  aliquota  del  nio  conf<^uente  che  1*  altro  antece- 
dente C  aoR  contiene  1*  aliquota  Imiile  del  fuo  confeguenf e 

«dunque  alle  due  proponeioni  ^)  e  —  non  competerebbero  le 

definizioni  X.,  e  XI.,  che  pur  competono  loro  per  Tipoteiii 
il  che  è  aflurdo-  adunque,  ec« 

Corollario  XVL 

I.  La  maggiore,  ovvero  minore  di  due  proporzioni,  che  an- 
no il  medenmo  confecucnte,  à  il  maggiore,  ovvero  refpettiva- 
mente  minore  antecedente. 

IL  E  la  maggiore,  ovvero  minore  di  due  proporzioni,  che 
anno  il  medtfimo  antecedente,  ^  il  minore ^  ovvero  maggior  con* 
fegucnte. 

Imperocché  primieramente  le  ^  è  maggiore ,  ovvero  mi* 

non  di  j  è  forza  die  T  antecedente  A coirtenga  prky  ovvero 

refpettivamente  meno  volte  qualche  aliquota  del  confeguente 
comune      che  non  contiene  T  altro  antecedente  C. 

■  .£  fecondariamente,  le  ^  è  maggiore,  ovvero  minore  di  ^ 

^  neceilario,  che  il  comune  antecedente  A  contenga  pihy  ov- 
veco  mcn$  volte  gualche  aUq«QU  del  primo  confeg^Miìte  By  che 

non 
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non  contiene  T  aliquota  Jimile  del  fecondo  confeguente  F ;  a- 
dunque  qualche  aliquota  di  B  è  minore y  ovvero  reipettivamen- 
tc  maggiore  dell'  aliquota  fimile  di  e  quindi  per  T  affioma 
IIL  B  e  minore  j  ovvero  refpettivamente  maggiore  di  F . 

Qtiefto  corolUrio  condene  U  propolizione  X.  del  V.  libro 
d'Euclide, 

Corollario  XVIX, 
R.Apprefenti  H- qualunque  grandezza  omogenea  alla  A^  'io 

dico  ,  che  — è  maggiore  di  ^ ,  e  che  è  minore  di 

Imperocché  primieramente  è  manifefto  ,  che  tutte  le  ali- 
quote del  confeguente  B,  le  quali  fono  minori  di  A <y  e  di 
fono  contenute  più  volte  nell'  antecedente  maggiore  ^-+J/, 
che  nell'antecedente  minore  A:  e  fecondariamente  è  manife- 
fto altresì,  che  tutte  le  fuddette  aliquote  del  conieguente  B,^ 
le  quali  fono  minori  di  A-,  e  di  H,  lono  contenute  meno  vol- 
te nel  minore  antecedente  A^Hy.  che  nell*  antecedente  mag-  • 
giore  A. 

Nel  prefente  corollario  fi  contiene  la  prima  parte  della  pro- 
pofizione  VIIL  del  V.  libro  d'  Euclide. 

Quefto  corollario  può  enunciarfi.cos): 

Se  la  grandezza  .(/  è  maggiore  dftUft' mmmUììm  Ày  là  pri- 
ma V  maggior  proporzione  9  che  la  feconda  ad  una--terzà  grài^ 
dezza  omogenea^:  e  fe.  la  grandezza  F  è  minore  della  gran- 
à£ziSL^  j  la  prima  k  minor  proporzione^  che  la  feconoa  ad 
una  terza  grandezza  B  omogenea. 

Corollario  XVIII. 

JN^EUe  fteflb  modo»  e  con  più  forte  ragione  fi  dimpftrexà, 
*che'fe  P  è  minore  di  J5,  la  proporzióne  ^~^y  è  maggiore  di 

£  fe    è  maggiore  diJB,  la  proporzione  ^^^^  è  minore  di  j« 

Impe^chi  primieramente  rapprefenti  T  quelle  aliquote  dèi 
confeguente  By  che  Ascondo  il  precedente  corollario  XVIL  fo. 
no  contenute  in  jfr^H  fih  Vinte»  che  in       ed  rappre» 

fen» 
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(ènti  r  aliquota  fimile  del  confeguente  P ,  il  quale  per  l' ipo. 
tefi  è  minore  di  B,  far^  per  unto  in  virtìi  dell'  aflioma  III., 
la  fo  minore  della     e  per  confeguenza  la  fo  contenuta 
meno  tante  volte  (  fé  non  piin  )  in  quante  volte  vi  è  con* 

tenuta  la  /*,  ma  la  T  è  contenuta  maggior  numero  di  volte  in 

A^Hy  che  in      e  quindi  per  la  definizione  XIV.,  «r^^lark 

maggiore  di  j. 

Secondariamente  denoti  la  quelle  aliquote  del  confeguen* 
te  B ,  che  pel  corollario  XVII.  fi  contengono  meno  molte  in 
A—Hy  che  in  ed  /0O  efprima  l' aliquou  fimile  del  confe» 
guente  il  quale  eflèndo  per  la  fiippofizione  maggiore  di  Bf 
la  /te  per  1*  affioma  HL  dovrìi  efière  maggiore  delia  /*)  e  per 
confeguenza  la  Tbo  fkxk  contenuta  4/  pik  tante  volte  (  &  non 
meno  )  in  quante  volte  vi  è  contenuta  la  /*,  ma  la 

T  è  contenuta  minor  numero  di  volte  in  A-^H^  che  in  A^ 
adunque  la  Tao  0Lra  Tempre  contenuta  meno  volte  in  A'^H^ 

che  in  A;  laonde  per  la  definizione  XV.,  — —  iai^  minore  di  — . 
Il  prefente  corollario  potrebj^e  erprimem  in  quella  guifa: 
Pofte  due  proporzioni  ^  ,  ed     >  fé  la  prima  k  magffmt  an- 
tecedente ,  e  infieme  nùnvr  confeguente  delk  feconda ,  eflà  è 
maggiore  della  feconda;  e  pofte  due  proporzioni        j,  fe 

la  prima  k  minor  antecedente,  e  infieme  maggior  confeguente, 
che  la  ieconda,  ella  è  minore  della  feconda^ 

Corollario  XIX 

Continui  la  H  a  rapprefentare  qualfivoglia  grandezza  omo- 
genea alia  Ai  io  dico,  che  ^  è  n^iggiore  di 

£  che.  j  è  minore  di  j^— . 

Vhmfirazione  della  prima  parte» 

Qualfivoglia  aliquota  dèi  confeguente  mìnm  B  eflèndo  per 
r  aflioma  III.  minore  dell' idiquota  fimh  dell*  altro  confeguen^ 

C  te 
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te  maggiore  B^H^  egli  è  evidente,  che  ninna  aliquota  di 
B  idLTk  contenuta  nihìnr  numero  di  volte  in  A  di  quello  ,  che 
vi  fìa  contenuta.  1'  aliquota  fimile  di  B-^H;  di  modo  che  deno- 
tando con  /'qualche  aliquota  del  confeguente  5,  e  con  io  V 
aliquota  Jimile  del  conicguente  B'-^Hy  le  non  fi  vorrai'  conce- 
dere ,  che  la  r  minore  fia  contenuta  in  A  pili  volte  ,  che  la 
Zb  maggiore,  almeno  dovrh  conccderfi,  che  la  flelTa  7"  minore 
fia  tante  volte  contenuta  in  A^  quante  la  /ò  maggiore  è  con- 
tenuta nella  medeGma  A;  e  in  queilo  cafo  ,  fé  fi  chiama  M 
la  quantità  di  volte  >  che  tanto  «li/*  minore  quanto  la  mag. 
giore  fono  contenute  in  jf^  la  fteflà  A  fark  eguale  ad  Mr-^R, 
e  ad  Ml*0*H-J(9  9  defignando  con  R  il  refto,' che  lalcia  la  1* 
jninorey  tolta  quante  volte  fi  ppò  dalla       e  con  Ro  il  re* 
fb ,  che  può  lafciare  U  io  maggiore  i  tolta  quante  volte  fi 
pu6  daUà  medefinia  jf* 

:  Quello  fecondo  redo  Rit  può  talora  eflèr  nullo ,  ma  non 
già  il  primo  reilo  R  y  il  quale  in  oltre  fark  Tempre  maggióre 
éi  Ro;  imperocché  Mf-^R  è  uguale  ad  MTo^Ro^  ma  per 
r  aifioma  lecondo  MT  è  minore  di  Mfo  (  perchè  t  è  minore 
di  Ib);  adunque  togliendo  dalla  medefìma  grandezza^ la  Mt 
Biinore ,  e  la  Mto  maggiore,  il  redo  Ry  che  Tempre  lafeia 
i^fr,  efTer  dee  maggiore  del  refto  Ro  lafciato  da  M^o, 

Chiamali  pertanto  d  la  differenza  de*  due  rcfti  R  -,  e  Ro  ^ 
e  il  refto  maggiore  R  fark  ir  Ro-^d^  chiamafi  in  oltre  N 
la  quantità  di  volte,  che  le  aliquote  fimili  /*,  ed  JTo  fono  con- 
tenute ne'  refpcttivi  conleguenti  j5  ,  c  B-^.H^  e  fi,  avrà 

5=s  jff —  i  ed  Jiir^^nSS — *  «onde  concependo  qua^ 

lunque  aliqwaa  jpmile  ^,  ed  xo  delle  refpettive  aliquote  JT,  ed  Hi^  * 
e  nominando  /la  quantità  di  volte,  che  te  due  prime  fono 
contenute  refpettivamente  nelle  due  ultime ,  làrà  T^foj  ed 

Tozzficoy  e  foftituendo  ne'  fopraddetti  valori  di  -  ,  e  di  — 1— 
in  vece  di      ,  e  di  JTo  quefte  loro   efpreflìoni  ,  fi  avrà 

»  «•  ié«=^^«-.  vale  a  dire 
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Si  confiderì  in  fine,  che     ed  xo  fono  aliquote  fimili  de'refpetti- 
vi  confeguenti  B  ,  cioè  Nf[x]y  e  B-^-H,  cioè  Nf[xo]^  e  che  pel 
coroU.  III.  tra  le  infinite  aliquote  d'iBy  che  rapprelenta  la  x,  ve  ne 

SI  di  queile>  che  fono  minori  d>  i/; -adunque  ^cioè 

contiene  più  volte  qualche  aliquota  del  Tuo  confeguente  che 

^^-gjTcioè^^^-^  j  non  contiene  V  aliquou  JimiU  del  Tuo 


/ConTeguente  B-j-H  j  e  quindi  per  la  definizione  XIV.  ^  è 
maggiore  di  3;^.  • 
ti  che  dovea  dimoftraHi. 

La  feconda  parte  di  qucfto  corollario,  che  —  fia  miilore  di 

O  f 

^  ^  fi  può  dimoftrare  con  ùn  raziocinio  fimiliflìmo  a  quella^ 

con  cui  ti  è  provata  la  prima,  aflumendo  1*  per  rapprefentare 
ie  aliquote  di  B.-^H  grandezza  minore ,  ed  per  denotare 
le  aliquote  Jimili  di  B  grandezza  maggiore,  ec«  Ma  per  non 
replicarlo  ^  batta  riflettere,  che  liccome  il  con(eguente  À  è  mi- 
nore del  conleguente  Bh-H,  così  il  conleguente  B-^H*è 
minore  ddi  conlèguent^  By  adunque  'per  la  mmoftfazionc  del* 

.  la  I.  parte  ^  è  minore  di  . 

Il  prefente  corollario  può  enunciarfi  in  quefto  modo: 
Se  la  grandezza  G  è  maggiore  della  grandezza       una  me- 
dcfima  grandezza  A  k  maggior  proporzione  vcrlo  la  F  minore, 
ed  U  minor  proporzione  verlo  la  G  maggipre. 

In  quello  corollario  fi  comprende  '  la  leconda  parte  della 
propofizione  Vili,  del  V.  libro  d'  Euclide. 

Corollario.  XX* 

*  • 

Dai  corollari  XVII.,  XVIII.,  e  XDC  fi  raccoglie,  che 

I.  Se  fi  aumena  i* -aatecedenfee  ^  o.fi  4imÌAttirce  il  confe- 
fuente,  la  proporzione  crefce: 

II.  E  le  li  diminuifce  1*  antececkate)  ovvero  fi  aumenta  jl 
confeguente,  la  proporzione  decrelce: 

C  2  III.  Se 
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III.  Se  poi  fi  aumenta  T  antecedente  ,  c  nel  tempo  fteffo 
fi  diminiiifce  il  confegiiente,  vieppiù  crelce  la  proporzione: 

IV.  E  fe  fi  diminuilcc  V  antecedente,  e  nel  medcfimo  tem- 
po fi  aumenta  il  confeguente).  vieppiii  decrefcc  la  proporzione. 

COROLLAHIO  XXL 

E  le  du^  proporzioni     >  3  fono  eguali ,  e  il  confeguente 

deir  una  è  uguale  al  confeguente  dell'  altra ,  anche  gli  ante- 
cedenti faranno  eguali:  é  fe  gli  antecedenti  fono  eguali >  vi. 
iark  eguaglianza  anche  ne'  confeguenti . 

Imperocché  nella  prima  ipotefi  di  B  eguale  a  £),  fe  la  C 
♦  non  foffe  eguale  alla  Ay  farebbe  maggiore,  o  minore  di  cfla 
d'  una  differenza  ,  che  fi  chiami  H,  e  loftituendo  B  in  vece 
di  D  fua  eguale ,  ed  A:±H  in.  luogo  della  fua  pretefa  eguale 

C,  fi  avrebbe  ^s^l=iì;  inà  pel  corollario  ^YIL  ^  è 

minore,  ovvero  maggiore  di  — ^ — ;  adunque  due  proporzioni 

farebbero  eguali  infieme,  e  difuguali  tra  loro,  il  che  non  può 
cffere  pel  corollario  XV.  ;  adunque  la  C  non  è  maggiore  , 
nè  minore  della        e  confeguentemente  è  ad  elTa  eguale. 

Nella  feconda  iporefi  di  A  eguale  a  C,  chiamando  parimen- 
te H  la  difterenza  tra  i  copfcgucnti  B  ,  c  D  y  quando  11  vo- 
lelfero  fupporre  difuguaU,  e  furrogando  B  zt  H  in  cambio  del- 
la fua  pretefa  eguale  D,  come  pure  ponendo  A  in  vece  del- 
la fua  eguale  C>  avrebbefi -^ssj^^;  ma  pel  corollario  XIX., 

•  y  è  maggiore)  ovvero  minore  di         ;  adunque  due  pro- 
porzioni farebbero  di  bel  nuovo  eguali  infieme  ,  e  difuguali  " 
tra  loro  ,  e  non  potendo  ciò  eiferc  pel  corollario  XV. ,  dee 
conchiuderfi ,  che  5  non  e  minore,  nè  maggiore  di  Z^,  e  che 
per  confeguenza  gli  è  eguale. 

Qiiefto  corollario  comprende  ambedue  le  parti  della  propo- 
fizione  IX.  del  V.  libro  d*  Euclide-,  mentre  gli  antecedenti, 
e  i  confeguenti ,  che  fono  i  medefimi  »  fi  confidcraoo  come 
grandezze  eguali. 

Assio- 
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Assioma  IV. 

Un  tutto,  moltiplicato  per  qualfi voglia  numero,"  è  uguale 
a  tutte  le  parti  del  medeiimo  tuttQ  moltiplicate  ad  Uffa  ad- 
una per  lo  Ueflb  numero. 

'Scolio. 

V.  G.  3  (A-hB-\-C)  è  uguale  a  3  ^-t- 3 B-f  3 C  ,  e  fc 
L  rappreienta  qualunque  numero,  L  ( -4'-4-£h-C CC.) 
è  uguale  ad  LA'+LB'^LC^LDy  ec. 

La  propofizione  I.  dei  V.  libro  d'  Euclide  fi  riduce  al  pre- 
fcnte  aflioma.     '  •    "  .  . 

Corollario  XXII. 

QUàlunque  cfpreflìone  lirrerale  ,  ove  entrino  grandezze  af- 
fette col  legno  H-,  venendo  moltiplicata  per  qualfi  voglia  nu- 
mera >  è  uguale  a  tutte  le  grandezze ,  che  entrano  in  detta 
efpreflìoiie,  moltiplicate  ad  una  ad  una  per  lo  ftelfo  numero. 
V.  Q.  lc  iw,  e  «  dinotano  qualunque  numero  m 

.ftiù)  è  uguale  ad  nt/^m/o^m/ooy  e  n     ^^0-^/00)  è 
guale  ad  nj^^n/O'^fffoó. 

lonjperocchè  of»ni  efpreffione  litterale,  ove  enitrino  grandez» 

*ze  affette  col  legno  -4-,  dee  confiderarfi  come  un  tutto  »  le 
di  ^ui  parti  fieno  le  'medefinie  grandezze.  - 

Corollario  XXIII. 

Se  JC  ,  e  L  efprimonó  qualfi  voglia  numero,  ed  £  qualun- 
que grandezza;  10  dico  che  KE  moltiplicato  per  L  c  uguale 
ad  LE  moltiplicato  iptr  Ky  cioè  L  i  KE  ]zl  K  ILE}.  • 

Imperocché  KE  é  un  tutto,  e  tutte  le  fue  parti  fono  E, 
Ey  E^  E^  ec.  cioè  tante  E  quante  Unit^  contiene  il  nume- 
ro K;  fi  a  per  tanto  iCf  ~ £ -4- £h- ec,  vale  a  di-  ' 
re  KE  è  uguale  alla  E  prcfa  tante  volte,  quante  unit^  con- 
tiene il  numero  K  ;  adunque  per  1'  affioma  IV.  KE  molti- 
plicato per  L,  cioè  LiKE']é  uguale  ad  LE^+LE-^LE 
T¥LEy  ec.  vale  a  dire  ad  jLEprefo  tante  volte,  quante  uniti 

-  ^  '  '  con- 
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contiene  il  numero  e  confegucntdmente  per  la  definizione 
II. ,  Li  KE  ]  è  uguale  ad  LE  moltiplicato  per  K ,  cioè  L 
lKE']=z  KILE],  •         .  • 

  % 

Corollario  XXIV. 

Sia  qualunque  numero  di  proporzioni  eguali,  v.  g.  j,  ^,  ^ , 

ec.  io  dico,  che  la  Ibmma  degli  antecedenti  tutti  fta  alla  fom- 
ma  di  tutti  i  conleguenti ,  come  1'  antecedente  di  una  delle 
Suddette  proporzioni  fta  al  fuo  confcguente. 

Imperocché  rapprcfcntando  le  fuddette' proporzioni  refpettf- 

vamente  cosV.  'V*'^  TlT »  ^^^'^ì  ec.  la  fomma  di  tut- 

njt      '        mJfQ  9|W  ...... 

ti  gii  antecedenti  fat^  H-  r  -4-  wyo  -4>  tv  m/oo  ^roo  ^  c  ioè 
[m/^myo^fny»  y  ^r^-^ro'^rooy  ec.  ]  ma  per  1' aflìo- 
■la  IV/ w  (^H-j'o-^-jW)  ec.)  è  uguale  ad  n^'-i^nijfO'^myny 
ce;  adunque  la  fomma  di  tutti  gli  antecedenti  potrk  elprt- 
ffierG  in  qucftaguifa:  m{y '^■yo-^-yooy  ec.) -4-r-+roH-rM,  ec. 

La  lemma  poi  di  tutti  i  conleguenti  lar^  «/-f-w/o— f-»/oo, 
ce  cioè  in  virtà  del  citato  aflioma  IV.,  «  (j^-j. j^o-fj'oo,  ec.) 

e  perciò  la  {nx>porzione  fi  denoteÀ  ncU'  infra? 

fcritto  modo:  „  - 


ma  queft'  ultima  proporzione  (i)  è  uguale  a  ciafcuna  delle  pro- 
porzbni  ^y'I^^^Zi::^^.  ^  poiché  ( jrH./»H->>», 

ec.  )  rapprelenta  qualunque  aliquota  del  confeguente  della  pro- 
porzione (j)  ed  rH-r0-fr(M>,  ec  denota  il  refto  (  nullo  ^  o  reg* 
le)  che  apparsene  fdl' ^tecedente  della  medeiuna  proporzione 
(a),  ficcome  |e^,  ^oo>  ec.  rapprefentano  le  aliquote  fimi- 
li  de* rifpettivi  conlejguenti  Bf  Py  ec  e. le  r,  tv,  roo>  ec, 
denotano  i  redi  cofrifpondenti  f nulli,  o  reali)  che  apparten- 
gono ai  riTpetttvi  antecedenti  jÌj  Cy       ec  adunque  per  le 

definizioni  X. ,  e  XL  la  proporzione  g^^^^^  ^  uguale* 
cìaTcuna  delle  proporzioni  71      1*  »  ec. 

Que- 
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DeU-B  Proporzioni  Geometriche, 
Quefto  coroiUrio  contiene  la  propolizione  XIL  del  V.  libr* 
Euclide  • 

•    Corollario  XXV, 

Le  lettere  gy  e  ^  denotino  qualunque  numero  {h  puòfigni- 
ficaic  anche  1*  unit^  )  ed  c  B  rapprefentino  qualiUia  gran* 
dezza;  io  dtcO}  che  fuisifte  quella  proporzionali^* 

Imperocché  defignando  ^  per  e  B  ^cr  ny  in  cóih 

fiadrmii^  della  definizione  Vili.,  e  ponendo  in  luogo  di  jf^  e 
di  .B  quelli  loro  valori  nella  proporzionalità  (i)  fi  avià  queft* 
altra  proporzlonalitk  equivalente* 

Attclochè  pel  corollario  XXII.  1'  cfprefTione  g  (  w/H-r)  che 
rapprcfenta  gA  c  uguale  ^  gmy~^-gr^  e  \  eipreisione  b\my'^r'\ 
che  denota  hA  è  uguale  ad  h  my-^-br  ;  ma  pel  corollario 
XXI  1,1.  fi  k  gmyzZLmgyZZ.^  hmyzzmhy ^  gnyzzngy^  ed  hny 
ZZnhy ;  adunque  lurrogando  in  vece  di  grny^  bmy^  gny^  hny  ì 
fuddetti  loro  valori  nella  proporzionalità  (2) ,  eflTa,  e  per  confe-; 
suenza  la  proporzionalità  (i) ,  che  gli  equivale)  diverrà  1'  in-* 
xrafcritta: 

(3)  ~  =— : —  •  * 

Che  per  le  definizioni  X. ,  e  XI.  mani  fedamente  fuflille  ^ 
mentre  a;)' rapprelenta  qualunque  aliquota  del  primo  confeguen- 
te  hy  ^  \  aliquota  fimile  del  lecondo  confeguente,  e  ^r,  ed 
i  relpetrivi  rcfti  ,  in  ordine  a'  quali  fi  rifletta  ,  che  efTendo  r 
minore  di  y ,  farà  per  1'  aihoma  II*  minore  di  ^ ,  ^  br 
minore  di  /^y.        '  ' 

Adunque  cflcndofi  provata  fiifllflente  la  proporzionalitk  (3) 
fufsiile  anche  la  proporzionalità  (i),  che  gli  equivale*  , 

CoRo;,LARio  XI^VI.  dedotto  dal  XXV* 

ALlorchè  b  denota  X  unità,  la  proporzionaUtà  (2)  del  pre- 
cedente corollario  diviene  ^^^^^j^s^l^^  ^  1^  proporziodali- 
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tk  (i)  del  medefimo  diventa  ^^=^  >  che  ìa  vlrth  di  eflb  cck 
•  ròllario  XXV.  dee  fuisiftere. 

Quefto  corollario  contiene  la  propofizione  XV»  del  V,  libro 
d*  Euclide* 

Altra  d'tmoJìraT^ìone  di  quefto  corollario» 

RApprefenti  gA  T  aggregato  degli  antecedenti  A'+A^Ay 
'  ^  e      r  aggregato  de'  coi^feguenti  jBh-Bh-jB,  ec.  di  tante 

w         A.     A.  A 

proporzioni  ^>  ~,  -  ,  ec.  tra  loro  eguali,  quante  uniÀ  con* 
tiene  il  numero  g  ;  adunque  pel  corpliario  XXIV.  -^^^  • 

A  s  s  I  o  M  A  V, 

PoiTono  tbglierfi  dalle  e^refsioni  litterali  quelle  grandezze, 
che  vi  fono  prima  pofte  ,  e  poi  fottratte ,  ovvero  prima  fot- 
tratte,  e  poi  pofte  ,  fenza  che  fi  muti  il  valore  delle  medefi- 
me  efprefsioni  litterali  :  v.  g.  lenza  cangiar  il  valore  dell'  e- 
fprefsione  C — D-f-^-t-D,  le  ne  può  togliere —oZ)-|-Z>,  «  ri- 
durla a  quella  Q^B, 

E  dall'  efprefsione  ^-f-5-+C-f  £)h-£  — 5— C  — D  — E 
—  F  pofTono  toglierfi  B~¥C^D-\-E  —  B-rzQ-rrì^ — >  e 
ridurla  a  qucfbi  A—^F^  che  gli  equivale. 

Ciò  è  manifjgrfto,  poiché  una  grandezza  prima  polla,  e  poi 
fottratta^  oyvfèro  pnma  fottratta,  e  poi  poita,  equivale  azero. 

Corollario  XXVIL 

R  Apprefentinò  P,  e  ^  due  grandezze  omogenee,  e  m  qua- 
lunque numero,  io  dico,  che  m  (       J^)  zzwP— m^. 

Imperocché  fupponendoP— j^zzC,  laA  P— jg-i-j^zzC 
•i-j^,  cioè  per  l'alsioìna  V.  P:^C-f>j^,  e  quindi  mP^M 
(  C^^.)  ma  pel  corollario  XXIL  m(C^^)  c  uguale  ad 
ntC-^m^;  acfunque  f»P=mC-4-ffij^,  e  (conleguentemente 
mP^jw^^smC-^mj^-^inj^,  cioè  pel  citato  aflioma  V., 
mP'^mj^zzmC  y  vàie  a  dire  mCz^tkP^m^^  e  ponendo 
in  luogo  di  C  il  fuo  valore  P-— jg^'  ùA  finalmente  m  (P^jg) 
SaiP— -mjg^.  Sgo- 


» 


Scolio. 

La  propofizioM  V.  éd  V.  libi»  d*  Endidc  €  riduce  al 
NUano  pfdcnte» 

CoaoLLARio  XXVIII. 

Sleno  due  proporziàni  egudi  j,  J-,  e  C  fia  minore  di 

come  D  di  B;  io  dico ,  die  i  i^uale  a  ciaicuna  deUe 
due  pioporzioni  fuddetce. 

Impéiocdiè  defìgnando  j  con  queft'  efpiei&one  9  e 

£  con  queft^  altra  ^^^—^  >  iaià  wf— C  eguale  ad  m/H-r— 

^^^^ 

fiif0«»f«,  ad  Uff  ~ii;fv-f*r«M|«,  ovvero  ad  jw  /9]H-r 
,  perchè  m        /o]  è  uguale  ad  my^myo  in  virtù  del 
corollario  XXVIII.,  lar^  eziandio  B^D  eguale  ad  nf^n/oif 
cioè  per  b  fteflb  corollario  XXVULy  ad  «[z*-»/»]»  dunque 
potÀ  defignaifi  CQ$^; 

Ma  quella  proporxione  [i]  è  uguale  a  ciafcuna  delle  due 

proporzioni  ^•^y'^  •'"^„'^^i  «ncnwc  [^1—^0  ]'efprime  qualfi* 

voglia  aliquota  del  conleguente  delia  proporzione  [i],  confor- 
me ed  fo  eiprimoao  le  aliquote  fimili  de'  refpettivi  confe. 
guenti  By  c  D;  ed  r^r»  rapprefenu  il  refb  [  nullo,  o  reale  ] 
che  appartiene  air  antecedente  della  fteflà  proporzione  [i]  con- 
ferme r,  ed  fv  rappreièntano  i  re(H  cornipondenti  [  nulli ,  o 
reali]  che  appancngono  ai  refpettivi  •antécederiti' eG/  a» 

dunque  in  virtù  delle  definizioni  X.,  e  XI.,  ^^^=5^=2*, 

Quello  corollario  contiene  la  propofi^ne  XIX*  del  V*. libro 
d*  Euclide* 

AfSIOMA  VL 

Pofte  le  due  grandezze  omogenee  Jt^  e  B  tali)  che  la  A 

D  non 
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non  pofla  crefcere,  fenza  divenir  maggiore  della  B,  e  non  pol^ 
fa  diminuire  fenza  divenir  minore  della  medeCma  la  ^ 
è  uguale  alla  B .  Quefta  afTerzióiie  è  chiara  a'  dhi  attenta^ 
mente  la  confiderà  »  tutuvia  chi  ne  vole0c  la  {vm  potik  te* 

maria  cosi.   '    •  ... 

L  Primieramente  A  non  è  minore  di  B,  mentre  fe  folle 
minore  potrebbe  A  crefcere  in  modo  ,  che.  diveniiTe.  e^uJe  a 
il  che  è  contro  ripote(i>  la.  quale  efigei  che  ^'non  po^ 
ia  crclcere  fenza  divenir  maggiore  di  B , 

II.  Secondariamente  la  ftcfia  non  è  maggiore  di  B,  poi. 
che  fe  foflfc  maggiore,  potrebbe  diminuire  in  maniera,  che 
divenifTe  eguale  a  B,  il  che  parimente  repugna  all' ipotefi  ,  la 
quale  richiede,  che  non  polla  diminuire  lenea  divenire  nji- 
nore  di  JB;  adunque      non  è  maggiore  di  J3 . 

Si  è  provato  nel  primo  punto,  che  A  non  è  minore  di  B'y 
e  nei  fecondo,  che  A  non  è  maggiore  della  ilella  Bj  adun- 
que h  A  è  uguale  alla  B.  ■ 

•    *  •  • 

AVVBRTIIIBNTO. 

Ne'  due  fcguenti  affiorai  VII.,  ed  Vili.  aUorchè  fi  dirk:  la 
totitettenq^y  ce.  che  appartiene  ad  un  antecedente  in  ordine  a 
qualjivagfia  aliquota  del  coofeguente,  non  s'intenderà  (empii- 
ccmcpic  ia.iflk».a«MHMm  ^  che  appartiene  al  0€defimo  aiip 
tecedente  in  ofdtne  a  qualfivogUa  aliquota  del  fno  conf^uen» 
fa  9  ma  qacft'ifteflk  t^Bungm^  con  di  pià  il  reftO)  che.  può 
Melare  la  medcfima  aliquota,  fotiuafta  quante  volte  è  pombi- 
k  dall*  aacfcedentc  fuddetto;  dunodochè*  quando  tal  refto  è 
JUttUO)  con  r4rfpfefli«ie  ec.  ^  Intende»  la  fola  con- 

tenenza, che  affaitiene*  ali*  antecedente  in  ordine  alla  ftefla  a» 
liqaota ,  ma  quando  tal  refto  è  reale,  1*  eipreffione  comenenv^^ 
ec.  denoteiìi  U  tonttneits^  foprammentovata  col  piU  il  detto 
refto.  Senriik  que^  awcfcimeiìto  per  efponre  t  due  a^mi, 
che  fiegoono,  con  maggior  bievlÀ,  e  chiarezza. 
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DiiLi  P«»r ARSIRVI  P^OKBwien*  ^ 

•  •  AS&IOMA  VII, 

Se  mui  proponuone  |*  è  iomatu  da  mi'  thi»  j ,  che  aS* 

bùi  lo  fteflb  confegnentc  t  U  differenza  di  ^uefte  due  propor- 
zioni è  U  medefinu  cofa  eoa  la  proporzione»  che  Tantece- 
.àtiite'  jt  mw*lm  dell*  antecedente  'C  \  verfò  il  comune  con- 

fcguente  B;  cioè  -""^  è  lo  ftcflb  che  -^^-y^  • 

Non  potrìi  dubitai^  di  fueft*  aflènionc  chi  rifletteià  »  che 
j'^l  fignifica  la  tminem^ ,  ec.  che  appartiene  all'  antece- 
dente A  in  ordine  a  fttMlJi'voglia  aliquota  del  confeguente  By 
dimintiita  (tal  contenenza)  della  conffncmni^  ec  che  appar- 
tiene air  antecedente  C  in  ordine  alla  ftefla  aliquota  di  e 

ijuello  appunto  chiaramente  figniiica  T  lefpreisione  -"J^;  egli 
h  adunque  manifeft),  che  è  Ip  MSoy:^ht 

Sleno  Dy  e  B  due  grandezze  omogenee^  e  fia  P  eguale  ad 
Ji^O'f  io  dico^  che  la  proporzione*^  è  uguale  alla  difiere/i- 

Itt  deUe  d«c  propooMMii  -,  j;        T  •      7  • 

Imperocché  eflendo  C  la  proporzione,  phe  la  D 

k  verlo  B  è  yifibilraente  eguale  alla  proporzione,  che  la  gran- 
dezza 4-  pmUéUa  delk. grandezza  Q^)^  verfo  ^>  cioè  jè 

guale  ad  ma  per  F  aftioma  VII.,  ij£  è  |ò ifeflo^  che 

j^-^i  ;  adua^ue  I  è  Bguale  ad  . 

...  Assioma  VIIL  ^ 
L' Aggregato  di  due  o  più  propoi^HÌ)  che  amio  Jo  fteflb  con- 
feguente ,  V.  g.  j^^^jy  ce.  è  la  medefima  cofa  con'  fa  pro- 
porzione» che  ^  i' aggregato  degli  antecedenti  ^-i*C -4- Z),  ec 

D  2  .  vcr- 
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«i  ^  Tm  •  US  ir  B'K  A  L  E 

vcrfo  il  comtm  oonfegneiite  B;  cioè  j  s      >  ec«  i  b 

Hcflb»  che  ^'^^^^'9  ce 

Queft' aflcrzionc  è  chiara  a  chi  confiderà,  che  ^'^•^"^■f  i 

ec.  fignifica  la  contenen'j^ ^  te.  che  appartiene  all'antecedente 
A  in  ordine  a  quaìJivogUa  aliquota  del  conleguente  J3,  /yrcrr- 
yì-iW/i  della  contencn-s^a  ,  ec.  che  appartiene  all'  antecedente  C 
in  ordine  alla  ftefTa  aliquota  di  J3,  accrefciuta  ancora  della  co»- 
tenev-zn^  ec.  che  appartiene  all'  antecedente  £>  in  ordine  alla 
medcTima  aliquota  di  B,  e  cosi  in  qualunque  numero  di  pro- 
porzioni, e  quello  appunto  chiaramente  fignifica  1*  elprelsionc 

•^"^j*^^,  ce  egli  è  pertanto  evidente i  che  y  "j  y  i  ce. 
è  lo  fteflb»  che  ec 

Corollario  XXX» 

I  Mmaginando  divifo  1'  antecedente  d*  una  proporzione  in  piii 
parti  eguali  ,  o  difuguali  ,  io  dico  ,  che  la  proporzione  dell* 
antecedente  intiero  al  confeguentc  è  una  medefima  cofa  con 
r  aggregato  di  tutte  le  proporzioni  [  minori  di  cffa  pel  corol- 
lario XVJX.]~cJUe  k  pMti  dello  ftellb  antecedente  anAo  veiib 
il  confeguente  •    Sia  per  cagion  d'  efempio  la  proporzione 

^  )  e  r  antecedente  S  %  immagini  divifo  ad  arbitrio  nelle  par- 

ti      Cy  Dj  ec«  io  dico»  che  là  proporzione  ^  è  una  me^ 

defima  cofa  con  T  aggregato  f"*"^**^^  »  ec. 

~  Inpeiocchi  ciTendo  5;  lo  fteflb,  che  ^-fC-fP,  ec  egli 

è  vifibile,  the  L  è  lo  fteifo,  che  i=t|:±£,  éc  mà.per  r 

affioma  YIU.  j^^^jf  ec.  è  lo  fteflb,  che  •^^=t=^,  ce 
adunque  la  proporzione  y  è  la  medefima  cola  con  V  aggrey 

Sco- 
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Scoli  o.  " 

N  On.  è  difficile  a  concepire,  che  aggiungendo  infieme  quel- 
le camtemms^  minori  coi  loro  refti  corrifpondenti  ,  le  quali 
competono  a  ciafcuna  delle  parti  ^ ,  C ,  D ,  ec.  dell'  antece> 
dente  S  rifpetto  alle  aliquote  del  comun  confeguente  B ,  nt 
rilulti  un  aggregato  di  contenente  minori^  e  di  refti  corrifpon? 
denti,  che  è  uguale  alla  ctntenenxa  totale  congiunta  al  fuo  rr- 
flo  corrifpondente,  la  quale  appartiene  all'intiero  antecedente 
S  hi  petto  alle  medefime  aliquote  dei  confeguente  B;  di  modo 

che  la  proporzione  rneiU  j  non  è  punto  diverià  dall*  aggrist 

A    C  D 

gato  delle  proporzioni  parziali  j9  ^)  5*  i  ce 

Corollario  XXXL 

Le  proporzioni  minori  ^,  ilali*  aggregato  delle 

s 

quali  è  cofUtuita  la  proporzione  maggiore  j>  fono  le  partì 

di  efla;  onde  rapprefentando  l'efpreffione  generale  ^  qualun> 

que  proporzione,  ne  fiegue,  che  qualunque  proporzione  è  di- 
vifibile  in  parti,  anzi  in  qualfi voglia  numero  di  parti,  perchè 
r  antecedente  S  è  dìvifibile  in  qualfimlia  numero  di  parti 
C,  Z>,  ec.  aJle  quali  corrìfpondono  lefpcttivameate  k  prppoiw 

zioni  minori  j>  y>  y  >  ec. 

Corollario  ÌCXItit. 

S  £  Tono  era  loro  eguali  tutte  le  parti  C,  »  ec.  nelle 
quali  s*  immagina  divilo  T  antecedente  S ,  è  chiaro  pel  coroU 
lario  Vili.,  che  iiuranno  tra  loro  eguali  tutte  le  proporzioni 

i*»  J>  'b'*  ^  ^  ^  iorollario  pfecedtntè  ibno 
{arti  della  proporzione  y;  adunque  perla  definizione  IV.^  eia* 
(cuna  delle  propondoni  j)  ^*  ^  aliquota  della  propor% 


|0  .  ^  T-a  •.il  f  ^>  Ò  •  »  s  R  A  i  B 

zionc  -  ;  anzi  per  la  deifiizione  ciafcuna  delle  dette  pro- 
porzioni è  aliquota  JimsU  di  jy  come  ciaicuna  dcil4parti\4 
G»  />)  ec  là  è  di  f  • 

.     Corollario  XXXIII. 

E"   •  '     '  .  •  .  .        . , 

Quindi  fiegiici  che  ràpprefentaodo  con  k  letttra  p  qùal> 
fivoglia  numéró,  e  con  j*"  qualunque  pi'oporziòne,  la'medeC* 

ma  proporzione  j  è  aliquota  della  proporzione  ^  ;  anzi  è  a* 

liquota  Jìmile  ài  ^  y  come  fi  h  è  di  ùa,    ,  '  ' 

Imperocché  T  antecedènte  fa  della  proporzione  ^  può  co»; 

cepirfi  divifo  in  tante  parti  tra  loro  eguali  >  quante  unid  con-- 
tiene  il  numero  f. 

■      .    -  AvVBRTtllBNtO« 

V  Enendo  occafione  di  citare  nel  profeguimento^  di  qucftp 
trattato  qualcuno  dei  XXXIII.  corollarj  regillrati  di  fopray 
quefti  li  chiameranno  fofollarj  fW  frincifj,  '  • 

M .      .  •  -.fi  -r-  '  i'     r    '        .        ■     ;•        -  •       '  > 
I  fi  conceda  y  che  data  qualunque  proporzione  f-  ?  e  un' 

altra  grandezza  P  di  qualfivoglia  Ipecie,  poflfano  afTumerfi  due  al- 
tre grandezze  S*,  /ed  X  omogenee  allattali,  che  ciaicuna  delle 

due  proporzioni  j^fà  j^  eguale  alla  daù  proporzione  j  • 

Non  invojve  alciina  repugnanza  il  concepire  una  grande» 
za  S  tale  t  che  ^utte  le  alicjuote  fimiU  di      e*  di  f  fièno- 

fualmenn  ^MMfiM/»,  é  con  la  continua  com^^jiif/y^j 'di  refti 
nulli,  o  leali  ]  9»^  jrefpettivi  antecedenti  jt^  'p  P*  ■ 
£  nemmeno  repugna  il  concetto  di  una  grandezza  X  tale* 
che  tntte  le  aliq[UQte  ^mi/i  di  e  di  P  fieno  contenute  eguàU 
mente y  e  con  la  continua  còrrifpondenza  di  refti  [nulli,  o  rea^ 
11]  degli  antecedenti  «efpettivi  ed  X;. onde. il  peftulaof 
non  piw  lagionevohnente  rìfintarfi.'  ^  . 

•  Teo- 
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DfiU  fR«»DKzroiii  CioaimtxèRB.  || 

Teorema  I.  • 

Sb  nelle  due  feguenti  prop9rzionalitk^..jB/.*C.D,  ed  a,h::e.d. 
tre  temini  della  prima  lono  eguali  a  tre  termini  della  fecoK» 
da  pfcfi  .tiA  fif^efimp  wdine ,  anche  l' altio  termine  della  pril 
ma  proporsiQoaùit^.  è  .uguale  ali'  altro  termine  twrìfpmktiH 
della  .(ìscondAi 

Non  è  punto  neceffario,  che  i  due  ultimi  termini  delle  fud« 
dette  proporzionalità  lieno  omogenei  ai  due  primis 

PlM-OSTRAZIONl.  * 

ALlorchè  la  -<!f,  o  la  B  dee  provarfi  eguale  alla  fua  còrri- 
fpondente  ovvero  fi  a  per  la  fuppofizione  Czzc^  e  Dzzd; 
onde  pel  corollario  Vili,  de' principj,  fi  k  C,D::c*d\  ma  per 
.  r  ipotefi  A *B::C »D  y  ed  a.b::c.d  ;  adunque  pel  corollario 
XII.  de*  principj  A.B::a.b^  e  pel  corollario  XXI.  de' princi- 
pj, fe  Azna^  fark  Bzz.b,  e  fe  Bzzby  fark  Azza» 

Quando  poi  dovrk  dimollrarfi  1*  eguaglianza  della  C,  o  del- 
la D  con  la  fua  corrifpondente  c ,  ovvero  d ,  iark  per  1*  ipo> 
tefi^=^9  0  ^  modo  che  in  virtù  del  corollario 

VIIL  de' principj  fi  avrà  ma  per  la  fuppofizione,  « 

trafpùàemh  C.D::JÌ»By  come  pure  Cfd::M,k;  adunque  pel  co^  ' 
roUarìo  Xn.  de*  principj  C.D.vr./^,  e  pel  corollario  XX£.  de? 
jAÌncip),  fe  C=r,  òADsdy  9kP:=:dy  fàxkCzzc;  il  che 
i^vea  dimoftrariì* 

Tborsma  il 

La  proporzione  è  una  fpecie  di  grjindezza: 
£  qualfivoglia  proporzione  j  è  una.  grandezza  oaiogenea^n 

qualfi voglia  altra  proporzione  ^,  quantunque  i  termini  dell* 
una  non  fieno  omogenei  ai  termini  dell*  altra* 

'DimoJfraT^ione  dcìU  prmts  pénrfe^ 

Pei  corollario  XVII.  de* principj,  ed  anche  pe*corollarj  XVIII., 
e  .^X«  de*  principj I  la  proporzione  è  capace  d'  aumento,  e  di 

 dimi- 
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diminuzione;  adunque  per  la  definizione  I.,  la  proporziaiie  è  _ 
fpecic  di  ^andezza.  Il  che  dovea  dimoitram  in  primo  lito^ 

^na  dimoftraT^ìone  Ideila  prima  f^rte, 

PE*corollarj  XXVIXI.,  c  XXIX.de*principjj,  li  proporzione  è  di* 
vifibile  in  parti  ;  adunque  pel  coroll.I.de'prÌncip)  ia  proporzione  è 
una  fpecie  di  grandezza^  li  che  dovea  primieramente  dunoftradL 

'  Dìmojirtn^im  é^lU  feconda 'fm$€  • 

proporzione .  j  in  ordine.  ^Ma  proporzione  o  com- 
pete la  definizione  X.,  o  la.defioi^i^e  XIV*  »  pppure  bidt» 
finizione  XV,  '     *  '      .  . 

Nel  priifiò  caio  ambedue  le  proporzioni  fnddette  Ibn»  e* 

A  •  C 

guali  ;  nel  fecondo  cafo  j  è  minore  di  ,  e  nel  terzo  cafo 
^  è  maggiore  di  cioè.. pel  i»)rollario  :^V*  de'pdncipj  ^  ^ 
mmore  di  y  ' .  • 

A  C 

Allorché  ^.è  minore  di  ^,  fi  mokiplichi  pd  numero 

P  antecedente  ^  di  j*;  egli  è  chiaro,  che  il  numero  L  può 

cflere  così  grande  9  che  la  proporzione  di       verCo  B  fuperl 

proporzione  di  C  verfo  poiché  pel  corollario  XX.  de*jprin- 
cipj,  le  falvo  il  conlegiiente  di  una  proporzione,  crefce  il  iuo 
antecedente,  crefce  anche  la  medefima  proporzione. 

Quando  poi  ^  è  minore  di      ii  moltiplichi  X  antecedei 

te  C  pel  numero  JC,  e'  fi  proveÀ  fimilmente,  che  il  numem 

K  cflcr  può  cosi  grande,  che       fia  maggiore  di       ma  pel 

foroUario  XXXIU*  de* principi,  7>  ^  1*  ^ono  aliquote  refpettiP 

vamcnte  di  -y-,  e  di  —,  conforme  A  è  aliquou  di  LAy  e  C  di 
KC;  adunque  ficcome  Xu^,  e  KC  Umo  reattivamente  lo  fleflò, 
ehe  ^molcipUcato  per  Z.»  e  C  moltiplicato  per  JC,  così      e  ^ 
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I>ius  VftOfo&sfOifi  Giomr&teKS, 

fono  refpetdvaiiicnie  la  medcfiinacola,  che  j  moltiplicata  per 

'Lj  e  ^  moltiplicata  per      e  ciò  in  virtà  della  definizione  II.; 

poiché  ficcome  Jt  fi  prende  per  concepire  LA^  c  C  fi  prende 
per  concepire  KC  tante  volte,  quanta  unitli  contengono  i  re- 

fpettivi  numeri  Ly  c  Ky  così  i  fi  prende  per  formare 

C  '  KC 

e  -  fi  prende  per  fi>rmare  tante  volte,  quante  nnick  con- 
tengono gì' ifiefti  numeri  refpettivi  JL,  e  K. 

yf  C 

£  quindi  le  proporzioni        —  fono  due  grandezze  ,  o  e* 

^u»U  tra  loro,  ovvero  Tuna  è  minore,  o  maggiore  dell' altra^ 
in  modo  che  la  minore,  moltiplicau  per  qualche  numero,  può 

'fuperar  la  maggiore;  adunque  per  la  definizione  HI.  j^e^ 

fono  due  grandezze  omogenee.  U  ché  dovea  dimoftrarii  in 
fecondo  luogo. 

CpaoL|.ARio  L 

Giacché  la  proporzione  è  una  ipecie  di  grandezza,  poflbno 
Attribuirfi  alla  proporzione  tutte  quelle  proprietà,  che  compe- 
tono alla  grandezza  in  generale» 

Corollario  IL 

Ofte  due  proporzioni  —,  5"  J     ^^^^ >       ^  prima  in 

ordine  alla  feconda  k  proporzione  geometrica . 

Imperocché  dividati  T  antecedente  C  delia  leconda  proporzio- 

ne  ^  ia  qualfivoglia  numeco  n  d' aliquote  jt;  iar^  C^iix,  e 
£s=^  prendati  pel  potiukto  una  parte  deli'  antecedente  jfdi 
^  tale,  che  fia  j  eguale  ad  ^  { il  che  è  Tempre  poisibile, 

pucchè  la  ^  non  fia  maggiore  di  j  )  ;  efprima  m  la  quantità 

ék  vdte,  che  la  !^  è  contenuta  in  ed  .K,  il  retto  (nullo, 
orbale),  che  lafcia  U  ftefià  ^  tolta  da  jf  quante  volte  fi  può, 

£  e  fi 
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54.  TBOHi-à  Cenerai.* 

c  fi  avA  ^=tw^-4-ll,  o4  7=^^^T^^  pcr.r  afiiom* 
Vra-  ^-^2.  è  lo  ftcffo,  che  2^-^  ;  adunque  7=^^^- 

Se  -  fofle  maggiore  di  j  ,  allora  m  fai  ebbe  eguale  a  zero  , 
ed  il  eguale  ad  ^.  Ora  egli  è  vifibilc  ,  che  la  proporzione 
^  .  cioè  T-^T  contiene  tante  volte  la  propòrzìone^/ir^W^  p 
quante  unit^  lono  in  >»  i  é  la  contiene  con  lina  pomone  rea- 
dua  -l»  che  pel  corollario  XVII.  de*  principi  è  minore  di  j;  ma 

-  è  uguale  per  la  coftruzìène  ad  ^ ,  che  per  cagione  del  no- 
mero  arbitrario  »•  e  in  virtù  del  corollario  XXXIII.  de  prin- 
cipj,  rapprefenta  qualfifia  aliquota  della  proporzione^;  adun- 
que  per  la  definizione  Vili.  -  \  proporzione  geometrica  verfo  y  • 
n.  Similmente  confiderando  due  altre  proporzioni  jy  g  ;  ^9 

dico,  che  la  terza  proporzione  -rifpetto  alla  quarta  ^  a  pro- 
porzione geometrica . 

Impeiocchè  fe  fi  divide  1*  antecedente  G  della  quarta  propor- 
zione ^nel  numero  axfaUnno  ^  d'aliquote  fin*  GsiJia», 
«.£-5:^  .  fe.poi  fi.afliime  pel  poftulato  una  parte  deU' 
antecedente  E  della  terza  proporzione  |- in  modo,  cheabbiafi 
^°=j^,  e  fi  defigna  con  ^  la  ^««w^i^ di  volte  ,  che  la  zo  è 
contenuta  in  £ ,  co!  refidno  di  fe  minore ,  che  fi  chiami  6- 
a  Ez=:q7io^Ro,  ed  |s=^];^%  cioè  per  unMmmediatacoii- 

lèguenza  deU'afsioma  Vni-,  ùxk  ,  «  ficcome  y 

è  uguale  per  la  coftruzione  %d  ^,  che  tSij^^rekntSL  qualfivoglia 
aliquota  di  ^  per  cagione  àd  numera  arbitrali©  ji,  e  pd  co» 

rol- 
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Delle  Proporzioni  Geometriche* 
follario  XXXIIL  de'prmcipj»  e  ficcome  in  oltre  ^  il  reilo  -y* 

è  minore  di  y  pel  coròUarlo  XVILdc'principj;  così  per  la  de- 

finizione  -*VIII«  y  k  proponùooe  ^metrica  verfo    .   £*  fa* 

perfiuo  r  avvertire,  che  fe  —  foflè  maggiore  di  in  ul  caip 
f  farebbe  zero ,  ed  Ra  farebbe  eguale  ad  E . 

Corollario  III. 

Polle  quattro  proporzioni  j,  5*)  7^  ^  >  ^       '  ^ 

prima  verlb  la  fècoiida  k  eguale,  oirvero  maggiore,  o  minar 
proporzione,  che  la  terza  verfo  la  quarta* 
I.  Imperocché  in  virtù  del  primo  punto  del  corollario  IL, 

-Sss^,  ed  ^zr-^-i-j' ,  cioè  ponendo  in  luogo  di' jlafua 
In  virtù  poi  del  fecondo  punto  dello  fteflb  corollario  II.  , 

C       nxQ         1    S       fio      Ro        •   \   f  i\-  1  I  •  j. 

•;;=i-rr9  ed  «rsri- Cioè  loltituendo  in.  cambio  di 

kg*  ^       t        xo      F         9Xé  R0 

fua  eguale  —,-=r^-*-'pr. 

Ciò  pofto ,  in  vece  delie  quattro  proporzioni       £\  E 
fi  furroghino  le  loro  quattro  xefpettive  efprelsioni,  che  fiegucf^ 
ir"*Ji        H~'^f'^        e  fi  vedrk,  che  le  il  numero  in. 
determinato  n  è  fempire  eguale  nelle  due  efpreisioni  l 

Ro 

e  ^  è  (empre  eguale  ad  m,  e  fe  il  rello  ^-  corrifponde  fem» 
pre  all'altro  redo  j  nell'eflèr  nullo,  o  reale,  la  proporzione 

di  y  verfo  ^  è  uguale  alla  proporzione  di  y  verfo  ^  >  c 

quello  per  le  definizioni  X. ,  e  XI. 

IL  Si  vedrà  eziandio,  che  fé  q^ahms  delle  proporziom par- 
ziali ^  è  tale  ,  che  la  qtumml  m.  di  volte  correlativa  ad 

E  2        ,  effa 
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•efla  1^  neU' efpre&ioiie  di  ^  [cioè  in  ^-^f]  fiaauggioK^ 

ovvero  minore  della  quantità  q  di  volte  ,  che  gli  corri fponde 
-in  ordine  ad  ^  nell*  efpreiiùone  di  j  ^cioè  in  '^-«-^^  J;  aU 

A  C 

lora  la  proporzione  di  j  verfo  ^  è  maggiore  ,  ovvero  re> 

ipettivaniente  minore  della  proporzione  di  ^  verlb  ~  ;  e  ^ue» 
fio  per  le  definizioni  XIV.,  e  XV, 

Scolio. 

I.  Xutto  quello,  che  fi  è  dedotto  in  molti  de*cocol]arj  de* 
prìncipj  in  ordine  alla  proporzione^  che  anno  tra  di  loro  le 
grandezze  cMfidemte  in  generale^  conviene  ancora  alla  propor- 
zione, che  tra  loro  aver  pofibno  le  propors^m  confiderate  c»- 
me  gjnmdezs^g ,  e  perciò  i  fnddetti  corollari  de'  priAcipj  faran- 
no m  avvenire  immediatamente  applicati  alla  propon^jtnef  che 
anno  tra  loro  le  proporzioni  ctmfiderate  tum  grtmdeìQ^  iènza 
£ire  altra  menzione  del  prefente  fcolio. 

II.  Per  comprendere  la  verità  de'  due  corollarj  precedenti 

II.  ,  e  III.  è  luflBctente  la  loro  illazione  immediata  dal  prefen- 
te teorema,  nientedimeno  ò  voluto  dame  le  dimnfiwaioni  par» 
ticolari ,  per  afluefare  il  lettore  a  ben  confiderare  la  propor* 
zione  come  grande?^. 

Per  ciò,  che  rilguarda  gli  altri  corollarj,  che  feguiranno, 
baderà  dedurli  immediatamente  dal  corollario  I. ,  che  attri- 
builce  alla  proporzione  tutte  quelle  proprietà ,  che  convengo- 
no alla  grandn^  in  generate.  Dallo  fteflTo  corollario  I.  di  que- 
fio  teorema  potrebbero  fpediumente  dedurli  anche  i  coroUarj 
XI.,  e  Xil,  de*principj. 

CoftOLLAfttO  IV. 

S  leno  le  due  proporzioni  ;  9  e  ^  ; 

Io  dico  in  primo  Inogo,  che  fe  qualunque  aliquota  della 
proporzione  j  i  uguale,  oWero  maggiore,  o  minore  delTa^ 

liquo- 
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C  A 

'liquota  Umile  della  proporzione       anche  j  è  uguale,  ovve> 

fo  refpettivamente  maggiore ,  o  minore  di  27  • 

Io  dico  in  fecondo  luogo,  che  fe  la  proporzione  ^  è  ik 

guale,  ovvero  maggiore,  o  minore  della  proporzione  an> 

^che  qualmique  aliquou  delta  proporzione  ^  è  uguale,  ovvero 
refpettivamente  inaggiore,  o  minore  dell'aliquota  fimile della 

proporzione  ^  :  applicando  T  alTioma  II.  alla  prima  parte  y  e 

r  alTioma  IK.  alla  feconda  parte  di  quefto  corollario ,  e  con- 
fiderando,  che  pei  preferite  teorema,  le  proporzioni  iono  gran» 
^^X^  9  renderli  manifelta  la  verità  d'  ambedue  le  parti  di 
queito  medeiimo  corollario. 

■ 

COROLLAHIO  V« 

I.  S  E  di  tre  proporzioni  la  prima  è  maggiore  ,  o  minore 
della  leconda  ,  e  la  feconda  è  maggiore ,  o  relpettivamente 
minore  della  terza,  tanto  più  la  prima  lark  maggiore,  o  r^ 
fpettivamentc  minore  della  terza. 

IL  Ovvero  le  la  prima  delle  proporzioni  j»  maggio» 
re,  o  minore  della  feconda,  e  la  proporzione  ^  è  maggiore, 
o  refpettivamente  minore  della  prima  tanto  piik  la  mede» 
iìma  —  lark  maggiore ,  o  refpettivameate  minore  delli^  i^* 
conda  ^  . 

S  C  O  L  1  O4 

(^Ul  fi  da  luogo  a  provare  il  feguente 

Tboréma*  . 
Pofta  quella  proporzionalità 

Io 
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lo  dico,  che  A  è  uguale  a  J3. 

Dimostrazione. 

Se  la  non  è  uguale  alla  B,  far^  maggiore,  ovvero  mino- 
re di  5,  e  conleguentemente  la  B  lara  minore,  ovvero  refpet- 
tivamente  maggiore  della  A;  adunque  pel  corollario  XVII.  de' 

principj  j  farà  maggiore  ,  ovvero  rerpettivamence  minora  di 
■^j  e  pel  corollario  XIX.  de^principj  j  ùlA  maggiore ,  or- 
vero  lefpectivainence  minore  di  j  ;  e  quindi  per  la  prima 
parte  del  prefente  corollario  V.,  tanto  più  ^  farà  maggiore, 
ovvero  refpettivamente  minore  dì  j ,  il  che  ripugna  all'  ipo- 

tefi  di  j  eguale  a  j  ;  adunque  A  non  può  efler  maggiore ,  nè 

minore  di      e  per  confeguenza  è  uguale  sl  B;  ù  che  doveva 

ilimoftrarlì. 

Nello  icolio  annelTo  al  corollario  IL  del  teorema  LXXVII., 
fi  dar^  un'  altra  dimoilrazione  di  queib  teorema,  che  iark 
poiltiva. 

Coaoi.LAaxo  VI.  .  .  • 

I.  Pofte  tre  proporzioni,  fe  due  di  eflè  fono  eguali  tra  lo- 
ro, e  1'  altra  e  maggiore ,  ovvero  minore  di  una  di  quelle, 
lari  efla  maggiore ,  o  relpettivamente  minore  anche  dell'  ai> 
tra  dell*  eguali. 

•  II.  E  ancora  pofte  tre  proporzioni,  fe  due  di  elTe  fono  tra 
loro  eguali,  e  una  di  quelte  due  è  maggiore,  o  minore  della 
terza,  anche  l'altra  (cioè  dell'eguali)  è  maggiore,  ovvero 
refpettivamente  minore  della  terza. 

La  feconda  parte  di  quello  corollario  comprende  la  propo> 
Azione  XIIL  ilei  V.  libro  d' EucUde. 

Corollario  VII. 

Pofta  la  proporzione  j  maggiore,  ovvero  minoft  della  prò* 

por- 
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porzione  —,  fe  la  proporzione      è  uguale  ad  j ,  c  la  prò? 

porzione  y  è  uguale  a  ^>  fatk  ancora  la  proporzione  ^  ma^ 
giore,  o  reipectivamence  minore  della  proporzione  ^. 

Imperocché  per  la  feconda  parte  del  corollario  VI.  ^  farlk 
maggiore,  o  refpettivamente  minore  di^,  ed  elTendo  ^^-f 
iark  ancora  per  la  prima  parte  del  medefimo  corollario  VI.  ^ 
maggiore,  o  refpettivamente  minore  di  y  • 

Corollario  Vili* 

Pollo  che  fi  abbia  ^=2'>  ^  U  >  ovvero 

minore  di  j  ,  ed  ~  minore^  ovverò  muggiate  di  —  ;  io  dicoj 
che  ^  iark  maggiore,  ovvero  relpettivamente  minore  di  -j-, 

imperocché ,  pel  coroUariQ  VI,  di  quello  teorema  ^  fark 
maggiore,  ovvero  refpettivamente  minore  di  ;  ma  fuppc^ 
nendoit  ^  minore y  ovvero  rerpettivamcnte  maggiore  di  ^,  iiu 

'mfpoMcndo  pel  corollario  XIV.  de'  principi  ^  maggiore,  ov* 
vero  refpettivamente  minore  di  ~;  adunque  pel  corollario  V. 
di  quello  teorema  ^  maggiore  ^  .  ovvero  refpettivameBtc 
mmore  di 

COROLLARItf  IX» 

S  Iccome  in  luogo,  di  una  grandezza  può  fbftituirfi  '  un'  aìtni 
grandezza  eguale,  così  in  luogo  di  una  proporziooe  può  foftU 
tuirii  un'  altra  proporzione  eg^ei  ' 

Gorolp 
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CoHOtLARIO  X* 

Da»  tre  giandczK  B,  C,  le  due  prime  delle  qutU  Ge. 
no  omogenee  tra  loro,  e  la  wr»  U  di  qualunque  Ijpcac;  io 
dict) ,  che     4i  maggiore ,  ovvero  miapre  di  B»  anche  j 

ISu^  maggiore,  o  rerpeuivamcnte  minore  di  ^« 

Imjpcrocchè  pel  corollario  JCVIL  de  principi  j  è  maggiorr, 
avvero  ferpettivameote  minora  di  j^,  ma  pel  corollario  VJL 
4e' principi  y  è 'Uguale  a  g-;  adunque  per  la  prima  parte  del 
corollarip  VI,  di  fuetto  teorema  j  è  maggiore  ,  ovvero  re- 
fpettivamente  lainore  di  ^  » 

Corollario  XL, 
CfAr  SMtUm  H  modo  di  agff ugnare  una  fr^on^tm 

^jouc  da  uni  altra* 

Se  fi  debba  aggiracele  la  proporaiooc  %  aUa  proporzione  ^ 

-ovvero  dee  fottrarfi  da  effa,  prendaO  pel  poftulato  c 
furrogando  in  virtù  del  corollario  IX.  la  prima  di  queRe  due 
proporzioni  in  luogo  della  legenda,  larà  per  T  aflìoma  Vili. 
^  ugnale  ad  in-f,  yale  adi»  ad  e  per  ra&o. 

ma  VU.  làA  eguale  ad  7— j,  cioè  ad  y— 5. 

Oppure  prendafi  pd  poAukco  ^^«y,  e  fi  avrà  per  kftet 
fi:  ragioni        eguale  alla  fomma  ,  e         eguale  alla  dii; 

ferenza  delle  proporzioni  y ,  e  ^* 

•  •  •    ■  "* 

CoaoL* 


Digitized  t 


COHOLLARIO  XXL 

•  •  • 

3lcno  le  due  proporsioni  j)  ^;  io  dico,  che  Te  j  è  ugua- 
le»  ovvero  oiaggioiet  o  minoie  di  anche  iarìi  egu** 
le,  ovvero  rerpettivamente  maggiore,  o  miaoie  di 

Inperoccliè  f'Ssf'  pel  corollftrìp  VII,  de' prìncipi;  adunque 

aggiungendo,  ovvero  fottraendo  queftc  grandezze  eguali  dalle 
due  grandezze  J>c^;  ^  prima  fomou»  ovvero  differenza 

jztf  (  cioè  per  gli  affiomi  Vili.,  e  VIL  ^if^)  fark  eguale, 
ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  della  feconda  fom- 
ma ,  o  differenza  ^=±^  (  cioè  per  gli  alfiomi  VIIL>  e  VIL 

Il  prefente  corollario  comprende  nella  fua  univerfalitU  le 
propofizioni  XVIU. ,  e  XX Vili,  j  XVII.,  c  XXIX.  del  V.  li. 
bio  d'  Euclide* 

Definizione  XVI. 

Quando  in  quefto  corollario  XII.  il  fegno  doppio  z±  fi  prett« 
de  per  pofuivo ,  tal  modo  d*  argomentare  dicefi  emfotfindo  » 
ma  quando  il  medefimo  fegno  doppio  prendefi  per  negativo  | 
quello  modo  d*  argomentare  dicefi  tliviikndo» 

Corollario  XIII. 

S jf      F     C  G 
leno  le  qnatcfo  pfopoizioni  59  5*1  ^  ^ue  prime  del* 

le  quali  anno  un  medefimo  confeguente,  e  le  due  ultime  an- 
no anch*  efle  uno  fteflb  confeguente  ;  fia  in  oltre  la  ièconda 

proporzione  y  eguale  alla  quarta  5*  >  e  la  prima  proporzione 

fia  eguale,  ovvero  maggbre,  o  minore  deUa  terza  ^;iodi' 

co,  che  la  proporzione         è  uguale,  ovvero  refpettivameh- 

F  te 


4»  X  £  O.H  I  <A     G  ^      ^^K  ALE  . 

c  c 

te  maggiore ,  o  minore  della  proporzione  — • 

•♦•  Imperocché  eflendo  per  l' ipotefi,  — >  quefte  due  gran- 
dezze eguali  aggiunte  aÙ' altre  due  o  da  efle  fottratte, 
renderanno  ^:±|*  (cio^  per  gli  afiiomi  VUL,  e  VII.  ^^^^ 
eguale,  ovverò  refpettivamenté  maggiore,  o  minore  dì  ^^-g 

(cioè  per  gli  adiomi  VIII.^  f  VIL  di-^-. 

Quedo  corollario  abbraccia  nella  Tua  unisrerfalitk  la  propo» 
fizione  XXIV.  del  V.  libro  d'  Euclide:  anzi  potendofi  in  oltre 
itipporre,  che  F  (ìgnifìchi  3^  e  che  G  figni^hi  Df  anche  il 
precedente  corollario  XIL  è  comprefo  nel  prcfente* 

Corollario  XIV.  , 

Sleno  le  quattro  proporzioni  j,  i-,  ^,  ^y^^  due  prime  deU 

le  quali  abbiano  come  fopra  un  confeguente  medefimo,  e  le 
due  ultime  abbiano  anch'  c/Te  uno  fteflb  confeguente  :  c  fia  an- 
cora la  prima  proporzione  ^  eguale >  ovvero  maggiore,  o  mi- 

nore  della  terza  ^  y  come  pure  la  feconda  proporzione  j  fia 
eguale  ,  ovvero  relpettivamente,  maggiore ,  o  minore  della 
quarta  proporzione  io  dico  ,  che  la  proporzione  '^^"è.o» 
guale,  ovvero  refpettivamenté  maggiore,  o  minore  della  pro^ 
porzione  — — . 

Imperocché  eflendo  j  f«mi.  grandezzt  egualet  ovvero  ma|[- 

giore,  0  minore  di  ^>  ed  elTendo  altresì  j  una  grandezza  e- 
guale,  ovvero  xeQpettiwamente  maggiore  9  o  minore  di  ^;  egli 
è  vidbiie^  che  y*+y  (cioè  per  l'aUbma  Vili,  ^^j^)  iaA 
^uale,  ovvero  reipettivamente  maggiore  >  o  minore 

(  cioè 
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(cioè  per  r  affioma  VIIL ,  di  ~^). 

Anehe  quefto  corollario  comprende  nella  iua  generalità  la 
propoflzione  XXIV«  dei  V.  libro  d*  Euclide. 

Corollario  XV» 

Ofte  due  proporzioni  — ,  fc  è  maggiore,  ovvero  mi- 
nore di3,  e  C  non  è  maggiore)  ovvero. fefpettivamente  non 
è  minore  di  D;  io  dicO)  che  la  proporzione  j  è  maggiore  ^ 

avvero  rerpettivamente  minore  della  proporzione  ^. 

Imperocché,  pigliando  pel  poftulato  la  grandezza  ^omoge« 

nea  dia  D ,  in  modo  che  j  Ha  eguale  ad  ^  ;  far^  pel  coro^ 

lario  X.  de'  principj  V  maggiore  ,  ovvero  reipettivamente  mi- 
nore di  Z),  lecondo  che  A  iara  maggiore  ,  ovvero  minore  di 
B;  adunque  lara  maggiore,  ovvero  reipettivamente  minore 
di  D ,  quando  C  non  lark  maggiore  ,  ovvero  reipettivamente 
non  iàÙL  minore  di  D;  ^  per  ^onleguenza  FlarU  maggiore^  QV«> 
vero  reipettivamente  minore  di  C;  laonde  pel  corollario  XVII» 

de' principj  ^  farà  maggiore,  ovvero  jeipettivamente  minore 

di  ^  ;  ma  j  per  la  coftruzione  è.  uguale  ad  ^  ;  adunque  pel 

corollario  VI.  dei  prefente  teorem^a,  j  lark  .maggiore  »  ovve»- 

IO  rerpettivanìeiice  minore  di  ^>  •  ' 

Avvertimento» 

Li  E  proporziòid  ih  avVienift- faranno  da  me  tmttate  come 
gramln^.^.e  npn  Tempra  citerò  ^upfto  fecondo  teorema,  nè 
alcuni. de' fuoi  coroUarj,  k  yeritk  de*^uali  fiijppòrrò  notiflune* 

Teorema  III.  ' 
DUe  proporzìoAi  Ji^^  che  anno  gì'  ifteflr  confèguòiti,  £0* 

Xio  tra  loro  come  gii  antecedenti  ,  cioè  -g ,  A,D. 

^  IB  %  DiMo- 


Digiiizea  by  LiOU^ic 


4^  Teoria  Generali 

DiMOSTEAZIONB. 

iMmaginando  rantcccdcntc  D  della  feconda  proporzione  ydi^ 

vifo  in  qualfivoglia  numero  n  d'  aliquote  / ,  delle  quali  V  an- 
tecedente  della  prima  proporzione  y  contenga  U  quantità 
<w,  con  un  refto  r  (nullo,  o  reale),  fi  avrà  D^nf^  "b—b 
jt^mf^Ty  ed  ,  cioè  per  1'  aflioma  YUI.  ^«"^ 

•4- y  ;  ma  pel  numero  arbitrario  »,  e  pel  corollario  XXXIH. 
W  principi  ^  rapprefenta  qualfifia  aliquota  della  feconda  prò- 
porzione  y ,  c  per  la  Jefiniziope  Vili,  quett'  aliquota  |.  è  fi- 
nile  alla  /  aliquota  di  D  ;  in  oltre  la  fte&  aliquota  è 
te  volte  contenuta  nella  prima  proporzione  j,  cioè  in-y-^y 
con   un   refto  j  (  nullo,  o  reale  )  qumtte  volte  1*  aliquota 
è  contenuta  in  A  con  un  refto  r,  nullo ,  o  reale  (  poiché  pel 
coroUario  XIX.  de*  princip;  y  è  minore  di  |-);  adunque  per  le 
definizioni  X„  e  XI.  fuffifte  qucfta  proporziondifk^-^  J  .-y' 
itmy^T.ny^  cioè  fufsiftc  la  proporzionàUt^  equivalente  j* 
%::A.D.   Il  che  dovca  dimoftrarfi, 

« 

COROLLAHIO  L 

Di  due  proporaiom  | ,  |  >  che  anno  lu  mcdcfima  confi^' 
guente,  fe  Tuna  è  uguale,  ovvero  maggiore  9  o- minore 
altra  ,  anche  T  antecedente  dì  efla  è  u|uale ,  ovvero  .refpetti^ 
vamente  maggiore,  o  minore  dell'antecedente  dell'altra; 

Imperocché  cflendo  per  queilo  teorema     .    .•  ^ .  Z)  >  il 

«orollario  X.  de'  principj  &  conolccfc.)  che  fe  ^  è  uguale,  ov^ 

vero 
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vero  tazggjkxte^  o  màaom  di      anche  A  laià  egualei  ovvero 

refpettivameiite  iiu^giore>  o- minore  diX).  .. 

Quefto  corollario  contiene  una  nuova  dimoftrazìone  della,  pri^ 
ma  parte  dei  corollario  XXI  de*  princìpi,  cioè  della  prima  par* 
te  della  propofizione  IX.  del  V.  libro    Euclide . 

£  contiene  ancora  una  nuova  dimoitrazione  della  prima  par- 
te del  corollario  XVI.  de*  principj,  cio^  della  prima  parte  della 

propofizione  X  del  V,  libro  d*.  Euclide  • 

* 

CoaoLLARio  IL 

Sia  qualunque  proporzione  ^  e  quaUl voglia  grandezza  C;  io 
dico ,  che     fta  a     9  come  A  t  B. 

£  che^  fiaad      come  B  ad  A. 

Imperocché  primieramente  pel  corolL  VII.  de*  prìncipi  ^  è 
uguale  a y  adunque  pel  corollario  Vili,  de' principj •  ^  *• 

.  :|   ma  per  qudfto  teorema    .    :  :  A  .B;  adunque  pel 

corollario  XI.  de' principj     .-^     A,  B. 

Similmente,  e  in  fecondo  luogo  pel  corollario  Vili,  de* prin- 
«*PÌ  §  •  •*!  -"5'  ^  teorema  prefcnte  :  :  B  .Af 
adunque  pel  corollario  XI*  de'  principj    •  «-^  ;  jS  • 

Corollario  III. 
Dlnocino  Ay  By  Cy  D,  £  cinque  grandezze  omc^enee  in  gèi 

D  '  C 

nerale;  io  *dico,  che  la  proporzione  di-^  verfo  ~  ila  alla  pro^ 
porzione  di  *|  verfo  la  flefla<|  incoine  P  fta  ad  £  *  . 

Imperocché  per  quello  teorema  la  proporzione  di  ~  verfo  ^ 

fia  alla  proporzione  4i  ^  verib  la-ilefla  •}  ,  come  7  A»  ^  4  > 

ma 
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flut  per  quello  meddìmo  teorema:    fta  ad<^  ^  'Come  D  (la  ai 

E;  adunque  pel  coroliario  XI.  de' principi  la  proporzione 

verfo    ,  fta  àlla  proporzione  di     verfo  U  ftcflà  ^  ,  come  D 

fta  ad  £, 

AvVERTIMBNTO, 

PEr  più  diftinta.  intelligenza  di  quefto  .corollario  può  vederli 
io  (colio  9  che  fegue  la  dimo(h:azxone  del  teorema  XVIII. 

Corollario  IV. 

S  leno  due  grandezze  B  tra  loro  omogenee  |  e  due  altre 
grandezze  C>  D  omogenea  tra  loro; 

lo  dico  primieramente,  cho  Te    (la  a      come  jfz  B^h 

C  è  uguale  alla  D; 

C  A  t 

^  dico  fecondariamente,  che  fe^  (la  ad  j  ,  come  B  Aa  ad 
,^1  la  C  è  ancora  eguale  alla  P; 
Imperocché  primieramente* abbiamo. per  Y  ipocefi  ^      •  * 

A»By  p  per  quedp  teorema >^  :  :  A.B  ;  adunque  pel  co- 
ndiario XI.  de*  princip;    •    •  ^  •  J  >  «  confeguehtemente  prf 

«oroUario  XXI.  de*prihcìpj^s^;  e  quindi  pd  corollario  34 
de' prìncipi  C=:D.  i  ' 

iSecondariamente  fi  k  per  la  fuppofizionc  -j^'--^   -  B  »  A  ^  e 

pel  prefimte  teorema  ^  .    :pB.*.A;  laondi»  pei  x»Uoiario  XI* 

de'principj— ,  (t  pel  coUorario  XXI,  de' principi 

C  B 

cioè  pel  ooroUario  X  de' princip;  CzzlD,' 

TBoaifiMA  IV. 

Se  di  quattro  proporjLÌoni,  v.  g. ,  | , ^>^>  1*  prihia  , 

la 
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Del^c  Proporziow  Geomitrichc.  4^ 

la  feconda  anno  un  nicdellino  con! cigliente  ,  e  la  terza  ,  c  la 
quarta  anno  anch'effe  un  mcdcfimo  conlegucntc,  e  le  di  più 
r antecedente  A  della  prima  Ihi  all'antecedente  B  della  fecon- 
da, come  l'antecedente  C  de  la  terza  Ila  all'antecedente  D 
della  quarta;  io  dico",  che  U  prima  di  dette  proporzioni  ila 
9Ìia  Ipconda,  cpipe  la. terza  all^  quarta. 

.  Dee  provarli  queila  propórzIbnaUtk:  (i)7«7-***^*^«  • 

Dimostrazione, 

pEr  r  ipòtefi ,  e  per  la  definizione  XI.  i  quattro  antecedenti 
proporzionali  ,4(t^  ,  B  ^  Qj  D  polibno  rappreieniarfi  refpettivfe 
mente  così:  nyy  m^o^roy  nyo  ^  di  modo  che  ponen»- 

do  nella  proporzionalità  (  i  )  in  luogo  de*  quattro  antecedenti 
quelli  loro  quattro  valori,  ella  prenderli  quello  afpetto: 

w/o  — f-  ro  nyo 

H^K^^B   ,  , 

E  foilituendo  in  quell'  ultima  proporzionalità —  in  luo- 
go di  Srrtr,  eh'  è  lo  ftelTo  per  l'aflioma  Vili.,  e  ^"-k^  in 

caìnbio  di  ^h'^  la  medefima  cofa  pel  citato  ailioma 

Vili.,  la  (lefTa  ultima  proporzionalità,  e  confeguentemente  la 
proporzionalità  (1)9  ^1^^  g^i  equivale  9  diverrà  in  virtù  del 
corollario  IX.  de'  principj  la  feguente: 

Ma  pel  corollario  XXaÌII.  ,  e  per  la  generalità  del  nume- 
to  nj  lajelprime  quaiil voglia  aliquota  di^  ,  cioè  di -p,  e  la 

^denota  T  aliquota-  fimile  di       vale  a  dire  di^  ,  e  di  pià 

pel  corollario  XIX.  de*  jprincipj  7  9  ^  £  l^^no  minori  delle  re> 

fpettìve-^  '  ^  ^  P^**     definizioni  X.,  ed  XI.  la  pro- 

porzionalità (  2  )  fulTifte  ,  e  in  conleguenza  la  proporzionalità 
(i),  che  gii  equivale,  iuilìile  aneli'  cifa*  Il  che  doveva  dimo> 
llrarfi, 

Alna 
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Affé  imoftraTtWH  ài  quejh  tmméi 

A  Bbiamo  per  l' ipoted  A.B  :  :C.D  y  e  pel  teorema  IIL 
^      .vif  .B,  ^me  pure  C.i>/  adunque  pel  co- 

rollarlo  XII.  de'  principj  ^  *  •  *  ^  *  ]^  *  ^  dovea  dimo- 
Ikarfi^  .       .  .  .  . 

Co&O.IfLARIO  I« 

Se  di  quattro  proporzioni,  v.     7»  f")  ^>  ^>  la  prima,  e U 

feconda  anno  un  medeGmo  confeguente  P,  e  la  terza,  e  la 
quarta  anno  anch'  eflè  un  medefimo  confeguente  J^:  e  di  piìk 
la  prima,  e  la  terza  anno  un  medefimo  antecedente  e  la 
feconda,  e  la  quarta  anno  anch'effe  un  medefimo  anteceden- 
te j^;  io  dico,  che  la  prima  di  dette  proporzioni  HU  aiU  fe« 
conda,  come  la  terza  alia  quarta. 

De^  provarfi  quella  proporztonalitk  7  •  7  •  •  ^• 

K  ehlaro,  che  quefto  corollario  è  un  calo  del  prelèntc  teo- 
fania, poiché  pel  corollario  Vili.  de*prìnctpj,  il  primo  ante* 
cedente  A  ila  al  fecondo  antecedente  B ,  come  il  ter^o  aiitc- 
cedeate  A  fta  .al  quarto  antecedente  B  ;  e  k.  pdiM  dimoflra- 
zione  del  teorema  è  maniféltamente  applicabile  a  quefto  fuo 
corollario,  purché  in  vece  di/o  fcrivafi  /,  e  in  cambio  di  ro 
,  fcrivafi  r,  conforme  efige  la  prefente  iootefi  di  D  ^cioè  »fo\ 
^uale  a  B  (cioè  ad  n/)  ^  d»  C  (  cioè  «;v-ffo)  eguaU  ad 
A  (cioè  ad  »f  H-r)» 


Altra  dimoftroT^one  di  quejlo  corollario, 

B       ~A  ^ 


P£I  teorema  III.  ^.  j::A.B,  ed  ^.  t::A.3s  adunque 

pel  corollario  XI.  de' principj  j^j:: 


CorOLLARIO  IL . 

Se  di  quattro  proporzioni,  che  collituifcono  una  proporzbntt* 

La 


htk,  V.  g.(i;  7.  j.-.-  5. 5 
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La  prima,  e  ia  feconda  anno  un  medefimo  confcguente,  c 
ia  terza ,  e  ia  quarta  anno  anch'  effe  un  medefimo  conlcguen- 
te;  io  dico  ,  che  gli  antecedenti  delie  medefìme  proporzioiii^ 
ordinatamente  pf^»  ^ono  anch' eiTi  proporzionali. 

Dee  p^y^irii  . 

'*  Suppongafi  MI  irìrtìC  dèi  pólliibto  queft*  altra  proporzionati* 

ùiy  A.B::C,Xy  e  fi  avrk  pei  prcicnte  teorema  — .  f'-'-j^»  ~J 

adunque  pel  teorema  I.  il  quarto  termine  di  queda  propor- 
aionatìck  farà  agliaio,  al.  quarto  termine  della  proporzionalità 

(i),  cioè  ^  ùA  eguale  a  ^9  e  confeguentemente  pd  coroU». 

rio  XXI.  de' principi,  ^  eguale  a  D;  ma  fi  e  fuppofto  j=:  ip; 
adunque  pimeodo  in  vece  di  la  Tua  ^uaìe  D  iarà  eziandio 
pel  corollario  IX.  de  principj  . 

.  'j Altra  d^mfifitéKZjfifi»  ài  quefio  corollario,' 

PA      S  CD 
Et  X  ipptefi  p  •  7  •*    o-*  3  >  ma  pei  teorema  III. ,  c  fra- 

AB 

fiomi/tdo  A*B  :  ì  ^.  y^  copM  pure  per  lo  IMh  Micemallly 

e  trasponendo  C .  D  ;  adunque  ^cl  corollario  XI.  de* 

princiff  ^  •  J3  ; C  •  t 

Teorema  V. 

P  Ode  le  quattro  grandezza  omogenee  C,  Dy  e  di  vile 

le  due  ultime  C,  D  in  qualunque  numero  d*  aliquote  fimiii . 

Pollo  ancora,  che  la  prima  A  contenga  tante  volte  le  fud- 
dette  aliquote  della  terza  C  con  un  redo  minore  di  eflfe ,  o 
fe^za ,  quante  volte  la  feconda  B  contiene  le  aliquote  fim'tU 
d^lla  quarta  D  con  un  refto  minore  di  effe ,  o  refpettivamentc 

fenza4  io  dico,  che  fuisifte.  quefta  piQporzìonatnik  ^A^a=g  S. 

'Dimostrazióne; 

1.  Significhi  n  qualunque  numero,  ed  anche  l'unità;  m  ra^ 

G  pre- 


Digitized  by  Google 


^4  Teoria   GEKB*<t.f  ; 

©refenti  qiialfivoglia  numero,  ed  andie  i'witl^  ef  VCtO^  4i|i<v 
tino  /  ,  ed  /o  le  rcfpettivc  aliquote  fimiU  di  C ,  €  di  Z)  ,  e 
in  fine  ed  ro  efprimano  i  xefti,  nvdU  >  o  feali  appartenen^ 
ti  reipettivamente  ad  ^,  ed  a  B;  fitrMpwpre  p«r  Ic  foppo- 
fizioni  del  teorema,  y^'=:w/-»-r,  P  —  m|'^-+f»,.C  — »/, 

,ac£  (arila  fW6i  che  V,  .       :  , 

.  l&gli  è  chiaro  pel  corollario  XXV.  de' principi ,  che  quando 
i«ftif,cd  nifononuUi,  j  [cioi^  ]  è  uguale  a^[  cioè 

ad  -^^^  ] .  Ma  qvando  i  fuddetti  refti  ibiH>.  reali  ,t  fi  .4efigni 
con  G  quaiilvogliA  giandezza  omogenea  alla       ed  — =-  fa- 

1^1  la  ftefla  proporzione,  chc^^^q^.        ' ^  '  "  ' 

II.  Ora  pel  corollario.  XVII.  de' principi è  maggiore 

di  «5  ,  ma  k  medefima  proporzionef  -  che  /"^^^!^  ^^  v 

^  .qucfta  è  maggiora  di  pel  corollario  XVUI.  de' prin- 

cipi,  perchè  concedendo  1'  aUquo»  /  imnofe  di  G  ij^^^l^ 


poflìbile  pel  coroUarìo  III.  de' principi  )  la  propdfzione 
\  maggior  antecedente  ,  e  minor  confeguente ,  che  non  h  la 
proporzione  ^-Zj^^i  adunque  pel  corollario  VI.  dd  teorema 

h  maggiore  di  cioè  di^^.;  ed  eflèndo 

^ell'  ultima  proporzione  eguale  pel  corollario  XXV.  de'  prin- 
cipi ad  1^  [  cioè  a    J  pe  fiegue  pel  comUarìo  VI.  delteo> 

lema  IL,  che  è  maggiore  di  2.. 

III.  Similmente  pel  corollario  XVII.  de'  principi  ^ 
Itoihore  di  j ,  ma         è  k  medefima  propormoe  ,  chis 


DbUI  PROKMLSJOiri  (BBOllBTIlteBB  •  ^ 

^^1^^  >  *  qucfta  è  minore  di       pel  corollario  XVIIL 
principj  [poiché  concependofi  G  maggiore  deli* aliquota /,  tam 
to  più  la  (tefla  G  è  maggiore  dei  reito  r ,  il  quale  è  minoce 

della'/,  di  modo  che  la  jpropoizione  ^  minor  antif 

cedente,  e  jDEUiggior  con&guentei  che  non  à  ia  jpiopQiczioiie^J  ; 
adunque  pel  .coioiUfio  yi.  del  teore^  II.  è  minorp  di 
^  y  e'  fiòcoine  pel  ùouXMo  XXV«  de  principj  ^  è  ugualead 

^  [^xioè  A  5*  ])  cwk  pel  detto  cpioUano  VLdel  teorema  IL 

IV.  Si  è  provato  nel  (ècondo  punto,  che  è  maggioié 
di       e  nel  terzo  punto  li  è  provato,  che        à  minote  di 

;  ma  efTcndo  G  una  grandezza  arbitrari^  — ^-  in  virtù  dei 
coroUftiio  'XVIL  de*  pnncipjr  danm  h  propoizioM  j  acòelciìi* 
ta.  così  poco,  che  li  vonà,  ed"?  ^  pel  medefimo  corollario 
XVIL  de' prìncipe  efprime  J^  iUtfa  proporzione  ^  diminuita  co- 
À  poco,  che  lì;  vorHi ;^ adunque  la  proporzione  ^  fion  pubere*' 
Ibere'  fenza  Avenìr  maggiore' dellà  proporzipnie  J-f  e  là  me»* 
definu  proponione  j<  iik>n  può.  t^imiimff ,  ien^as.  divenir  ini» 
noie  di       e  conìfeguentementè  per  rjfftSània  VI' j  è  ugua- 

le  a  ^  ;  poiché  pel  teorema  ÌL  k  propofzioiii  ibiNl  gisuidié» 
ae  tra  loro  omogenee.-  ^  • 

•  •  '  ConoLLAaio. 

La  propotziòmdid  (x}'cd5y coiirraf&gnata      'cfpofiBionc <M 

G  a  pw- 
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prclientc  teoreiilft>  cioè  la  proporzione  j{=s^y  fi  dcCghi  ooil 

quefta  cfpreffion€  J^]^,=— >       gU  cqtùyalrj  jpér  4uM^ 
fi  è  fpìegato  nel  primo  punto  della  dIinóKnzioné  di  queftó 
medcfimo  teorema  ;  ip  dico ,  che 

.  linpefocchè  pel  cotallarìo  XXV.  de' principj  ^=^  ,  c  pd 
fnkatt  teòiem^  ^^^"nfì*  «^"«^^^  pel  corollario  XI.de? 
prìncipi  c  quindi  pd  «MUaHo  XXVIII.  dt^ 

principi  ;>;^ÌE^^=-Sj;;  Talsioma  V.  m^-hr— 

è  lo  ftcffo  che  r ,  ed  m/o^ro — m/o  è  Io  ftclTo  che 
dunque  -^^—^i  ^d  effendo  pel  corollario  X  XV.  Jc' principj 

^=^;  ne  fiegue  pd  corollario  XI.  de  princip],  chc~=^,  . 

Teorema  VI. 

Dinotino  c  q  qualunque  numero ,  ed  e  ^  due  gran- 
dezze ,  «he  poflbno  eflèrt  «kidic  aìm'  omogenee      dicoV  che^' 

lulDfte  quefta  proporzionalità:  (  I  )  . 


Dimostrazione. 

icepÙctno  di 

gnuidez; 


Si  concepÙctnO  due  aliquote  fimili  x  y  e  X9  dèlie  tefpettive 
dezze  Sy.  e      talmente  che  defignando  con  h  qualfivoglia 


*e  in  qucfta  ;!;-TS=^ir~{*  -  .  • 

Efprimafi  con  G  qualfivoglia  gtailde^  òmagimea  alla  «  ; 
«gu  ^  «waro,  che  ^*|(^-  4  maggiore  di  ^- nd  calo ,  che 

il  fcgno  dappb  :±  iigpifichi     t  e  ch^ 


nore 


1>£UB  Troporsiow  Gbomstriche.  #a* 

"^'^  °'  "^^  '  ^^^^  "  ^^8"°  «^^^PP^o  =t  fignifichi  —  ; 
perchè  x,  ed  x(7  fono  aliquote  fimili  de  rei  petti  vi  ^nfeguenti 
^^(x),  e  (jò^xo),  e  pel  corollario  III.  de' principj  tra  le  aliquo- 
te,  rapprclentate  dalla  x,  ve  ne  lono  delle  minori  di  G  •  adun- 
que nel  primo  calo  qualche  aliquota  del  conleguente  qè{x)  è  con- 
tenuta ptU  volte  nel  luo  antecedente  /»^(x) -4.  G,  che  la  xo  aliquo- 
ta fimile  deli'  altro  conleguente  q^{xo)  non  è  contenuta  nel  fuo 
antecedente  ph{xo)  j  e  nel  lecondo  calo  qualche  aliquota  del 
confeguentc  qb{x)  è  contenuta  meno  volte  nel  fuo  antecedente 
pb(x) — G,  che  la  mo  ahquota  fimile  dell'  altro  confeguente 
qb(xo)  non  è  contenuta  nel  tuo  antecedente  ph{xo)  ;  e  per  con^ 
feguenza,  in  virtà  della  definizione  XIV.,  ^^^'^^  ,  cioè 
é  maggiore  di  cioè  di  ^,  e  in  virtù  della  defi- 

nizione XV.  .ioè^^^è  minore  di  ^;^>,cioèdi^^  . 

Si  confideri  ora  ,  che  a  cagione  di  G  quantità  arbitraria ,  e 
in  vigore  dd.  corollario  XVII.  de'  principj         denota  la  pro^ 

porzione  ^  acciefi^uta,  ovvero  lerpettivamente  diminuita  cos) 

poco,  che  fi  vorA;  adunque  la  proporzione  ^  è  tale  eh*  efià 
non  può  crefcere,  ovvero  diminuire  ,  fenza  divenir  maggiore  ^ 
ovvero  refpettivamente  minore  di  laonde,  eflèndo le  proporr 
tioni  grandezze  tra  loro  omogenee  pel  teorema  II; ,  rimane  dii 
moftrato  in  virtù  dell' affioma  VI.,  che  è  uguale  *^  •  li 
che  dovea  dimoiirarfi. 

Scolio* 

La.  ,  ovvero  hi  h  poflbno  rapprefentate  ànche  4'  tmitk  ,  che 
confiderata  come  grandezza  >  duo  concepitii  anch^  effii  divifii 
nelle  fue  aliquote  da  efprimerif  con.  «e ,  iuotorp  con  m* 

Corollario* 

Sia  qualunque  pfoporzipnstliiSi  A*È :  :  C  .p  eTpreila  fecon- 
do 
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<lo  U  definizione  XIV.  in  quefta  guifa  -—-s^^^^^^  "  i  ovvero 

pct  raffioma  Vni.  cosi:  I^^-+-=^^-«-^,fark  pel  pi«rente' 

teorema  ^ss^  adunque  togliendo  grandezze  eguali  da  gran» 

dezze  eguali,  cioè  da  2?-+.JL   togliendo  ^9  e  da  to» 

filiendo  2?i  refterìi  ^  =  — .  V     .  * 

Quefto  comllarìo  potik  jerprimerfi  cosk:  * 
Divìfi  in  qualunque  numero  d'altquot»  fimili  i  coniegaenti 

AC 

rcfpettivi  By  e  D  delle  due  proporzioni  eguali     >  ^5 >  e  tolte 

quante  volte  fi  può  le  ftefle  aliquote  dai  loro  refpettivi  antece- 
denti /f,  c  Cy  il  refto ,  che  appartiene  all'antecedente  A  fta 
al  fuo  confeguente  B ,  come  il  relto ,  che  appartiene  all'  ante- 
cedente C  Aa  ai  iuo  cpni^guence  P*.  l  termini  della  propor- 

sione  ^  poflòno  eflère  non  omogenei  a  quelli  della  proporzio» 
Be^<*  Tboi^ma  vii. 

Pofte  due  grandezze'  e  B  omogenee  tra  loro,  e  le  altre 
due  grandjpz;^  C  9  e  D  oipogenee  tra  Ipro  >  e  divife ,  la  prim^ 
«if ,  e  la  terza  C  in  qualuiique  iiumero  d*  aliquote  fimili: 
'  Pofto  ancora ,  che  la  lèconda  B  contenga  fante  voFte  Ir  {ud>' 
dette  aliquote  4^  prima  con  un  refto  niinore  di  effe,  o  fen» 
za ,  qMém$€  velie  lai  quarta  P  contiene  le  aliquote  Smili  ddlt 
tftza  C  con  un-  lefto  fninpre  di  eflè  »  0  reipettivamente  fenza; 

Io  dicO|  che  fuICfte  queda  proporzionalifk  ^S5^« . 

ÌL  JDj^iptaiido  (QO  0  qualfivpgUa  fiumero,  ed  ancho  l'imiti  % 
f  con  m  Qualfivogila  numero ,  ed  anche  T  unit^ ,  e  zeror>  .e  np^ 
preléntàp^  CQO  f  \  cjm  ìe.  rerpemye  Aliquote  Gjoilf  di  A 9  .e.dt 
e- con  f ,  é  ro  i  rcfti  (  nulli ,  o  reali  ),  che  appartengono 
fefpettivamente  alla  By  e  alla    ;  (i  avtà  Azin/  ;  B^m/^t; 

Gzzt^  /  Pzz  m/Q  '^TOytAi      k  medebna  proporzione,  che 
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Delle  Fropokzioiii  Geometriche.  5^ 
^  ,  ficcome  »  larà  la  llefla  che  -^1- .       manifefto  pel 


teorema  VI. ,  che  quando  i  refti  r ,  e  itf  fono  nulli ,     [  cioè 

^  J  è  uguale  C^^^^l  >  ma  quando  i  redi  iuddetlr 
fono  reali  5  fi  denoti  con  H  quali! voglia  grapdezzi^  omogenea  aln 

la  ^,  ed  j^TJ  iara  la  medefima  proporzione ,  che  • 

II.  Si  concepifca  ora  l'aliquota/  minore  di  H  (  il  che  è  poC 
fibile  pel  corollario  III.  de'principj) ,  e  fi  rifletta,  che  pel  teo- 

fema  VI.  fi  k-^ss^  ;  ina:      còroUario  XIX.  de'  pràicip; 

 ^  è  maggiore  di      /  perchè  elTendo  H  maggiore  dell* 

aliquota/,  tanto  più  e  maggiore  del  redo  f ,  di  maniera  che  il 
conleguente  w/H-r— H  è  minore  dell'  altro  confeguence  ntf  ; 

t  per  lo  fteflò  corollario  X1X«  de'  principi  ^  roinotc  di 

perche  il  confegucnte  ntfo^ro  è  maggiore  dell' altro  con- 
ie^uentc  nffi9;  adunque  pel  corollario  Vili,  del  teorema  IL* 

;jz^h=H^  cio^       * di cioèdiS,  » 

III.  Similmente  fi  a  pel  teorema  VI.  — -  j^—  *  per- 
chè la  prima  dì  qtiefte  due  proporzioni  è  la  fteflà  che  ^^^J^^- 
e  la  feconda  e  la  ftefla  che  ma  pel  corollario  XIX.  de- 

pj^incipj  *  ^^^^^     n^^;^  >  P^^chè  Hè  maggiore  d» 

/,  di  modo  che  il  confeguente  my-k-r^H  h  maggiore  dell'  al- 
tro confegucnte  mj^^f,;  e  è  maggiore  di  -^^^ ,  per^ 

<^è  il  refip  ff  i  minore. dell'  aliquota coficchè  ìi  confegm^ 
te  myù'^fù  è  minore  delT  altro  conlisguente  myo^^;  admi* 

que  pel  corollario  Vili,  del  teorema  II.  .  J/.^  ,  cioè  t—a 
è  minoie  di  —       «  cioè  di  ^  . 

IV.  O'  prQvato  nel  fecondo  punto,  «he  j-^*^  è  maggiore  di 
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5^  TBOI.IAG&NE&ALB 

^ ,  « n«l  tem  ponto  6  provato»  che        è  minotc  di  ^;  nui 

pflèndo  H  una  grandezza  arbitraria ,       ^  rapprefcnta  la  prò-' 

poniooe  ^  accrefciuta  co^  poco ,  che  fi  vonk  »  ed  ^-J^^  ipoc 

lo  ùeffo  coroUtrìo  XIX.  de  principj  rapprefenta  la  proporzione 

•^diminuita  co&ì  poco,  ^he  fi  vorrà ^  adunque  la  proporzione  ^ 

c 

non  può  crefcere  fcnza  divenir  maggiore  della  proporzione  ^  , 

C  la  Aeilà  proporrne  ^  iion  può  diminuire  fenza  divenir  mip 

nore  della  proporzione  ^  /  e  quindi  ellèndo  le  proporzioni  gran* 
dezze  tra  loro  omogenee  pel  II.  teorema ,  ne  fegue  per  T  aiiìo* 
ma  VL,  chci^s^*  Uchedaveadimoftraijli. 

Tborbma  vili. 

Se  di  qoattm proporzioni,  v.  g.  j,  la  prima,  t  la 

terza  anno  tm  m^defimo  confidente  B ,  c  la  feconda ,  e  la 
quarta  anpp  anch'  efle  un  mcdeuino  confeguente  C.vc  di  piè  la 
prima,  e  la  kconàsL  anno  un  medefimo  antecedente  Aj'  e  la  ter* 
9,  e  la  quarta  annp  anch' eflb  un  medefimo  antecedente  D; 
IO  dico ,  che  la  prima  proporzione  ila  alla  leconda ,  come  la 
terza  aUa. quarta. 
Dee  provarli,  che  fufsifte  queflia  pnopoizion^dlt 

PiicocTnazioirÈ* 

S  E  dividelì  D  in  qualunque  numero  n  à!  aliquote       fi  zvA^ 

Dzzme;  ^s^,  ^  ^=^;  onde  efprìmendo  con  m  la  quan- 

tidi  di  Volte,  che  la  ^  è  contenuta  in  e  con  R  il  refto  nul- 
lo, o  reale,  che  lalcia  la  (teda  jr  èolu  da  ^  quanee  volte  fi 

può,  ÙLtkAszmMri-R;  >  ed  ^sa^i^,  cioè  per 

r  af- 
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Delle  ftLeroKziow  Gfi0MeTl^ICHE  .  ^ 
r  aisioiiu  VIIL  i^s!^^|>,  «4  ^-s^-*-^»  e  le  due  propor- 

zioni  "jg  j"^  f  quando  fono  reali  (  il  che  avviene  ^ualunc^ue  voi* 

ta  A  è  naie  )  Iknaiio  minori  delle  leTpemve  proponioni  ^  ,  ^ 

pel  cocoUanoXVII.  de'  prìncipi .  Si  furroghìiio  pertanto  nella  pro^ 
oondònalità  (i)  da  provarli  in  luoeo  de*  lupi  quattra  termini  i 
loro  valori  efprefsi  di  iòpra ,  é  fi  vedili ,  ck*  efla  è  la  meàe&uA^ 

chela  fegu^nte  :  (i)  --i--.-^-*.-....- . 

-  La  quale  pel  teorema  V.  è  fufsiftente ,  poiché  .pel  corollario 

Xintnt.  dè*  principi  le  piDponidni      ed  ^ibno  aliquóte  delle 

fofpettive  proporziiMii  ^  ,  cioè  ^9  ed  ^  )  cioè     e  le  proporzioni 

,  ed  ^  fono  i  lefti ,  che  laiciano  le  ftefle  aliquote    9  ed  ^  tòlte 

quante  volte  fi  puj^  dalle  proporzioni y-^ ^  [ cioè 

H»^  fcioè     J  conforme  chiaramente  apparifce  a  chi  confiderà 

la  cofa  con  mediocre  attenzione  ;  adunque  la  proporzionalità 
(i),  che  equivale  alla  proporzici04htk  (2)  iìijsAU  jmch'cii^a. 
li  che^dovea  dÌQiQÌlj:grÌì«  ... 

'  Tbokbma'IX. 

D  Ue  proporzioni 9  che  anno  il  medefimo  antecedente  >  fono  co- 
me i  loro  coofegueiiti  prefi  eoo  ordine  inveiib ,  v.  g.  ^  •   .*  .•  C  •  A 

Dimostrazione. 

Pei  teorema  Vili.  ^  .«g.-.-l  «l  ;  «*  ?A  corollario  VII.  de 
principì'|=H.;  adunque  pel  omUarb  IXi  de* prìncipi .  ^ 
j.'^;  ma  pei  teorema  III.  ^        C.B;  adunque  pel  co- 
rollario Xlf  f)c*principj  ^  .~.-.*C.B. -fiche  doveadimoftrarfi. 

H  *  •  Go. 
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i.  Di  due  pfopomoni  ^,  ^,  le  quaU  anno  il  medéfimoan. 

tecedente,  quella  è  mag^ior^»  éht  k  fl  mm¥  conftfgucntt ,  t 
quella  è  minore>  che  li  il  msggm  €<^gaente>  .  ^  • 

II.  E  la  maggiore,  ovvero  minore  di'dttc  proporzioni  «^i  f 

che  anno  il  medefimo  antecedente,  \  il  minore y  ovvero  relpet* 
tivamcnte  il  maggior  conleguente. 

Imperocché,  lufllitendo  pel  teorema  prefente  quefta  propor- 

zionaliÀ  4  •  7  C  •  -0  >  ne  fiegue  pel  cotoiiatie  X.  de'prìillr 
cipj,  che  fe  C  è  maggiore,  o  minore  di  J3,  far^ n^aggiore , 

ovvero  mtnofe  di  7  ;  e  quefta  è  la  ]^rUova  della  prima  (arte* 

Ne  fegue  altres\  per  lo  fteflb  corollario  X  de'  principj ,  che 

fe  4  è  maggiore,  ovvero  minore  di     ,  la  C  lark  maggiore , 

ovvero  relpettivamence  nimore  della  B;  c  quefta  è  la  prova 
della^  feconda  parte. 

*  14  prima  parte  di  queflo  còrollario  óoittiené  um  nuAva  djU 
jnoftrazione  del  corollario  XIX,  de' principj,  e  confcguentemcn- 
te  della  feconda  parte  delia  pfopofiauone  VIIL  del  V.  libro  d' 

Euclide. 

E  la  feconda  parte  di  quefto  corollario  contiene  una  nuova 
dimoftrazione  della  feconda  parte  del  corollario  XVI.  de'  prin- 
cipj ,  vale  a  dire  della  iÌBCOiida  parte  della  propofìzione  X.  del 
y.  libro  d'Euclide. 

COROl'LÀIlIO^.II.  •  -  \ 

0Ue  propoRMÙ  9giuii  ^,  ^  »  che  amo'»  luMa»  ant»» 

cedente,  anno  eguali  i  cofifegaemi. 

Imperocché  avendofi  per  quello  teorema  la  fi^uente  propor- 

zionaUti^.  ^  /  :  C  .  B,  ed  cffendo  per  l' ipoicfi  «-sì^jfar^ 

altre»!  pel  corollario  X.  de*  principi  C=^. 

.  Que- 
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Delle  Pi^oroucoifl  OgamUrlcm  •  Sf 
QueAo  QoroUado  comicnc  una  niiova  dimodrazione  della  Te* 
conda  parte  dei  cófoUano  «XXL  dof  principj  >  cioè  deUa  fiKOn* 
da  parte  della  propoGaHmo      M  V.  UÙo  d*  Sudidt  •    - . 

CoKOLLaato  IIL 

S laao  date  due  proporsioni  4y  4y  che  abbiano  uno  ileflb  an» 
'tecedenie  ^)  e  afliunafi  in  virtù  del  poftulato  una  proporzio- 
ne ^ ,  che  fia  eguale  alla  prima  proporzione  data  ^ ,  e  che  at- 
bia  per  fuo  antecedente  il  confeguente  C  della  feconda  propor- 
Vtme  data  ,  * 

AiTuman  ancora  una  quarta  proporzione  ,  che  abbia  per 
fuo  antecedente  il  conseguente  B  della  prima  proporzione  data 
^ ,  e  per  fuo  confeguente  abbia  il  confeguente  X  delia  prima  pns 

porzione  aiTunta    ;  io  dico,  c)ie  1^  feconda  proporzione  dat^i  <^  ^ 

uguale  a%  ftconda  proporzione. Tlflùnta '  -  -  ' 

Imperocché  pez  ^uefia  s^nia*^  «4 '    ^  -^-^  ^-  ^ 
ma  m*  j  .  p   *-  C      adunque  pel  '  CoroHarìo  XI.  de' pclfaci^ 
iiii&fte  quella proporzionalitìi;  (^}  7  •  - 

^11  di  cui  primo  termine  eiTendo  eguale  per  la  coftruzione 
al  fuo  terzo  termine  j  ne  fegue  pel  moUario  de*  princì» 
pj,  che  anche  7  fecondo  termine  di  ^  è  uguale  al  di  lei 
quarto  termine  j  • 

Scolio* 

  •  •      •       •    %        -,       •  ■  . 

E'  vifibile,  che  in  quedo  toroUario  fi  contiene  la  maniera  di. 
.tiasfonnare  due  proporzioni  date^  che  abbiano  il  medefìmo  an- 
CQcedcatei  in  due  altre  proporzioni  ad  effe  eguali,  che  abbia- 
li 1  no 


l5o  TEOHIA  GElTERALm 

no  il  medefimo  conlcguentc,  in  modo,  che  gli  antecedenti 
delle  due  nuove  proporzioni  fieno  gì'  ifteCsi ,  che  i  confeguen- 
ti  delle  proporzioni  dare,  ma  fieno  prefi  con  ordine  inveriò) 
come  a£parilbe  dalla  proporzionali^  (i). 

Corollario  IV. 

S  leno  le  quattro  grandezze  omogenee  jfy       C ,  Z>y  io  di- 

.      A     A       c  B 

co,  che 

Impemchc  per  quefto  teorema  j.  ^.*.*C.B,  e  pel  teore. 
na  III'  5**  ^:.*C*Bi  adunque  pel  coiollaiio  XI»  de'frìncipj 

A     A       C  B 
W'G''  D'D* 

CoROLLAIlfO  V« 

S  leno  parimente  le  quattro  grandezze  omogenee  By 
D;  IO  dico,  che  j-j::  yg-. 

C  B 

Imperocché  pei  teorema  III.  j  •  J  •*  •*  ^  •  -S ,  e  per  quello 
teorema  j.  ^::C.B;  adunque  pel  coioUarìo  XL  de'  ptinapf 

C    B       D  D 

Corollario  VI. 

Sb  jftaa     come  D  fta  a  B;  io  dico,  che     è  uguale  a  C. 

imperocché  j-.^::D .B  per  quello  teorema ,  e  peìr  Tipo- 

AC'  •  * 

ìefi  adunque  pel  corollario  XI*  de' prìncipi' 

^* 5*  >  c  conTeguentemente  pd  coioUano  XXL  de' 

A  C 

principi  5=^;  laonde  pel  medeilmo  corollario  XXI*  de'prìn- 
cipj  A:^C» 


GpROI^ 
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Dilli  Paopo&zionx  GBOKzrntcHB.  ét 

COEOLLARiO  VfL 

S  £  fi  ^  quefta  propoi^HHialidk  j«       j*  5>  ^  dico,  che 
A::zC. 

Imperocché  trafponendo ,  fi  ayr^  F  '  5"  '  *  Ì"  '  5"  »  ™^  ^ 
teorema  piefente  ^ .  ^::D*B  ;  adunque  pel  corollario 

de'  principi  J"*  jj'*^'^J  ^  quindi  pel  precedente  coroUa- 
xio  jtznC»  \^ 

Altrs  ^moftraxtone  di  quefla  corollario* 

P  Oichè  per  1*  ipotefi  j  •  ^  •  •*  j       ^^''^  P^^  corollario  XXIt 

de'  principi  5  eguale  a  2j^,  e  per  lo  fteflb  corollario  XX1«  de* 
prlncipj  iark  eziandio  ^  eguale  a  C  • 

Corollario  Vili. 

S  E  fi  k  quefta  proporzionalità  j.*  ^'•'•*  y  •  g"*      dico,  che 
D  è  uguale  a  C.  ^ 
Imperocché  fi  avrìi  pel  corolLXXLde*  principj^  eguale  ad  ^  9  • 
€  quindi  pel  CòroUarlo  H.  di  quello  teorema  D  bA  eguale  a  C 

Teorema  X. 

Pofte  quattro  grandezze  Cy  D,  le  due  prime  delle 

quali  fono  tra  loro  omogenee,  e  le  due  ultime  fono  omdge» 
nee  tra  loro.    Se  la  prima  fta  alla  feconda,  come  la  terza  • 
alla  quarta,  fiarii  ancora  la  feconda  alla  prima,  come  la  quar-. 

ta  alla  terza,  cioè  fa  4  =      anche  4  =  ^» 

In  quello  teorema  fi  dimoflra  il  corollario  della  propofizio* 
ne  IV.  del  V.  libro  d*  Euclide . 

Fri- 
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pEr  ripotefi  A.B.'^C.Dy  e  pel  teorema IIL  j^^.-.'A.M^ 

c  /) 

come  pure  -.-.'CD,  adunque  pel  corollario  XII.de*prui. 
cipj  f .  i>r>  pel  cotollario  VII. dc'priiiclpi  ^  =  |  ; 

adunque  pel  corollario  XXI.  de*  pruicipj -^s^.  Il  che  do- 
vea  dioioftrarfi* 

Dbpinizionb  XVIL  *     .  ' 

Quefto  modo  d*  argomentare  »  dicefi  ^  cotfveramhf 

Xn  virtà  del  corollario  Vili,  de' prìncipi  abbiamo  quella  pio^ 

^rzionalitk  7  •  j  *  *  5*  •    ;  perchè  pel  corollario  VIL  de'  prin-. 

cipj,  il  primo  termine  di  efla  è  uguale  al  terzo,  e  per  Tipo- 
tefi  il  fuo  iecondo  termine  è  uguale  ai  quarto;  ma  pel  teo- 

rema  IIL,  e  $rafpon€ndo  fi .     .•  ^  •  y ,  e  D  •  C  •*  ^  •  ^  ;  a- 

dunque  pel  corollario  XIL  de'principj  B,A*'.'D*C»  U  che 
dovca  dimflftfarfi* 

Secondo  la  definizione  X.  fia  Brzi^f,  Z>m9«,  e  bA  A 

zzmy         e  C  zr^yo -Mv/*  coficchè  h  proporzione  ^  fark 

la  ftefla,  che         e  hi  propordone  ^  la  fteijà,  che'S^:^' 

come  pure  la  proporzionalità -^s^  lark  la  medefima  ,  che 
2Z:t:-S2!:±Z;       pel  ttottma  VII.  ^^-r--^;  adun. 

■que  ponendo  in  queft^  ulama  proporzionalitll  B  in  vece  deUa 
fua  elpreflione  ny  ^  A  in  vece. della  fua-  eipreifione  m/H-r,- 
D  ìr  cambio  del  fiio  vabre  li/»»  e  C  in  cambio  del  fuo  va- 
lore 
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lore  mffo  -f  r  >  Il  vèdrV  che  lùffifte  Ja  pibpQnionalitk  ^ = ^  • 
IL  che  dovea  dimoilrarfi •  é 

*  • 

Scolio* 

(3  Uando  in  virtù  del  poflulato  (ì  afTume  una  grandezza  X 
talt^*che  àbHafi  -^ae^r*,  dee  prenderfi  Squarta  proporzion»». 

le  dopo  By      Q  P ;  mentre  lari  —  ss  j,  e  traffoncndo  x  — 4f  • 

•  •  • 

Corollario  L  * 

S  Iene  F ,  e  G  due  grandezze  ,  che  poffono  eflere  anche  di 
fpecie  diverfa ,  ed  X  elprima  ^uaiun^ue  numero  ;  io  4ÌQ0}  <^ 

—  ®  • 

jj— le* 

.  IniperoccU  pei  corollario  XIII.  de*  principj  -j-S8-^  ;  ^ 

S  c  o^  I  O. 

rifulia  r  infrafcritto  ' 

Q^aalfivoglia  aliquota  al  Tuo  tutto  ila  come  V  alif uotji  ilnaiie 
di  qualunque  altro  tutto  al  medefimo  fuo  tutto:  *  *  ' 
:  1  due  tutti  pedono  cffere  tra  loro  non  omogenei*  .  '« .  .  . 

DmoSTRAtlOMRj  :     ^.  » 

ClHiamalt^il  primo  tutto  ^  F  qualfivoglia  fua  aliquota,  ed 
L  il  numero  delle  volte,  che  efla  entra  in  come  pure  fi 
chiama  B  l'altro  rutto,  e  G*la  lua  aliquota  fimile  ;  lark  per 
tanto  A  eguale  ad  LF ,  e  B  eguale  ad  LG ,  e  pel  prelente 
corollario  lufllfterk  quefta  proporzionali^  F.  LF/.*  G.XG,  ma 
pei  corollario  IX.  de'  prmcipj  la  medefima  proporzionalit!^ 

ma- 


^4  Teoria  Generale 

4o  k  definizione  Xiy.  in  quefta  girila  "^^'^s:'*^^ ,  ovvero 

ter  raffioma  VIIL  cos\:  2^-*--=^^-<-£,far^  pel  prefentè 
teofema  ^ss^  adunque  togliendo  gràndezze  eguali  da  gran- 
dezze eguali,  cioè  da        —  ,  togliendo  —  >  e  da         —  to- 

sliendo  —  reftei^    =  — .  >     .  » 

Sueilo  corpllario  potri  efprinieHI  cosi:-  •  i 

ivifi  in  qualunque  numero  d'aliquott  fintili  i  €on(«guenti 

A  C 

relpetuvi       e  D  delle  due  proporzioni  eguali  e  tolte 

Juan  te  volte  fi  può  le  AelTe  aliquote  dai  loro  fcfj^tivi  ancece-' 
enti  c  Cj  il  refto,  che  appartiene  alf  antecedente  A  ftat 
al  Aio  confeguente  B,  come  il  refto,  che  ap^tiene  all'ante- 
cedente C  iU  al  fuo  pontpguente       l  termmi  biella  propor** 

sione  ~  poflbno  eflère  non  mnogenei  a  quelli  della  proporzio» 
ne  Tbohjbma  VII. 

Pofte  due  grandezze  A  ^  c  B  omogenee  tra  loro,  e  le  altre 
due  grandezze  C ,  e  D  omogenee  tra  loro>  e  divile  ,  la  prim^ 
^ ,  e  la  terza  C  in  qualunque  numero  d'  aliquote  fimili: 
'  Porto  ancora,  che  la  leconda  B  contenga  fante  volte  le  fud- 
dette  aliquote  della  prima  A  con  un  refto  minore  di  effe,  o  fen- 
za,  quante  volte  la  quarta  D  contiene  le  aliquote  fimili  della 
terza  C  con  un  refto  minore  di  efic  ,  0  reipettivamente  fenza^ 

Jo  dicO|  .che  fuififte  quefta  proporzipnalitk  f~ss^* . 

D I  ICaSTJkA  a  LON£. 

I.  D  Enotando  con  n  qualfi voglia  numero ,  ed  anche  l' unitU  ^ 
e  con  m  qualfivoglia  numero ,  ed  anche  T  unita ,  e  zero,  e  rap- 
prefcntaodo  con  /  ,  e  >'n  1p  relpcttive  aliquote  fimili  di  ,  e  di 
c  con  r ,  e  ro  i  rcfti  (  nulli  ,  o  reali  ),  che  appartengono 
refpettivamentealla  B,  e  alla  D  ;  fi  avrà  Az=,n^  ;  Bumi^f-^r; 

C:^n/o;  D^m/Q-i-ro^ed'^  lark  la  medefima  prc^rzione,  che 
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Delle  Fropoeziowi  Geometriche.  5$ 
-,  ficcomc  l  itó  la  llcflà  che  •       manifefto  pel 


«Ufo— ^f» 

ttorenia  VI. ,  che  quando  i  redi  r  j  c  ro  fono  nulli ,  ~  [  cioè 

^  J  è  uguale  a  ^  ^  cioè  ^  j  y  ma  quanclo  1  reiti  iìid^etlr 
fono  reali 5  fi  denoti  con  H  qualfi voglia  grandezza  omogenea  aU 

la  A*  ed  -  j.-,"  farà  la  medefima  proporzione,  che    ■  ' 

IL  Si  concepifca  ora  l'aliquota/  minore  di  //  (il  che  è  po(^ 
fibile  pel  corollario  IIL  de' principi )  ^  e  fi  rifletta,  che  pel  teo- 

tema  VL  fi  k  ^         ;  ina  pel  còrollario  XIX.  de*  principj; 

^yj^^^i^  è  maggiore  di     ;  perchè  eflendo  H  maggiore  dell* 

aliquota/,  tanto  pià  è  maggiore  del  Mìo  r ,  di  maniera  che  tf 
conlèguente  m^'^t'^H  è  minore  dell'  altro  xonfi^uenre'ffy; 

e  per  k)  fteflb  corollario  XIX<  de'  principj  -^^2^:;;  ^  minote  di 

perchi  il  confegaente  n^^to  è  maggiore  dell*  altro  con- 
lèguente      ;  adunque  pd  corollario  Vili,  del  teorema  ui 

m  *  n^giore  di  ;!;^^,  cioè  di  | .  » 
Ili.  Similmente  fi  k  pel  teorema  VI.        =  — ;  pciw* 

c)ic  la  prima  di  quefte  due  proporzioni  è  la  ftefla  che  .    ""^  \  ' 


é  la  feconda  k  la  ftefla  che  ma  pel  corollario  XIX.  da! 

principj  —^—^  è  minore  di  ^^j^,  perchè  H  è  maggiore  d* 
/j  di  modo  che  Ù  confeguente  m/-^rM'H  i  maggiore  dell'hai* 
tro  confeguente  my^f  j  e  maggiore  di  ,  per- 

che  il  refto  ro  è  minore  dell' aliquota ,  coficchè  il  confeguen- 
te rn^o^ro  è  minore  dell'altro  conlèguente  myo^^o;  adun- 
que pel  corollario  VIU.  del  tèoftmà  U.  -^Z^^^ù  »  ^  7^ 
è  minore  di  — i       di  ^  .      .•  • 
IV,  O*  provato*  nel  fecondo  punto,  che        è  maggiore  di 
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Delle  Propohiioni  Geomctr,iche  . 
t  tfiioma  VUL  7=^-^7»  «4  ^  ^  propor- 

sioni  7^  )  ^  >  quando  fono  reali  (  il  che.  avviene  ^ualun^ue  vol- 
li   è  naie)  fimumo  minori  delie  refpettive  proporzioni  ^  ,  ^ 

pel  corollario  XVII.  de'  principj.  Si  furroghino  pertanto  nella  pro- 
porzionalità (i)  da  provarfi  in  luogo  de' lùoi  quattro  termini  i 
loro  valori  efprefsi  di  lopra,  e  fi  vedrk,  ch'elTa  è  la  medefima) 

che  ia  feguf nte  :  (i)  h--.—^- 

La  quale  pel  teorema  V.  è  fulkiftente ,  poiché  .pel  coroUarìo 

XX^II.  de' principj  le  proporzioni       ed  ^fono  aliquote  delle 

ro^^ettive pioporzioni ^  , cioè  ^^tà^y cioè ^ > e k proporaiom 

^ ,  ed ^  fono  i  refti,  che  laiciano  le  fteflè  aliquote  >  ^d  tolte 
quante  volte  fi  può  dalle  proporziòni^y [  cioè    ]  ,  ed  ^ 

fcioè       conforme  chiaramente  apparifce  a  chi  confiderà 

la  colà  con  mediocre  attenzione  ;  adunque  la  ^roporzionalìth 
che  equivale  alla  proporztonaUtk  (a)  fiijsifte  anch*cisa* 
U  chc^dovea  dimoftrarfi  • 

•    Tborem A  IX. 

Due  proporzioni,  che  anno  il  medefimo  antecedentc^ibno  co- 
me t  loro  confeguenti  prefi  con  ordine  inverib ,  v.  g.  ^  •    .* .* C.B. 

DmOSTIlAZIONB. 

Pei  teorema  VIU.  |  .  ^ . .  |  .  |  ;  ma  pel  corollario  VII.  de' 
principj -IsE.;  adunque  pel  corollario  IX.  de' principj  ^  •  ^ 
j.-j;  ma  pel  teorema  IH.  -  . -.-.•C. adunque  pel  co- 
rollario XI.  ^'pfincipj  ^  .^.'fC.B.  4X  che  doveadimoftrarfi. 


.    COEOLLARIO  t       ,  ' 

i.  Di  àìM  proporzioni  le  quali  anno  il  ttxéiéRtùo  aii* 

tecedente,  quella  è  ms^iorcf,  ^he  l  fl  mìm¥  confcguente  ,  t 
queHa  è  minore>  che  %  il  fn^gg*<*r  CQlifcgUeiiie.%  • 
•II.  E  la  maggiore,  ovvero  minore  di  dùe  proporzioni  ^i  » 

che  anno  il  medeiiino  antecedente,  \  il  minore ^  ovvero  reipet* 
tivamente  il  maggior  conleguente. 
Imperocché,  lui&llencki  pel  teorema  prefente  quefta  propor- 

zionalidi  4  •  7^  * •  ^  •  ^9  coidlarie  X,  de'pritt^ 

€ipj,  che  fé  C  è  maggiore»  o  minox^  di  JS»  fark maggiore  1 

ovvero  minore  di  -^y  e  qucfta  è  la  prUova  della  prima  parte. 

Ne  feguc  altresì  per  lo  ftcflb  corollario  X.  de'  principi  )  che 

fe  ^  è  maggiore,  ovvero  minore  di  <^  ,  la  C  iàià  maggiore , 

ovvero  reattivamente  minore  della  3/  e  qudU  è  la  'piova 
della*  feconda  parte. 

*  Li  prima  parte  di  quello  còrollariò  éoif tiene  una  nudva  & 
anoftrazione  del  corollario  XIX.  de'jprìncipj,  e  coftfegaentemen^ 
te  déllà  feconda  parte  della  .propofiìnoiie  VIIL  del  V.  libro  d* 
Euclide. 

:  £  la  ièconda  parte  dì  qnefto  corollario  contiene  mia  nuova 
dimoftmzione  òék,  fecoidà  p^te  .del  QOfoUario  XVI.  de*  pri»> 
cip;  y  vale  a  dire  della  ièconda  parte  della  propofizìone  X*  del 
y.  libro  d'Euclide* 

CoaoiLAkio^.I.L  ...  ' 

|DUe  proporzioni  $guali  79^9  che. anno  un  medeluno  ante* 

Ccdente^  anno  eguali  i  cohfegoenti. 

Imperocché  avendoli  per  qùefto.  teorema  la  feguente  propor- 

iiònatitìi  ^ .  ^  .•   C  •      ed  cfflcndo  pér.  P  ipotcfi  ^^^^ 

altre$'i  pel  coroil4rio  X.  de  principj  C^B. 

.  Que- 
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Quefto  coioUarlo  coKiiene  una  mov^  diiii«ftnttume  dellt  6» 
Qonda  patte  del  cóiolkrio  iXXL  df(^  prìncipi  >  cioè  della  ftcòn* 
da  parte  deUa  propnOame  IX.  dei  V.  Uteo  d*  Euclide.  - 

CoaoLtaaio  IIL 

Sluio  date  due  proponioni  4)^1  che  abbiano  uno  fteflb  a» 
decedente      e  attumafi  in  virtù  del  poftulato  una  proporzio- 

ne  —  ,  che  fia  eguale  alla  prima  proporzione  data —  ,  e  che  ab- 
bia per  fuo  antecedente  il  confeguente  C  della  ieconda  proporr 
sione  data  ^  .  ^ 

AiTumail  ancora  una  quarta  proporzione  —  y  Cihe  abbia  pe^ 
ftto  antecedente  il  confeguentt  Jt  della  prima  proporzione  data 
^  9  e  per  fuo  confeguente  abbia  il  confeguente  X  della  prima  prok 

porzione  afliinu  ^  ;  io  dico^  cbe  h  ieconda  proporzione  datft  ^  <^ 

uguale  all^  i<tC9nda  proporzione  ^fTunta  'j^  •  *  . 

;  IinpemcUyec  qoeflo  pfHcm^  ^4  *  ^  ^  ^'^^'^ 
ma  III.  ^  .7  .-  /  C  jBy  adun<jue  pel  corollario  XI.  de'prihcipì 
iìiflìfte  quella  proporzionalità;  ' -"x  'x  *  ' 

^11  di  cui  primo  termine  ^  pflèndo  e](pale.  per  la  corruzione 
al  fuo  terzo  termine  j  ne  fegue  pel  corollario  XX.  de*  prìnci* 
pj,  che  anche  jt  fecondo  termine  di  cflà  è  uguale  al  di  lei, 

quarto  termine  7  • 

...  .  •  ,  •• 

Scolio. 

vifibile»  che  in  qiiefto  icondlario  fi  contiene  la.  maniera 'ili. 
trasformare  due  propofziont  date^  che  abbiano  il  medefimo  ah^ 
tcìcedeatei  in  due  altie  proporzioni  ad  eflè  eguali  y  che  abbia» 

Ha  no 


^  T  £  O  H  I  A  GlHKAALB 

no  il  medenmo  confeguente,  in  modo,  che  gli  aoMedenti 
delle  due  nuove  proponioni  fieno  gTìfleftit  che  i  confeguen» 
ti  delle  proporzioni  dare  ^  iM  fieno  prefi  con  ondine  invsvfb  ^ 

come  a^arilcc  dalla  proporzìonalitìi  (i). 

Corollario  IV. 

Sleno  le  quattro  grandezze  omogenei  jt  y  Bj  C  y  D;  io 
,     A    A      c  B 

Imperocché  per  quefto  teofema  j,  ^::C.By  e  pel  tconcw 
^  IXJ.  £.  ^::C»Bi  adunque  pd  corollario       de' principi 

Jl    A       C  B 

Corollario  V. 

S  leno  parimente  le  quattro  grandezze  omogenee  Ay  By 
D;  10  dico,  che  7  7     ^-  c  • 

C  B 

Imperocché  pel  teorema  III.  j .  j  ;  C .  B ,  e  per  quello 

D  D 

B'C 

C    fi       D  D 


teorema  §.  ^.':C.B;  adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj 


Corollario  VI. 

S  E  -  fta  a  ^,  come  £>  fta  a  B;  io  dico,  che  ^  è  uguale  a  C 

imperocché      i.-.-D.B per  quefto  teorema,  e  per  l'ipo- 

tefi  :D  .B  ;  adunque  pel  corollario  XL  de' principj 

7  •  ^  >  c  confeguentemente  pel  coiollarìo  XXI.  de* 

prìncipi  5=2*;  laonde  pd  nnedefimo  corollario  XXI*  de'prin*  v 
cipj  ASZC» 

G01LOI> 
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COEOLLARiO  Vn. 

S  £  fi  ^  quèfta  proporzionalità  j «  ^•**'  j*  5-;  io  dico,  che 

AC       A  A 

Imperocché  trafponendo,  fi  ayrk  jf*'S^''B'D* 
teorema  prefentc  j        D  •  B  ;  adunque  pel  corollario  XL 

»  'AC 

de*  principi  jj::D»B;  e  quindi  pel  precedente  coroU^- 
xio^ZZC. 

wtf/Tii  dimoftraxjone  di  quejìa  corollario  • 

P  Oichè  per  1*  ipotefi  j  •  ^  •*  ^^''^  P^^  corollario  XXI, 

de*  principj  ^  eguale  a  e  per  lo  fteflb  corollario  XXL  de* 
principj  iaÀ  eziandio  ^  eguale  -a  C. 

Corollario  VIIL 

S  £  fi  à  quefia  proporzionalità  j.-  5**  •  7*  ^>  ^  ^i^»  ^ 
D  è  ugnale  a  C. 

Impeiocchè  fi  avià  pel  corolLXXI.de*  principj  ^  eguale  ad  ^  , 
e  quindi  pel  corollario  II.  di  queilo  teorema  D  iaià  eguale  a  C. 

Teorbha  X. 

Pofle  quattro  grandezze  C,  D,  le  due  prime  delle 

quali  ione  tra  loro  omogenee ,  e  le  due  ultime  lono  omoge- 
nee tra  loro .  Se  la  prima  fta  alla  feconda ,  come  la  terza 
alla  quarta,  Aarà  ancora  la  feconda  alia  prima,  come  la  quar-, 

ta  alla  terza,  cioè  fé  anche  «^s^*         •  ' 

In  quefto  teorema  fi  dimoftra  il  coioUano  deOa  propofizio* 
ne  IV.  del  V.  libio  d' Eudide. 


7  t  •  &  I  A    G  B  W  B  t.  A4 

p£r  Tipoted  ^.B.'^'C.Z),  e  pel  uorema IIL 
c  /> 

come  pure  ^.  -.-'CD,  adunque  pel  corollario  XIL  de* prilla 
<^ÌFf  7  - 1^*'*  I*  catollario  VII.  de'piìncipi  ; 

aduncjue  pel  corollario  XXI.  de'  principj  H  che  do- 

vth  éìmoSJtntù» 

Dbpinizionb  XVir.  '     .  ' 

^^Uefto  modo  d*  argomentare,  diceli ,  convcrtcndù^ 

Steonda  ^moflrgT^ìvne» 

Xn  virtil  del  corollario  VIIL  de' principj  abbiamo  quefU  pio» 

-^rzionalitk  |- .  j--.*  ^ .  ^;  perchè  pel  corollario  VII.  de*prin^ 

cipj,  il  primo  termine  di  efla  è  uguale  al  terzo,  e  per  Tipo* 
tefi  il  fuo  iecondo  termine  è  uguale  al  quarto;  ma  pel  tcp- 

Xtma  ili.,  e  trafponendo  B.A--:  |" .  j ,  e  i) . C .•  y ,  £.  j  a- 

.  dunque  pel  corollario  XII*  ile' principi  B*AfiD*C*  Il  che 
dovet  dimflftfarfi*  *  . 

Tcrs^  d'moftrazjottc  * 

Secondo  la  definizione  X*  fa  J9:risr,  Dzzt^j  e  &A  jf 
zz:m/^r,  e  C=r»i/»-^ro/*coficchè  h  proporzio^je  j  £uk 

U  ftellà,  che  S?^,  e  U  proporrfonc  £  la  ftcflà,  che'S!^ 

come  pure  la  proporzionalità -^s^  fark  la  medefìma  ,  che 
nzzL^^iarlZ;      pel  teorema  VII.  -tr^-^'f  «dun. 

que  ponendo  in.  queA*  ultima  propomionaiit^  JB  in*  vece  della 
fua  efpreffione  iif ,  ^  in  vece  della  iiia-  erpreffione- nif  ^r,* 
li  m  cambio  del  Éuo  valore  njm^  e  C  in  cambio  del  fuo  va- 
lore 
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km  mffo     r fi  vèdrV  cìie  lUflUle  la  pròpQnionaliÀ  J 

&  che  dovea  dimoflrarfi .  é 

Scolio. 

Vi  Uando  in  virtù  del  po(lulaco  fi  afTume  una  grandezza  X 

taltV'ciie  abbiafi -sa:--,  dee  prenderfi  X  quarta  proporziòn»> 

%     s    p  ^  — ^ 

le  dopo  By  jiy  c  P ;  mentre  larll  j s=s  ji  e  traffoncndo  J    jf  > 

ìsiòì'comiertfndo  *^  =  >-'* 

«.  COROLLAKIO  L  * 

S  leno  F ,  e  G  due  grandezze  ,  che  pòffono  effere  anche  di 
fpecie  diverfa ,  ed  i.  elprima  qualunque  numero  ;  io  dii^o,  («he 

.  Imperocché  pel  corollario  XIII.  de*  principj  ^tat^  »  ^ 

Scodo*  • 

Quindi  rifulta  T  infraferitto 

Tb  o  h  fi  m  a*  ' 

Q^ualfivoglia  aHquota  al  Tuo  tutto  fta  come  Tali^uot^  fimitt 

qualunque  altro  tutto  al  medefimo  fuo  tutto:  * 
:  I  due  tutti  pq^no  elTere  tra  loro  non  omogenei»  .  > .  ^  . 

DUiOSTRAftlONBj 

Cniamafi^il  primo  tutto,  F  qualfivoglia  fua  aliquota >  ed 
L  il  numero  delle  volte,  che  elTa  entra  in  come  pure  fi 
chiama  B  l'altro  rutto,  e  GMa  lua  aliquota  fimile  ;  iark  per 
tanto  A  eguale  ad  LF  y  c  B  eguale  ad  LG  ,  e  pel  p*-elentc 
corollario  l'ufTifterk  quefta  proporzionaliia  F.  ;  .•  G . /.G  ,  ma 
pel  corollario  IX*  de'  prmcipj  la  medefima  proporzionai  irli  ri* 


ma- 


^4  TeouiaGemee.al»'-^ 
mane  illefa  ,  fe  in  efla  fi  pone  A  in  cambio  di  LP,  e  B  ifl 
vece  di  LG;  adunque  fi  \  F .  A:  :G  .B.Vl  che  dove»  di- 
nollrariì. 

Corollario  IL 

Sleno  le  quattro  proporaoni      f  >  f  -  ••^t  ^  U  pwm» 

di  effe  fia  eguale  alla  terza ,  e  la  feconda  alla  quaru  ;  Ào  di<. 
CO,  che  li  luogo  quefta  proporisionaiitk -g^s^j™». 

"  '     il  c 

Imperocché  per  l'ipotefi,  e  fowvCTWiwfc  fi  avik  —  =  -  ,  ed 
Xs-:  adunque  pel  corollario  XIIL  del  teorema  II.  lark 

c  di  nuovo  convertendo  "J^f^c^C* 
Quando  il  fegno  dubbiofo  è  negróvo>  F  è  minore  di 

e  G  di  C.  '  ^. 

TborbmaXI. 

Pofte  quattro  grandezze  omogenee  A^  Cy  D*  Sela 
prima  fta  alla  feconda,  come  la  terza  alla  quarta,  llark  aiK 
Cora  la  prima  alla  terza,  come  la  leconda  alla  quarta,  cioè. 

In  ouefto  teorena  fi  dimoltra  la  yopofigofig  XVI*  dei  V« 
libro  a  Euclide* 

Ffima  dimoflfM^iMe  • 
S  i  il  'pel  teorema  IX.  f .  ^;:C.By  e  pel  teorema  III.  S .  | 
'.-.•C.B;  adunque  pel  corollario  Xl.de'principj  j  •      *  5-  •  5  ; 
m  per  r  ìpotefi  adunque  pel  corollario  XXL  de'prìn» 

<i|ì^s^«   Il  cbe.dovea.dimoflrarfi. 

•    *        •  ■  • 

.  f   '  .  Definizione  XVIIL  « 

QfleAò  «odo  d' argomèntare ,  dicefi,  fmmumJk^  e  anchq 


Obub  PtòroMiOKi.Gsoi^Tftimn..  if^ 

0 

^     Se€9mU  d$moflra7;jonc. 
Pei  corollario  VIIL  de' principi  fufsifte  quefta  proporzwnali* 
^  7'  J D  '  "b  *  "  feconda  termine  di  elsa  è  ugna» 

le  al  quarto  )  cfscndo  il  medefimo,  e  il  fuo  primo  termine  per 

ripoteh  è  uguale  al  terzo,  ma  pel  teorema  III.,  e  fra/ponendo 

jt  ^  c  ce 
itf  •  C  •  *  j .  j  9  e  pel  teorema  IX.  £  •    .*  .*      ^  ;  adunque 

pel  corollario  XIL  de' prìncipi  A.CffB*D*  li  che  dovea 
dimoibaifi* 


Tcn^a  dimoftroT^ioHe  •  . 

In  conformità  della  definizione  XI.  fia  JBzTw/,  nyo  ^  e 
farà  -^^ZZm^-fr,  e  C  iz:  w/a -4- ro;  di  modo  che  la  propor- 

aiionalicà  dau  ^s=^  prenderà  quello  afpetto^^^^^s:^^^^^^^  ; 

ina  pel  teorema  V.  fufeiftc  quella  proporzionalità         =^  9 

adunque  ponendo  A  in  luogo  del  fuo  valore  -+  r  ,  C  in 
luogo  del  Tuo  valore  w/o  -+  ro ,  B  in  vece  della  fua  eiprelfio- 
ne        e     in  vece  della  fua  elprefsione  nyo^  fi  vede  ellèrq 

^s^*  Il  che  dovea  dimoftrarfi» 

Corollario  ,I. 

E  fi  k  quella  proporzionalità  •j=^  >  e  il  primo  antece- 
dente A  è  uguale  9  ovvero  ìnaggiore,  o  minore  del  fecondo 
antecedente  C;  anche  il  primo  confeguente  B  è  uguale  ,  ov- 
vero refpettivamente  maggiore  >  o  minore  dei  lecondo  confe- 
guente D. 

Imperocché  penmnamh  fatà-^s^)  ma  per  Tipotefi,  il  prip 

mo  antecedente  A  di  quella  miovif  proporzionalità  è  uguale, 
ovvero  maggiore  9  o  minore  del  primo  confeguente  C  di  eflà^ 
Adunque  pei  corollario  X.  de'  principj ,  anche  il  di  lei  fecon- 
do antecedente  B  è  uguale  »  ovvero  refpettivamente  maggio* 

I  -  re, 


\ 
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re,  o  minore  del  fuo  confeguente  D.    In  qucfto  coroUano 
fi  dimoftra  la  pròpofizione  XXV.  del  V.  libro  i  Euclide. 

CoROLLAmo  IL 

RApprefend  L  qualfi voglia  numero,  ed  F,  e  G  efprinjano 
due  grandezze  tra  loro  omogenee;  io  dico,  che  LF.LG::F,Q. 

Imperocché  pel  corollario  XIII.  de  principj  LF.F::LG.G; 
adunque  permutando  LF  •  LG  ::  F .  G ,  ,  i    r  i  i 

•  Qiiefto  corollario  conùcije  la  pròpofizione  XV.  del  V.  libro 
d'Euclide.  Teorema  XIL 

Pofto  un  ordine  di  quante  grandezze  fi  vogliano  ^,  B,  C, 
Z),  ce.  purché  fieno  omogenee  tra  loro,  e  un  a4tr' ordme  di 
altrettante  grandezze  F,  G,  H,  /,  parimente  omogenee  tra 
loro,  e  tali  che  la  prima  A  del  primo  ordme  ftia  alla  lecon- 
da  B,  come  la  prima  F  del  fecondo  ordine  fta  alla  lua  lecon- 
da  G,  e  la  feconda  B  del  prim'  ordine  dia  alla  fua  terza  C, 
come  la  feconda  G  del  fecond'  ordine  fta  alla  fua  terza  H,  e 
la  terza  C  del  prim'  ordine  flia  alla  fua  quarta  Z),  come  la  ter- 
aa  Hdel  fecond'  ordine  fta  alla  fua  quarta  /,  e  cos\  lempre,  ce. 

Io  dico,  che  la  prima  A  del  prim'  ordine  fta  alla  lua  ultima 
X>,  come  la  prima  F  del  fecond'  ordine  fta  alla  fua 

Qiiefto  teorema  dimoftra  la  pròpofizione  XXII.  del  V.  hbfo 
d'  Euclide  • 

1. 1 L  corollario  Vili,  de'  principi  fa  conofcere  .fulaftcptc  qu^ 
fU  p.roporzioivUitk:  .(O  W  7''  o'  e* 

Imperocché  avendofi  per  T  ipotcfi  |=5?>  ^  ^  etfuerm^f 
1  =  ^7  cioè  il  iÌBCondo.  termine  dell»  propofzionalitk  (s)  e- 
guale  al  quarto;  e  di  più  fi  k  per  Pipotefi  il  prano  ternMa« 
della  medefima  propprzionaliili  (i)  j  cioè  y,  cguak  al  terza 

termine,  cioè  ad 

Ciò 


\ 

Dec^  P&opokkioni  Geometriche.  6y 
Ci^  pollo  fi  confideri,  cho,  in  virti  del  teorema  III.,  e  tra- 

ffonendo  ù.  anno  le  due  feguenti  proporzionalità  ^.C«**  j. 

ed  F.H''  ^.  ^;  adunque,  pel  corollario  XII.*  de*  principj,  - 

ji,C'':F,Hy  cioè  la  prima  del  prim' ordine  fta  alla  fua 
terza  C,  come  la  prima  F  dei  fecond'  ordine  ila  alla  iua 
terza  H. 

■■  II.  Per  provare  ,  che-  la  prima  A  dei  prim'  ordine  fta  alla 
fua  quarta  D,  come  la  prima  F  del  fecond'  ordme  alla  fba 
quarta  /,  riflettafi ,  che  eflTendofi  dimoftrato  nel  primo  punto, 
la  A  ftare  alla  fua  ferina  C,  come  la  F  alla  fua  ter7:yt  H,  può 
immaginarfi,  che  la  À  fia  prima  y  la  C  feconda^  e  h  D  ter^a  ■ 
nel  prim'  ordine,  e  che  la  F  fia  prima ^  la  H  feconda ^  e  la  / 
nel  fecond'  ordine  ,  di  manierachè  raziocinando,  come 
fi  è  fatto  nel  primo  punto,  fi  proverà  del  pari,  ùitA,D*  :F,J. 

III.  £  fimllmente  fi  procederà ,  quando  ciafcun'  ordine  di 
grandezze  ne  comprende  più  di  quattro,,  pa0ando  gradatamen- 
te dal  cafo  delle  quattro  grandezze  al  caio  delle  cinque ,  d4 
caio  delle  cinque  al  cafo  delle  fei,  e  cosli  Tempre,  ec.  e  rìdu- 
xendo  instai  guifa  il  cafo  più  compofto  al  cafo  più  femplkf  'd^ 
h  frjg  grmHi^T^,^   Adunque  il  t^reraa  è,  generalmente  verò. 

Definizione  XIX.  *  ' 

QUefte  modo  d*  aiigomentare  dicefi  per  /*  egi»4ip4  irdinatam 

Seconda  dimoftra^^ionem 

I.  P  Er  r  ipotefi  abbiamo  A,B.»'  F  ,Gy  e  pel  teorema  III. 

AB  'F  'C 

^''f'A,^y  come.  pure.  ^ ..^ -  F* G  i  adunque  pel  t;orol-  , 

lario  XII.  de' principi     •  5" '*  *  ff  *  h  »  ™*     fecondo  termine  ' 
^  di  quella  proporzionalità  è  uguale  per  T  ipotefi  al  quarto  ter? 
mine  ^  ;>  adunque  pel  .corollario  XXI.  de'  principj ,  il,  primo 

termine  —  è  uguale  al  terzo  .^,  £Ìoè  A^jC^^F.H, 

II.  Allorché  ciafcua'  ordine  di  grandezze  ne .  comprende  pià 

Il  di 
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di  tre ,  fi  ofiervi  ciò  che  fi  è  prcfcritto  ne'  punti  fecondo ,  e 
terzo  della  prima  dimoilrazione,  e  nello  ilelTo  mo^o  fi  vedr<^} 
che  il  teoreau  è  vero  generalmente. 

Ten^  dhmflraxjsm. 

I.  pAcciafi  un  ordine  di  tante  proporzioni,  quante  fono  le 
grandezze  del  prim'  ordine  meno  una  ,  e  tutte  quelle  propor- 
zioni abbiano  per  comune  antecedente  la  prima  grandezza 
jì  del  prim'  ordine,  ma  il  conieguente  della  prima  proporzio- 
ne fia  /'  ultima  grandezza  del  prim'  ordine  ;  il  confeguente  del- 
la leconda  proporzione  fia  la  penultima  grandezza  del  prim'  or- 
dme,  e  cos'i  lempre,  finché  fi  giunga  all'ultima  proporzione, 
che  avrk  per  iuo  confeguente  la  leconda  grandezza  del  prim* 
ordine  :  v.  g.  nel  nollro  cafo ,  ehe  è  di  quattro  grandezze  il 

prim'  ordine  di  proporzioni  iarà  queflo:  ^,  ^,  «*• 

II.  Facciafi  ton  le  grandezze  del  fecond'  ordine  un  ordine 
fecondo  di  proporzioni  in  un  modo  fimile  a  quello  9  che  fi  ^ 
tenuto  nel  formare  il  prim' ordine  di  propocziont)  e  nel  cafo 

nollro,  il  fecond*  ordine  di  proporzioni  fei^  il  feguente  jy 
^9  ^  fi  difpongoncf  pofcla  i  due  ordini  di  pi^opoxzbni  cosU 

A    A    A  ,  ^  F     F     F      .  , 

d'c'b"  T'h'g' 

III.  Orafi  k  per  V  ipotefi  B .  C.-.-p.H»  e  fdi  «eovema  JOL 

jf'*B.Cy  come  pure  ^.  ^ffG^Hi  adunque  pd  coroI> 

lario  XII.  de  principi  fi  avrk  5**  7***'  j^'  S**  ^  ^  P^'  ^''^ 
"^tefi  j  fecondo  termine  di  qneft'  ultima  proporzionalitll  e> 
{ualc  ad  ^  quarto  termine  «di  eflà,  adunque  pel  cocdiario  XXi» 

de' principi  fi  v  ede  elfcre  ^  =  ^ .       *  ' 

IV.  Di  nuovo;  per  V  ipotefi  C.D.*-*jf/./ ^  e  pel  teorema 
^  5  '  ^>  c(l  f  '  adunque  pel  cóiollano  XII. 


de'  principi  5'«c**'7'h*       ^  ^  provato  nel  terzo  punto, 

A      T  •  A  T 

che  '5=^7;  adunque  pel  corollario  XXf.  de*  prìncipj  -^s-j-. 

V.  E'  manifefto  ,  che  procedendo  col  medefimo  metodo  fi 
proveA  lo  fteflb  in  qualunque  numero  di  grandezze,  che  for- 
mi i  due  ordini       B^'  C,  D,  ec.  ed  Fy  Hy  Jy  Gy  ec.  aduib> 

que  la  dimoUrazione  è  generale. 

'  ■  *■         '  .  * 

Co&oi.L4itio  |.  , 

D  Inotino py  t  qualfi voglia  numero,  ed  e  C  due  gran- 
dezze, le  quali  non  è  punto  necefiario ,  che  fieno  omogenee 

tra  bro  ;  io  dico ,  che  ^  . 

Imperocché  facendo  due  ordini  di  grandezze,  cioè  pA^  Ay 
qA  da  mia  parte,  e  fCy  C,  qC  dall'  altra,  fi  avrk  pel  corolp 

Jario  XI IL  de^  prìncipj  ^^^  j  e  fi  avrk  eziandio  pel  corot 

A  C 

lario  del  teorema  X.         ^  »  adunque  per  T  egualità  ordina 

ta ,  pAy  prima  4^1'  pnm'  ordine  ila  alla  fiia  ultima  qA ,  oo» 

me  pC  prima  del  (econd' ordhie  fb  alla  fua  ultima  qC^ 

.  Quello  corollari^  contiene  una  dimoftrazione  pofiuva  del 

teorema  VL.  ^ 

C0R0J.LAR10  II; 

'^VSttvsXx  quefia  proporzionalità  -^ss^,  i  due  primi  termini 

della  quale  ibno  tra  loro  omogenei ,  e  i  due  ùltimi  fonp  o- 
]MOgjeoe|r  tra  loro  9  e  p  fignifichi  qualunque  numero;  io  dico^ 

Imperocché,  fe  fi  concepifcono  due  ordini  di  grandezze,  cioè 
pA  y  Ay  B  da  una  parte  ^  e  pC  ^  C  ^  D  dall'  altra  ,  far!^ 

ipA  pC 

c        corollario  Xlll.  de*  prìncipj,  ed  é  per  1*  ipotefi 

^ar— ;  adunque  per  1*  egualitli  ordinata,  pA  prima  del  prim 

ordine  è  alla  fua  ultima  fì,  come prima  dci.fcCQn4'  ordi- 
nC)  è  alia  iua  ultima  p.  ' 

Al- 


Jutra  dimojiraxtone  di  quefto  corollari»  ^ 
indipendente  dal  teorema, 

'AC 

IrEr  la  fuppofizi^ne,  le  proporzioni  e  -  Tono  eguali,  e 
pel  corollario  XXXIIL  de'  principj  j>t  fono  aliquote  fi- 
mili  delle  proporzioni  rcfpettive  ^>  c  adun<][ue  per  iaprt 
ma  parte  del  corollario  IV.  del  teorema  IL     è  uguale  a^  • 

Scolio^  ^ 

Quefta  feconda  dimoftrazbne  contiene  una  nuova  dimodra. 
zione  del  corollario  XIII.  .de' prìncipj ,  perchè  la  proporzione 

d;  egUftlità  j*  è  uguale  alla  proporzione  d*  egualità  ^  pel  co- 


follano  VII.  de*  principi,  ed      e     fono  aliquote  fimili delle 

XJF  LG 

due  refpettive  puroporzioni     ,  ed  • 

COROLLAUXO  III. 

Sia  9  come  nel  precedente  corollario,  qualiivoglia  proporzio- 
nalità A  *B::C*Dy  e  e  q  rappr^fentino  qualfivoglia  nu» 
mero;  io  dico,  che  pA ,  ^B::  pC .  qD; 
^  Imperòccliè  pel  corollario  precedente  fi  k  |t  B  ^  .'^  C  •  * 
e  pel  corollario  M  teotema ÌL3.qB::Dp  qD;  adunque  per 
r  egualità  ordinata  fi  V  ancora  pA.  qB':  :f€  ,qD.     -  .  ' 

In  quefto  (^ròilarìo  fi  .dimoitra  la  propófizione  IV.  deH^  li-' 
ìxo  d'Euclide. 

dimopraT^ione  di  quefto  coroUarh.  ' 
Pei  precedente  corollario  fi  ^  ^;=:-^,  e  convergendo  '^:=; 
^  ;  adunque  di.  nuovo  pel  precedente  corollario  fi  4ivi^  0^ 
^«  •  ffievamcnte  afw/£m/0  ^s:-^. 

Sco- 


Delle  Proporzioni  GsoMStAxchb. 
Scolio. 

Quefta  feconda  dimoftrazione  può  efTere  indipendente  dal  teo-* 

•  rema;  perchè  efTa  dipende  dal  corollario  II.,  la  l'econdadcU* 
le  dmioltrazioni  dei  ^uale  è  indipendeace  dal  teorema. 

^^/r»  fioiio. .  . 

E*  Anche  vera  la  propofizione  converfa  del-  prefence  corolku 
no,  cioè  che  le  lufliite  quefta .proporzionalià: 
{i  )  pA  ,  qB  :  :  pC  .  qD  , 

•  SaÀ  lulfirtente  queit'  altra  ancora  : 

(2)  A.B  ::  C.D,  ^  ■ 

Imperocché,  le  la  A  per  impoffibile  non  è  alla  B,  come  la 

C  alla  £) ,  può  Icmpre  concepirli  pel  poitulato  la  gramiez^  ^ 

tale  ,  che  fia  '  • 

•  (3)  A,B:  :C  ,S ,  '      '        '  • 
Adunque  pel  corollario  prefente  farà  .      •  , 
(4)  pA,  qB  :  :  pC  .qS.                            *  ■ 

E  pel  teorema  I.  il  quarto  termine  ^5"  della  proporzionalità 
(4)  farà  eguale  al  quarto  termine  qD  della  proporzionalità  {1)1 
laonde  per  ralfioma  III.  eflendo  qSznqD^  larh  eziandio  5"  e- 
guale  a  Z>,  e  quindi  ponendo  J>  in  luogo  di  S  nella  proporzio- 
nalick  (3),  ne  lifultera  la  proporzionalità  C^)  pel  corollari* 
IXw  de'principj.  Il  che  dovea  dtmoifriirii.  '      •  • 

^COROtLAItlO  IV. 

S  la  qualunque  proporzionalità  -5  =  2;,  e  fieno  gli  antecedenti 

e  C  naaggiori  de' loro  refpettivì  coofeguentii  iodico,  che 

fuflìfterà  quella  proporzionalità: 

Imperocché  pel  corollario  XII.  deh  teorema  II.  fi  ^r±5.B 
;  .•  C  rb  ^  .  £> ,  e  per  lo  fteffo  corollario  fi  à  eziandio  Az+B,B 
::Cz^D  ,  D  ,  ovvero  conuertendo  B  >  A'^  B  :  :  D  •  C^D  J 
adunque  per  T  egualità  ordinata  £^s:2^^ . 

Sco. 


r 


\_  Scolio. 

Si  noti,  che  fe  ne'  fegni  doppj  rt>  ovvero  di  uno  de*  ter- 
mini della  proporzionalità  (i)  fi  prende  il  legno  fuperiore,  dee 
prenderfi  in  tutti  gli  altri  termini  di  efla  il  legno  luperiore  ;  « 
ali'  incontro  ,  fc  ne  fegni  doppj  di  uno  de*  termini  deQa  medef- 
ma  proporzionalitìi  (  i  )  fi  fa  valere  il  fegno  inferiore  ,  dovrìi 
fard  valere  in  tutti  gli  altri  urmini  di  e£>  il  fegno  inferioiSt 

p£r  mezzo  del  teorema  prefente  d  dimoflrano  gl' infrafcritti 
teoremi  • 

Teorema  Primo. 

yVBbian  quella  proporzionalidi  : 

I  due  primi  termini  della  quale  poflbno  eflere  nort  omogenei 
ai  due  ultihiù.  Sia  F  qualfivoglia  aliquota  di  e  (f  T  aliqui^ 
ta  fimile  di  B  ; 

Io  dico ,  che  \  luogo  queft*  altxa  piopoizioiialitli: 

Dimostrazione. 

SlipofPip«efi^=^;  ma  per  b  icoiio  umdti»  al  corali» 

fio  XIIL  de* principj  fi  \  altresì  yss^j  adunque  fer  T iffuJi' 
fi  mdinoià  j:s2^ .  Il  ^  dovea  dlmoftnuil. 

TSORSMA  SbCONDO. 

j^Bbiafi  la  proporzionalitìi  (i)  come  fopra  ,  e  fia  /  qualfi vo- 
glia aliquota  di  M,  t  K  V  aliquota  fimiic  di  N ^  io  dico^  che 
R  luogo  queA'  altra  pfoyorzipnaiiA  ; 


/  - 

Di. 
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DlMOSTRAZIONB. 

Pef  lo  fcolio  anneilp  al  corollario  del  teorema  X.  abbiamo 
j^=^;  ma  fi  fuppone  ^  =  j;  adiux^ue  per  P  cgfMii  wnlitms 

I      K  *  * 

li  che  dovea  dimoftiar(i.  v 

Tborbma  Terzo. 

A  Bbiafi  come  nel  primo  di  quefli  tre  teoremi  la  proporziona» 
litk  (  i),  e  rimanga  alle  lettere  F,  ed  come  pure  alle  kt* 
fere  G ,  t  K  il  lor<2>  fignifìcato  efpreflò  nei  due  primi  teoremi 
di  quefto  fcolio;  io  dico»  cheà  luogo  queft'  altra  proporzionklitk 

Dimostrazione. 
PSr  Io  fcolio  anneflb  al  corollario  del  teorema  X  (i  ^  •;^  =  ^  « 

M       ti  * 

e  per  la  fuppofizione  ma  per  lo  fcolio  ^mieflb  al  coroU 

larioXIII.  de'principj  —  =  -  y  adunque  fer  ì  egualità  ordinata 

4  =      Il  che  dovea  dimoftrarfi.  . 

TEaBBiiA  XIIL 

5  leno  da  una  parte  quante  grandezze  fi  vogliano ,  purché  fie- 
no omogenee  tta  loro,  v.  g.  By  C,  D,  ed  altrettante  dall' 
altra  parte ,  v.  g.  / ,  K  ,  Z. ,  anch'  effe  omogenee  tra  loro  , 
e  tali  y  che  la  A  prima  della  prima  ferie  (lia  alla  iua  feconda  B  » 
come  la  K  penultima  della  feconda  ferie  ila  alla  liia  ultima  L  > 
e  la  B  feconda  della  prima  ferie  itia  alla  fua  ters:^  C,  come  la  / 
antepemjtinga  della  leconda  ferie  fta  alla  lua  penultima  iiC ,  e  la 

ten^  della  prima  ferie ,  ftia  alla  fua  quarta  Dy  come  la  H 
che  precede  V  antipenultima  della  feconda  lèrie,  fta  alla  fua  «m- 
penultima  i,  e  cosi  fempre  con  ordine  inverfo ,  ec. 

Io  dico,  che  la  prima  A  della  prima  ferie  fta  alla  fua  ultima 
Df  come  la  H  prima  della  feconda  ferie  Ila  alla  fua  ultima  L. 

K  Quc- 


Quefto  teo|tma  diraoftia  la  propofizione  iKXIIL  del  V«  libro  d' 
Euclide  • 

Prima  dimflrén^^one  • 

I.  Il  corollario  Vili,  de'principj  mofli»  la  fullillenza  di  ^e* 

Ha  proporzionalità  : 

Imperocché  effendo  per  l'ipotefi  —  =  — ,  cioè  convertendo 

C  K 

=  j-,  il  fecondo  termine  della  proporzionalidi  (i)  ^  uguale 
al  quarto  termine ,  e  di  più  il  fuo  primo  termina  ^  è  anch'  e- 
gli  eguale  per  l' ipotefi  al  terzo  termine  -j- ,  ma  pel  teoiema  UI^ 

e  tralponendo  A.df^*  71  ^  F^^  teorema  IX.  / .  X..«  Ì-  ^  •  ^ 

adunque  pel  corollario  JH.  de' principj  C  .•.•/•  L ,  cioè  k 
frìms  A  della  prima  ferie  fta  alla  fua  nrs^  C,  come  T  amcpv^ 
màtima  I  della  feconda  ferie  ila  alla  fua  Mma  L  • 

II.  Riflettendo,  che  pel  punto  precedente  la^  èaUa  C,  co- 
ma la  /  alla  L,  fi  vedrà,  che  poflbno  confiderarfi  la  A  come 
frima ,  la  C  come  feconda ,  e  la  Z>  come  ten^  nella  prima  fe- 
rie, e  che  poflbno  confiderarfi  ancora  la  L  come  uhi  ma  ,  la  / 
come  penultima y  e  la  Ifcome  muepemUtima  della  feconda  ferie, 
e  fi  vedià  altresì ,  che  cogl'  ifleffi  raziocinj  impiegati  nel  primo 
punto  fi  proverh  (ìmilmente,  che  A •D  g  fH •  L* 

III.  Se  le  due  ferie  coflano  di  cinque  grandezze  per  ciafcu- 
na ,  fi  procederi  come  fi  è  fatto  nel  fecondo  punto  ,  cioè  la 
quma  grandeziza  della  prima  ferie  veiià  confiderata  come  fe- 
€onda ,  e  la  qmnta  come  ter^i^a  ;  la  grandezza  poi  »  che  precede 
r anfepqmlrima  nella  feconda  ferie,  venk  confiderata  come  pe- 
nuitma ,  e  la  grandezza ,  che  fta  avanti  à  quella ,  che  preeeSe 
r  antepenultima^far^  confiderata  come  antepenuhima  ^ 

Il  umile  fi  faÀ  ne*  cafi  9  che  le  due  fene  fieno  cofiituite  da 
pil^  di  cinque  grandezze,  cioè  fi  ^sdk A. gradatamente  dal  cafo 
delle  cinque  al  cafo  delle  fei  ;  dal  cafo  delle  fei  al  cafo  delle 
fette  >  e  cosi  fempre }  ec.  con  ridurre  i  cafi  più  compofii  al  ca- 
io 
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£>  più  fimplkf  delle  oc  graadcne.  Adonque  il  teorema  ge- 
neralmente è  vero. 

Dbpinizionb  XX. 

Q^Uefto  modo  d'argomentare  dicefi  perfigpdhà  fmmkM. 

Sgcmds  diimjkéei^ituu . 

I.  Su  per  iCZi,  cpcl  teorema  III.  ^.  i 

A*By  fi  !i  altresì  pel  teorema  IX.  ^.-^ / .  adunque 
pel  corollario  XII.  de'  principj  fufllfte  quefta  proporzionalità 
%  "  h '* ** Ì  *Ì  ^  ^  iecondo  termine  della  quale  è  per  T ipo- 
tefi  eguale  al  quarto  ^  ;  adunque  pel  corollario  XXL  de'  princi- 
pj il  primo  filo  termine     è  uguale  al  terzo  -j,  cioè  C 

IL  Quando  cialcuna  delle  due  ferie  è  coftituita  di  più  di  tre 
grandezze  9  iàcciafi  quello,  che  fi  è  indicato  nei  pUnti  feconde^ 
c  terzo  della  prima  dimoAraztone,  e  fi  conofceHi.  nella  medefi<* 
ma  maniera  »  che  il  teorema  è  generalmente  vero* 

I.  FOrmifi  con  le  grandezze  della  prima  ferie  un  ordine  di 
proporzbnif'come  appunto  fi  è  fatto  nel  primo  puftto  della, 
terza  dimoftrazione  del  teorema  XIL',  e  u  avÀ  fimilmente 

quefto  prim'  ordine  di  proporzioni  :  ^  >     >  • 

II.  Con  le  grandezze  della  feconda  ferie  facciafi  un  fecond* 
ordine  di  tante  proporzioni ,  quante  lono  le  grandezze  della 
feconda  llerie  meno  una  ,  in  maniera  che  tutte  quelle  propor- 
zioni abbiano  per  comun  conleguente  V  ultima  grandezza  L 
della  feconda  ferie ,  ma  T  antecedente  delia  prima  proporzione 
fiala  prima  grandezza  H  della  leconda.  ferie,  l'antecedente  del- 
la feconda  proporzione  fìa  la  feconda  grandezza  /  della  iecon- 
da  ierie»  V  antecedente  della  terza  proporzione  fia  la  terTa  gran- 
ii a  dezza 
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dezza  K  della  feconda  ferie,  e  cosi  lempre>  finché  fi  giunga 
all'  ultima  proporzione ,  che  avrìt  per  fuo  antecedente  la  pe» 
mhima  grandezza  della  feconda  lene  •    Indi  i  due  ordini  di 
proporzioni  fi  di  (pongano  in  quella  guila: 

A    A    A       H     I  K 

27*  c  •  T L' r*  L* 

III.  Ciò  fatto  fi  arguifca  così  :  in  virtili  dell*  ipotefi  £•€:: 
I,Ky  e  pel  teorema  IX.  ^.  ^/.«B.C;  ficcome  pel  teorem* 

III.       j^::I.K'^  onde  pel  corollario  XII,  de' principj 

^«  ^;  ma  per  T  ipotefi  il  fecondo  termine  di  quefta  pi«^ 

porzionalitk)  cioè  j  è  uguale  al  quarto  termine  adunque 

A  I 

pel  COI  diario  XXI.  de' principj —  =  — . 

IV.  Nuovamente  per  T  ipotefi  C.D::H.I y  ma  pei  teore* 
ma  IX.      ^-'.'CD,  e  pel  teorema  III.  ^.  .•H./;.a- 

dunque  pel  corollario  XII.  de'  principj  5"  •  ^  •*  •*  ^  •  ^  »  ^  P^* 
ciò  eflèndofi  provato  nel  terzo  punto  >  che  il  fecondo  termine 
^  di  quefla  proporzionalità  è  uguale  al  quarto  £•  y  anche  il 

primo  termine  di  effii,  cioè  9  faià  eguale  al  fuo  terzo  termio. 

ne  —,  pel  corollario  XXI.  de' principj,  e  fi  avrìà  A,D::H.L, 

V.  Lo  ftelTo  metodo  dimoftra  evidentemente  la  medefima 
cofa  in  qualfi voglia  numero  di  grandezze,  che  coiUtuir  poifa 
le  due  ferie;  adunque  la  prova  è  generale. 

Scolio. 

M  Ediante  il  prefente  teorema  XIII.  fi  dimoilrano  quelli  tre 
teoremi* 

Tboréma  Pillilo.  ' 

S  la  r  infrafcritta  proporzionalità  : 


DcLLE  PRòvoMfom  OiOMSTRieai* 

£d  F  da  qualfivoglia  aliquota  di  in  maniera,  che  jt  fia 
il  numero  defte  volte,  che  F  entra  in  ^;  io  dico,*  che  lu^ 
ile  queft*  altra  proporzionalità  : 

DiMosTRAziorrs^ 
PEf  r  ipotefi  ^  è  uguale  a  y ,  ed  ^  è  uguale  ad  a* 
dunque  pel  corollario  IX.  de*  principi        J  »       P^^  corol- 
lario XIII.  de'  princip)  —^-^i  adunque  fcr  f  gguslitÀ  fer^ 
ittr^Mjss^.   il  che  dovca  dimoftrarfit 

Teorema  Secondo.  • 

S  Ia  la  proporzionalità  (  i  )  come  nel  primo  di  qnefti  tre  teo* 
lemi,  ed  /  fia  qtalunque  aliquota  di  Jlf  in  modo,  che  L  fia 
il  numero  delle  volte  che  /  entra  in  Mi  io  dico  |  che  fuS» 
fte  queft'  altra  proporzionalitk  : 

Dimostrazione. 

Si  fiippone  j  eguale  ad  j  ,  ed  eguale  ad  If;  adun* 
que  pel  coroliarìo  IX.  de*  principj ~  =  j .  Si  coofideri  ora, 
che  pel  corollario  del  teorema  X.  fi  k  ^ss^ ;  ma  fi  è  pro> 
vato,  cflcre  ^  =  j;  adunque  per  ì  egualità  perturbata  "j^^^ 
Il  che  dovea  dimoftrarfi» 

TeoafiiiA  Terza. 

j^Bbiafi  come  nel  primo  di  quefH  teoremi  la  proporzionali- 
tà (i  ),  e  fieno  G,  e  K  le  aliquote  relpettivc  fimili  di  N, 

e  di  £ ,  in  maniera  che  N  fia  eguale  ad        ^  B  ^  JLK; 

io 
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io  dico,  che  fuifiitono  le  due  propoRÌonalitk  infirafcijtte  ; 
{)  M.LA.'fG.Bp 

MOSTRAZIONE* 

AVendofi  per  Tipotefi  ^=|,  fi  avÀ  rnTponendo  7=7, 

e  pel  primo  di  quefti  tre  teoremi  iark: 

(4)  N,K::LM.A. 

Siccome  pel  fecondo  di  «quelli  tre  mededmi  teoremi  ikrk: 

(5)  G,B::M.LA, 

Adunque  trafponendo  la  proporzionali tk  (4),  fi  vedrk  fuf- 
fiftere  la  proporzionalitk  (  2  )  ,  e  trafponendo  la  proporzionali- 
tà (5),  fi  vedrk  fuiliikre  la  proporzionalità  (3),  Il  che  do* 
vea  dimoflrarfi. 

Gl'  infrafcritti  quattro  teoremi  XIV.,  XV.,  XVI.  XVII.  fo- 
no comprefi  ne'  relpetcivi  quattro  teoremi  X. ,  XI.  ,  XII. ,  e 
XIII.,  in  virtù  del  I.  corollario  del  teorema  II.  tuttavia  non 
faià  inutile  il  confiderare  le  dimofìrazioni  particolari. 

S  £  quattro  proporzioni  poflituifcono  una  proporzionalitk  y  v.  g. 

Io  dico,  che  emvei^ndo  la  feconda  di  efi^  ^  ila  alla  pc^ 
jna      cotDi^  h  quarta  ^  Aa  alla  terza 

Prendafi  pel  poftulatp^s^,  ed  7=79  L  corollario 
del  teorema  IV.  fi  avrk  quella  proporzionalità  • 

(*)  T'Y'^  T'r' 

I  di  cui  primi  tre  termini  lono  eguali  ai  tre  primi  termi- 
ni 
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ni  della  proporzionalità  (1)9  perchè  il  primo  temine'  ^  è 

comune,  e  i  lecondi,  e  terzi  termini  d'ambedue  le  proporzio- 
naiitk  fono  per  la  colìruzione  uguali;  adun<^ue  i  quarti  termi* 

ni  xli  efle  fono  eguali  pel  teorema  L  cioè  ^  è  uguale  a 

Ora  fe  fi  convertono  i  termini  della  proporzionali^  (2),  fi 
\  pel  primo  corollario  del  teorema  IV.  j  *•*  7*  •  y*?  adun- 
que ponendo  in  qued'  ultima  proporzionalitk  in  vece  delie  prò- 

X    X    ji  c 

porzioni  7    refpettive  proporzioni  ad  effe  eguali , 

—  ,  —  fi  a  ancora  pel  corollario  IX.  de  principj  S  '  m"  H  ' 
li  che  dovea  dimoftrarfi* 

Le  quattro  proporzioni,  che  coftituifcono  la  propoizionalid^ 
(  I  )  fi  efprimano ,  come  fi  è  fatto  nei  coroUarìò*  IIL  del  teo- 
rema IL  al  qual  corollario  abbiati  qui  relazione ,  foftituendo 
però  il  numero  nt.  in  cambio  del  numero  ^ ,  conforme  efige 
ripotefi  del  prefente  teorema,  e  la  propofzionalicà  (i)  divcr* 
A  queft*  altra  equivalente: 

mn     R     nx      mx9     Ro  nxo      ^  ^     t    *  ^  «•» 

-  •  5*  •  75— ^  F  •  77  5  *  tonvertendù  1  teniuni  di  queft^ 

ultima  fi  avrk  la  proporzionalità  feguente: 

La  quale  pel  teorema  VIL  è  fuflifiente,  mentre  le  propor- 
zioni parziali       ^  fono  aliquote  fimUi  delle  refpettive  prò 

poizioni  totali         in  vigore  del  corollario  XXXIIL  de' 

principj. 

Ma  in  virt&  del  cintto  corollario  in.  dd  teorema  IL,  e  dek 

la  fuppofizion  del  prefente  teorema  ^=^,^=s^-^^,  ^es 

If*  T —  IT    7  • 
Adunque  fe  nella  proporzionalità  (s)  ^  furrogano  grandez- 
ze 
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eguali  in  cambio  d'  eguali ,  iuITider^  pel  corollario  IX.  àc* 

principi  quefta  proporzionalick  2;  •  j  *      •      ^  dove» 

dimottrarfi. 

Teorema  XV« 
Se  quattro  proporzioni  cofticuifcono  una  proporzionalid»  v.g. 

Io  dico,  che  permutando  la  prima  di  effe  j  fia  alla  terza 
jy  come  la  feconda  ^  Ha  alla  quaru  ^  • 

Dimostrazione. 

pAcciafi  la  medefima  coftruzione  ,  che  k  fervito  per  dimo- 
Itrare  il  teorema  antecedente  i .  e  otterrà  dei  pari  queita 
proporzionalità  : 

Si  moftrerk  ancora  nella  ftefTa  maniera  ,  che  £=:2.  ,  e 

T  ti 

permutando  i  termini  della  proporzionalità  (2),  fi  vedrà  fuf- 
iiicere  pei  teorema  Vili.  T  inirakritta  terza  proporzionalità. 

A     A       X  X 

F  •  r    *  7  •  r  • 

Nella  quale  furrogando  in  luogo  delle  pfoporziom  7 

le  refpettive  proporzioni      d'^  h       ^  eguali,  fi  conoice> 

rà  in  virtti  del  corollario  iX.  de'  principj ,  che  fulUfte  anche 
queita  proporzionalità: 

W*7''B*S*  ^       dovea  diaioftrarfi* 

jiltra  d'fmojìra7;ionc  * 

£Sprimendo  le  quattro  proporzioni ,  che  coftitiiiicono  la  pio» 
porzionalità  {  i  ),  come  «  è  fatto  nella  feconda  dimoftrazione 
del  precedente  teorema»  la  ftelfa  proporzionali^  (  i  )  prende* 
A  quefu  fembianza: 

mn 
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mx     R     mtc      jnjco     Ro   mxp  , 
'd'^B'  D''H'*'f'H' 

'  £  fermutando  i  termini  di  ^ueft'  Mlticaa/,  fi  otitxA  X  in&a- 
fcrkta  proporzionalità* 

(N  mx       R     mxo      R»       nx  mft 
'd'^b'1h"*'7'  D'IT' 

parziali      ^  fono  aliqupte  fimili  dtelle  r^rpettlve  proponsionì 

totali  pd  CQfolUno  XXXUi.  ae' princtpj. 

Ma  per  quanto  fi  è  fpiegato  «ella  fecónda  dimoftrazlon^  del 

•tritr    ^       »««       R       r-           mxo        Ro    C       nx  G 

leorema  XlV.^s^^j;  £  —  _ ^^=7/  5 
adunque  fofticuendo  ncUa  proporzionalità  (3)  gr^dezze  egua* 
li  in  luogo  ^*  ^nali  ,  ne  óTulta  quefta  ptoporzionaUà  ^  •  f 

/  '  ^ .  ^ ,  la  quale  fuiTiTte  pel  (;pr9ÌUrip  XX.  de'  principj  *  Il 
che  iovea  dimoftrarfi  » 

Teorema  XVL 
Skno  da  una  parte  tic  proporzioni,  v,  g.  y>  y>       e  dall' 

alt»  tre  proporzioni)  v.  g.  j-j  ^)  ^  .  <che  fi  ahUano 
quelle  due  proporzionalità  •  . 

Io  dico,  chefiavA  per  V  cffuditÀ  wdìnofé*^' .       £«  ^. 

>DlMOST  RAZIONE* 

I.  I  N  ordine  alla  proporzionalità  (i)  facciaii  la  corruzione > 
di  cui  mi  lono  valuto  nella  prima  dimoltrazione  del  teore- 
ma XIV.)  e  detta  proporzionalità  fi  traimutera  iii  quell*  altra 

7  •  7*  *  "7*  ?9  ^  tenaini  della  quakfi  vedià  fimilmcnte)  e(> 

L  fei» 


•4 
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ferVcfioali  ai  termini  rclpettivi  deUa . jispprzionaUà  (i);  cioè 

IIMn  fr2e  aUa  propmonaHA  pitiniafi  pel  poftu. 

Uto  -  =  e  ficcome  pel  primo  corollario  4cL  teorema  IV. 
fi-  avrà  la  feguente  proppfzioiialità  : 

(3)  j- 7-7- ^ 

Cosi  il  quarto  termine,  di.  .qucftft  ,  cioè  p  far^i  eguale  al 

quarto  termine  della  proporziortaliA  (i),  cioè  ad  ^^lequetto 
m  virtù  del  teorema  I.,  poiché  i  tre  primi  termini  della  pfO- 
porzionaliià  (3)  lono  eguaU  ai  tre  primi  termini  dcUa  proporwoiia. 
liili  (2) ,  cioè  1=5, 1  =  r  P^^f     coftruzione,  ed  .^ss^  pel 

primo  punto .  :  *        '  A  z 

III.  Ora  il  primo  corollario  del  teorema  IV.  moftra  j .  j 

. .  d .  I  ;  adunque  ponendo  in  queft'  ultima  proporzionalità  in 
luogo  delle  .proporzioni  |,  ^,  f  ,  le  rcfpcttiyc  proporzioni 
1,  f,  ~  ad  effe  eguali,  cioè  la  prima,  e  ia  feconda  per  U 
coftruzione,  e  la  terza  pel  fecondo  punto,  avremo  pel  corol- 
lario IX. de' principi  y .  f     7-  ^-  Il  cl»e  dovca  dimoftrarfi. 

Teorema  XVIL 

leno  da  una  partp      ^rppgrzioni,  v.  g.  j,  5,  j;» 

altra  tic  altre  proporzioni,  v.  g.  ^r»  «111       ^  *^ 

biano  quefte  due  proporzionalità  : 

^  A'  t'      P  G 

Io  dko,  che  per /* v^Mi/iir^  ptrtm^  ù!à       f  i^* 

DiMO* 
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I.  I  Ntorno  alla  proporzionaliA  (  i  )  ,  prendafi  pc!  poftulatò 
^s-l)  ed  4^F>  ^  ^  corollario  V.  del  teorema  IX.,  i- 
vfemo  quèfta  propcinuMùUdt: 

I  di  cui  tre  primi  termini  fono  eguali  ai  tre  primi  termi- 
ni della  proporzionàliià  (i),  poiché  ^  è  comune,  ed  ed 
£.  fono  eguali  refpettivamcnte  a  |-,  e  ad  ^  per  la  coftruzio- 

Sì 

^ne;  adunque  pd  teorema  primo,' il  quaito  termine  deii'u- 

na'è  uguale,  al  quarto  termine      dell'  altra. 

II.  Intorno  aUa  proporzionaUtìi  (a)  prendafi  pel  poftulato 
.-  =  i,  e  pel  corollario  V.  del  teorema  JX.  lìiflifteA  qupfta 

acoporzionalidi  : 
/  \  X   z      s  s^ 

B  di  cui  primo,  fecondo,  e  quarto  termini  ipno  per  la  co* 
finizione  eguali'  refpettivamcnte  al  primo ,  tecondo ,  e  quarto 
tcnnine  della  proporzionalità  (i),  cioè  --s:^, 7=77 >  ed  y 

adunque  fono  eguali  anche  i  teizi  urmini  delle  due  me* 

*  ..XP', 
defime  proporzionalitli ,  cioè  —  =  - . 

III.  Finalmente  pel  piìl  volte  citato  cordlario  V.  del  teo- 
rema IX.  iuffille  quefta  piopoirzionaiiti;  . 

/  \  A    z      s  s 

W;  J-  7*'*  Z'A*  ZI 

Adunque  furrogando  in  eila  in  luogo  di  j^y  i>^^ 
equivale  per  la  coftruzione ,  in  camino  'di  j  la  ^ ,  che  nel 

Iccondo  punto  gU  è  ftau  dimoftiau  ^uale,  e  in  vece  di  7  ^  ^  9 

*  ^         ■  . 

I,  a  che 
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che  gli  è  ftata  provata  eguale  nel  ^rirno  punto,  fi  avrk  pel 
eoroUarìo  IX.  de*  principi  y^^-'-.J^-ff-   ^ ^ 

Scolio* 

Il  metodo,  che  ò  tenuto  per  dimoftraré  ^nefti  due  ultimi 
teoremi,  nel  cafo  di  tre  proporzioni  per  parte,  potA  facilmen- 
te applicarli  a  qùalfivoglia  numero  di  proporzioni  per  parte 
tali ,  che  foddis&cciano  alle  condizioni  richiefie  dai  due  tt^ 
remi  geneiatt  Xil.,  e  XIII. 

Tn^aBUA  XVII L  . 

J\  Bbianfi  quefte  due  proporzionaiitk:  • 

(Or-H-'-TT-  .  ■• 

Io  dico,  che  la  piopomone  di  ^  verfo     (la  alla propo^ 

zionc  di  ^  verfo  ^,  come  la  proporzione  di  ^  verfo.  ^  fta. 

»  p       '   Jt  * 
alla  proporzione  di  ^.  vefib  • 

Scolio. 

Poiché  le  proporzioni  ^5  e  ^  fono  glande;»,  pel  teore- 
ma n« ,  e  pel  corollario  II.  dello  fteflb  teorema  |  verfo  f 
li  proporzione  geofhetii<^,  He  fiegue  pel  teorema  IL,  che  la 
proporzione  di  verfo  j  è  una  grandezza,  e  pel  corollario 
IL  dello  ileflb  teorema  ae  fiegue  ancora,  che  la  proporzione  di , 
y  verfo  y  in  onlràir  alla  proporzione  di  ^  verfo  ^kpro- 
porzione  geometrica .  Nella  ftefla  guifa  fi  proveA  >  che  la 
proporzione  di  ^  verfo  ^  è  una  grandezza  ^  e  che  la  prò- 

por. 


Delle  Propor.zioni  Geometriche.  8< 
porzione  di  ^  verib      la  ordine  alla  proporzione  di  ->  veri» 

^  k  propor2ione  geometrica* 

Simiglianti  rifleflTioni  dovranno  farfi  allorché  accaderk  di  con- 
fìderare  le  proporT^ionalità ,  nelle  quali  entrano  otto  proporzio- 
ni ,  le  proporzionalità  ,  dico  fimili  a  quella ,  che  nel  teoieilia 
prefente  fi  propone  a  dimoftrare. 

pEmmando  le  due  proporzionaliik  «  ottcngoao 

le  due  Icguenti: 

(3)1. £....£.£'. 

•Vale  a  dire,  che  ]a  proporzione  di  1  verib  ^  é  una  gfa»> 

dezza  eguale  alla  proporzione  di  ^  verfo  ^  >  alerà  grandezza. 

*E  che  la  proporzione  di  ^  verfo  ^  ètma  grandezza  egua* 

le  alia  pzoporzione  di  j  verfo       altra  grandezza. 

Adunque  pei  cordkrio  Vili,  de'  principi  la  proporzioiie  di 
j  verfo  —  Ha  alla  proporzione  di  ^  verib  ^,  come  la  prò. 

porzione  di  ^  verib      fta  alla  proporzione  di  j  verfo  ^« 
Il  che  dovea  dimoftrarfi.  * 

Scolio* 

Pe,  meglio  comprendere  quefta  dtmoftmziiAe,  e  altre  fimi- 
li,  convien  fowenirfi ,  che  in  vigore  di  ciò ,  che  fi  è  dimo- 
Arato  nella  feconda  parte  del  teorema  IL,  tutte  le  proporzio- 
ni fono  grandezze  tra  loro  omogenee*  GipveÀ  ancora  efpri- 
merc  con  una  fola  lettera  pe^  ciafcané  le  otto  proporzioni  ^ 
che  coftituifcono  le  prc^orzionalìtk  (i))e(z)di  quello  teo* 

rema  laccndo  ^=:a;  ^  —  b;  j=^f;  ^=d;  2.;=:^;  i  — 

/; 
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g;^^         poiché  in  tal  maniera  le  preporzionaliik 

(  O  >  ^  (  *  )  diverranno  le  fegnenti  refpettivc  .  f  .*  e  .  /.^ 
^.^./.•.•g.it;.ficconic  le  proporzionalitk  (3)>  e  (4)  diven- 
teranno relpettivamentè  le  due  infkaTcrìtte  a.cifh.dy  càe.g 

.•.•/.(^,  ovvero  7  =  7^  ed  •j=7>  di  modo  che  laproporzio- 

nalita ,  che  in  quedo  teorema  fi  è  dovuta  dimollrare  ^  può  d» 
notarfi  piì^  fpeditanieace  così: 
0    #    .  *  / 

RApprefentt  r  una  grandezza  arbitraria  di  quaUivoglia  fpe* 
eie, e  facciafi  in  virtù  del  poftulato:  -^Sj-y^ss p;^^^; 

i     =  -  •-  =  i^;S=:i.,.5  =  Ì:c  in  tal  euiikpei  leo- 

fona  III.,  e  pel  corollario  Vili.,  e  il  corollario  XI.  de'prin- 
.cipj  la  proporzione  di     verfo  ^  farà      e  la  proporzione  di 

£  verfo  —  fark  IT  7  ,  e  in  vinà  della  proporzionalitk  fuppo 

fta  (i)  ,  e  pel  corollario  IX,  de  principj.fi  avrà  js:^,  e 

^  '  j-  ^  —  ^    .  ; 

Similmente  pel  teorema  IH*  9- e  pel  corollarìo  Vili.,  e  il 

corollario  XI.  de'principj,  la  proporzione  di  —  verfo  y  laH^ 

rry  ,  e  la  proporzione  di  ^  verfo  ^  iaA  7  ;  laonde  in 
vigore  della  gro^rzionalitk  fuppofta  (  2  ) ,  e  pel  corollario  IX, 
de^principj  fi  otterrà  yssj,  e  pemufan4o  j= 7.  Abbiamo 
pertanto  due  grandezze  tra  loro  eguali  4,  e eh' io  chiame* 
i&  le  ffime^ffudi)^  c  jÀti^  f^mì^ze  txk  loro  eguali  j:f 
ed  7  (eh* io  chiamerà  le  feconde  fguali)  adunque  pel  corolla^ 
rio  Vili,  de*  principi  la  grandezza  7  prinu  dille  frim  0fftd$ 


Del»  P^orpiipieiti  Q^on^zmie^E.  9^ 
Ita  alla  grandezza  ^  prioia  delle  feconde  eguali  y  Q,omt  la  graiK. 

dczza  ^  feconda  delle  />r/m^  egiM  fta  alla  grandezza  ~  ,  ft* 

conda  delle  fecùndc  eguali  ;  vale  a  dire  iuflìlle  ^uefta  pj-opor* 
zionalitk:  .      *  • 

Ma  pel  teorema  IIL9  e  trafponendo  la  proporzione  è  u* 
guale  alla  proporzione  di  ~  verfo  ,  e  k  proporzione  è  u* 
guale  alla  proporzione  di     verfo  : 

Come  pufe  la  proporzione     è  uguale  alla  proporzione  di 

^  verfo    ,  e  la  proporzione  j  è  uguale  alla  proporzione  di 

~  verfo  —  ;  adunque  furrogando  nella  proporzionali  A  (  5  )  pro- 
porzioni eguali  in  cambio  delle  quattro  proporzioni  a  verfo  c i 
e  verlo  g;  h  verfo  à  ;  f  verfo  b  ,  che  cofhtuifcono  i  quattro 
termini  di  effa  proporzionalità  (  5  )  ■»  vale  a  dire  furrogando 
ne*  quattro  termini  della  medefima  proporzionalitk  grandezze 
eguali  in  luogo  d'  eguali ,  ilark  pel  corollario  IX.  de  principi 

la  proporzione  di  -j>  verfo  <^  alla  proporzione  di  ^  verfo  ^  ^ 

come  la  proporzione  di     verfo     alla  proporzione  di  ^  ver- 

fo  - .  .  * 

Finalmente  fodituendo  in  luogo  delle  otto  proporzioni  -7  >  ^  > 

7>  T"'  7'  7»  7>  7  le  otto  proporzioni  rdpeitiw -  ,    ,  ~  , 

F^H^      7*  ^  ^  coftruzione  fono  alle  prime 

otto  correfpettivamente  cenali ,  refterìi  in  virtdi  del  cofollarìò 
I. ,  e  del  corollario  -IX;  dd  teorema  II.  9  cin  'yirtft  del  coro^ 
lario  Vili,  de*  prìncipi  ledeÀ^  dicO)  dimoftiato  il  teorema* 
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f.        g:,^        poiché  in  tal  nianicra  k  prepomonaliti, 

(  i  ) ,  e  (  2  )  diverranno  le  fegiienti  refpcttivc  * .  f  e  .  /  ^ 
ed  #./•  'g'b ;  ,  ficconie  le  pipporzionalitk  ( 3)^  e  (4)  diven- 
teranno lelpettivamentè  le  due  infìafcntte  a.ei.'k.dj  càt,g 

af.hy  ovvero  ^  = ,  ed -j  =  ^  >  di  modo  che  la  proporzio- 

nalitk  y  che  in  quedo  teorema  fi  è  dovuu  dimoftrare ,  può  do- 
notarfì  più  (peditameate  cosi: 

Altra  dimùflraTfìom  M  feomna* 
R.ApprereHti  r  una  grandezza  arbitraria  di  qualfivogUa  fpe- 
eie, e  facciafi  in  virtù  del  poftulato:  -5  =  j-;^=s  j-;  ; 

Ì  .£  =  l.  -^  =  i;S=i.;J5-:£.jc  in  tal  euilk pel  fCo- 
rema  Hit*  e  pel  corollario  Vili.,  e  il  corollario  XI.  de'prin» 
cip)  la  proporzione  ^  <j  verfo  ^  farà      e  la  proporzione  cÙ 

j  verfo  ^  fark  ZI  5  e  in  virtù  della  proporzionalità  fuppo 
^  (i),  e  pel  corpUario  JX,  de  principj. ii  avrà  jsy-,  e 

Similmente  pà  teprema  III,  ,  c  pel  corollario  Vili.,  e  il 

•  o  p 

corollario  XI.  de*  principj  »  la  proporzione  di      verfo  j  far^ 

rr-j  5  e  la  proporzione  di  j:  verfo  i  faÀ  ^  ;  laonde  in 
vigore  della  gro^rzionalit^  fuppofta  (  2  ) ,  e  pel  corollario  IX. 
de^ principi  fi  otterrà  yss^,  e  femmn4o  .j  =  ^» .  Abbiamo 
pertanto  due  grandezze  tra  loro  eguali  4 ,  e  ^  (  eh'  io  chiame- 

x&  le  pHmetgtudé)^  e  due  ^tie  gnindezze  tr»  loro  eguali  ^xì 

ed  ^  (eh* io  chiamerà  Je  feconde  eguali)  adunc^ue  pel  corolla^ 
rio  VIIL  de' principj  la  grandezza  f  prinu  delle  prime  e^i 
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§U  alla  grandezza  4-  prima  delle  fecqn^  e^ualty^  come  la  graj>. 

4ezza     feconda  delle  ^nW         fta  alla  grandezza  ^  ,  fe^ 

conda  delle  /ccondc  eguali  ;  vale  a  dire  fui&de  quella  propor« 
zionalitk: 

Ma  pel  teorema  HI.  9  e  trasponendo  la  proporzione  —  è  u* 
guale  alla  proporaone  di  <^  verfo  ,  e  la  proporzione  è  11- 
guale  alla  proporzione  di     verfo  ^  5 

Come  pilfe  la  proporzione     è  uguale  alla  proporzione  di 

—  verfo  y  ,  e  la  proporzione  j  è  uguale  alla  proporzione  di 

verfo—;  adunque  furrogando  nella  proporzionalitli  (  5*)  pro- 
porzioni eguali  in  cambio  delle  quattro  proporzioni  a  verfo  r/ 
e  verlo  g  ;  h  verfo  d  ;  f  verfo  b  ,  che  colhtuifcono  i  quattro 
termini  di  effa  proporzionalitli  (  5  )  >  vale  a  dire  furrogando 
ne'  quattro  termini  della  medefima  proporzionalità  grandezze 
eguali  in  luogo  d'  eguali ,  Aark  pel  corollario  IX.  de'  principj 

la  proporzione  di  7  verlb    alla  proporzione  di  ^  verfo  ^ 

come  la  proporzione  di  —  verfo  ^  alla  proporzione  di  ^  ver- 


Finalmente  foRituendo  in  luogo  delle  otto  proporzioni  ^  ^ 
7>  71  7>  7>  7>  7  le  otto  proporzioni  rdpettive - ,    ,  ^  , 

F*»      X>  71  ^>     4^       ^  coftruzione  fono  alle  prime 

otto  coritfpettivaroente  eguali ,  refterl  in  yirt&  del  coioUariò 
L ,  e- del  corollario  IX;  teorema  II. ,  e  .in  virtà*  dd  corok> 
lario  yiU*  de*principj  xefteÀ^.dicoy  dimoftmto  il  tsoccma* 


8t  TfiO».iAGsiiiaÀi£ 

DiFiNirioNB  XXL 

Dico,  che  una  proporzione  fi  moltiplica  per  un'altra,  quan« 
do  fi  prende  una  nuova  proporzione  tale,  che  fia  quarta  pro- 
porzionale dopo  la  proporzione  di  egualità,  la  proporzione  mol- 
fiùlicanday  e  la  proporzione  molfiflicante  ;  v.  g.  U  proporzio» 

me  ^&  moltipliM  per  la  proporzione  quando  fi  pitnde  una 
nuova  proporzione  j  tale,  che  abbiali  ^'"i  **  *jf  •  j  • 

Scolio, 

Céc  contiene  una  man/era  di  molttplìcare  U94 
frofm^ionc  ptr  un  édna  • 

^'  Q^LTalun^ue  proporzione  ^  può  m<^tiplicaril  per  qualiìvo- 

glia  proporzione  ^  in  quefta  maniefa. 

Prendafi  la  grandezza  G  onjogenea  alla  F  tale  ,  che  abbiafi 
quella  proporzionalità  B*A:'F,Gy  indi  fi  confideri,  che  pel 

teorema  IV.  fi  avrìi  *j      ^ 'h  ^  nuova  proporzione 

^  farìi  quarta  proporzionale  dopo  la  proporzione  d' egualità  j 
U  mokiplicsndé  ^ ,  e  la  molfiflkém§  ^  >  «  quindi  la  propor* 

A.  •  F 

xione      Tark  moltiplicata  per  la  proporzione  ^  . 

IL  Non  è  neceflàrio,  cbc  i  termini  della  proporzione  «mA 
m/ìksme  ^  fieno  omogenei  ai  termini  della  molrìfUcaa  ^  • 

E'  bensì  ncceflario  ,  che  i  termini  della  nuova  proporzione 

^  (  la  qiiale ,  come  fi  è  detto ,  è  quarta  proporzionale  dopo  la 

proporzione  d'egualit!^,  la  moltiplicata y  e  la  moltiplicante)  fie- 
no omogenei  ai  tennini  deU>  pn>porzÌQne  mohtfUuntti  cioi 

di  ^  >  come  apparifce  dalla  ooibmzione. 


De- 
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Definizionb  XXII. 

Q^Uella  projponBÌone  >  che  naice  dal  moltiplicare  vaiZf  o  mol- 
te proporziom  per  un'altra,  chiamafi  ffoimo  delle  medefime 

proporzioni  cosi  moltiplicate  |  S*  ^  ^  prodotto  delle  due 
propomoni  7  >  a  tenore  di  quanto  fi  è  fpìegato  nell*  antece* 
dente  fcolio,  e  tale  prodotto  eCprimeiì  ancora  così:  • 

Scolio. 

I.  S  £  il  prodotto  di  due  proporzioni  fi  moltiplica  per  un*  altm 
proporzione ,  la  nuova  proporzione ,  che  ne  rìfulta ,  chiamafi 

prodotto  di  tre  proporzioni,  v.  g.  moltiplicando  ^= jX^  per 
Y  fi  avr^|x7  =  jX^xf  csH'tma,  come  1* altra  di  qi». 
fte  due  e^reflìoni  fignificheramio  la  proporzione  purché  fia 
H.G*'-  J.R  ;  mentre  pel  teorema  IV,  fzA  •'•"Z  '"I  > 

dimodoché     fark  eguale  non  iblo  4  ^X'j  9       ancora  ad 

Similmente  prendendo  S  quarta  proporzionale  dopo  JL> 
O,  fi  otterzk  Y  -7  *'  '7  «"l»  eia  proporzione ^iàik  egualead 
^  X  7  9  cioè  ad  7  X  ^  X  7  X  7 ,  che  cfprime  il  prodotto  del- 

,  ..APIO 

le  quattro  proporzioni  7  >  ^  '  T  '  7  * 

II.  Egli  è  dunque  vifibile,  che  con  quefto  metodo  può  fem- 
pre  aflumerfi  una  proporzione  pura^  che  fia  eguale  al  prodot- 
to di  quante  proporzioni  fi  vorranno  ,  e  conlcgucntemente  , 
che  i  prodotti  di  quante  proporzioni  fi  vogliano  efprefli  nella 

leguente  guifa:  ^X^X-^»  ec.  altro' non  rapprefenuno ,  che 

una  projHfTiijMe  y  cioè  equivagliono  ad  una  proporzione  fu^  ; 


M>  TIÒ1.IA   Generale    '  , 

il  che  dee  notarfi  diligcntcmcnic  per  intelligenza  di  ciò,  che 
fi  dìÀ  in  avvenire* 

HI.  Qualunque  pfoporztone  ^  moltiplicata  per  la  propmiCK 

ne  d*  egualità,  v.  g.  per  | ,  dk  un  prodotto  eguale  a  fe  me- 
defima;  imperocctó  per  le  definizioni  XXI^  e  XXII.  •  -5  •*  • 
^  .  -  X-l  ;  pel  corollario  VllL  de  principi  ^  ;.  | . 
li  ;  aduntiue  ^  X  (  quarto  termine  della  prima  proporziona- 
litk)  è  uguale  pel  teotema  I«  ad  <|  »  quarto  termine  della  fe- 
conda • 

IV.  Similmente  la  proporzione  d*  egualità  moltiplkau  per 
qualTiTia  proporzione  ^  dk  un  prodotto  eguale  alla  femplice 
proporzione  ^  ,  imperocché  per  le  defiaizioai  XXL,  e  XXIL 
I .  I     ^  .  I X  «5  ;  ma  pel  coflX)liario  VII.  de'  principi  | .  | 

adunque  pel  teorema  I.  il  quarto  termine 

d^llA  jptima  piopofzionalitÀ  è  ugnale  al  quarto  termine  ^dclla 
feconda. 

V.  Adunque ,  fe  nel  precedente  articolo  IV.  fi  concepifce 

A-=iB^  il  prodotto  |x|  Tarli  eguale  a  |;  donde  è  agevole 

ad  inferire,  che  una  proporzione  d' egualità»  moltiplicata  quan- 
te volte  -fi  vorrai  per  le  medefima ,  o  per  altre  proporzioni  d' 
egualità  ,  darà  iempre  un  prodotto  equivalente  alla  proporzio- 
ne fura  d'egualità» 

VL  Da'  precedenti  articoli  III. ,  IV. ,  e  V.  chiaramente  de- 

ducefi,  che  qualunque  proporzione  ~  moltiplicata  quante  vol> 

te  fi  vorrà  per  lina  ^  o  piik  efprelfioni  della  pmporzione  d*  e* 
guaUtà^  fempredaik  un  prodotto  equivalente  alla  proporzióne 

pura^/ 

£  che 
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E  che  moltiplicando  la  proporzione  d'egualità  quante  vol- 
te fi  vorrk  per  le  medefiin^>  0  per  altre  elpreflìoni  equivalen- 
ii  a  fe  m^defima ,  e  poicia  moltiplicando  il  prodotto ,  che  ne 

rifulu  per  jualfivq;^  proporzicwi^  i  il  gunyQ  grodoUQ  »  che 
ne  verrk^  e^uivaleJÀ  alla  proporzione  pura  ^  » 

R  Apprefentino  ^,  ed  ^  due  proporzioni  in  generale,  i  termi- 
ni dì  uiìa  delle  quàli  poffi>no  ^iSue  ;ip9  pmojenci  a'cenniai  dcU' 
altra»  e  fia  il  prodotto  di  etfe  ; 

Io  dico  primieramejdte  |  phe  le  -4  X  s  ^  uguale  ad    >  la 
farà  eguale  alla  H: 
lo  dico  in  fecóndo  luogo  3  .dv     h  F  ^  vguale  alla    |  il 

prodotto  ^      faA  eguale  9À 

Io  dico  io  ^leizo  luoggo,  .di^ "jX^  è  i%iiale  ad      la ^ 

iarìi  eguale  alla  B:  .e  ' 
lo  dico  in  quarto  luogo 9  .che  fh  1^  jf  t  uguale  aUa  By.i 

prodotto  ^      lark  eguale  ad  «g  . 

'       Pl-IH>STRA2IOKB.  * 

Pl^r  le  definizioni  XXI. ,  <t  XXII.  fi  >  queft»  pioporzionaliu: 

Adunque  pei  corollario  XXI.  de'principj,  fe  ^X^  è  ugua-. 

le  ad  ~  ,  la  proporzione  ^  farli  eguale  jalla  proporzione  d' e» 

gualitk  j  ;  ^  confegnemem^e  pel  icocollario  X  de'  principi 
F  ÙLÙL  eguale  ad  tì.  £  quella  h  la  prova  delia  prima  pafte# 

IL  Ma  fe  F  è  uguale  ad  H,  la  proporzione  ^  ùltì  una 

fA  2    "  pro- 
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«reporzione  d'  egualità,  e  pel  corollario  VIL  de*  principj  fa- 
■slt  eguale  a  ^  ,  laonde  pel  comlbno.  XXL  de'  principj  it 

prodotto  "^X^  ^  uguale  ad  ^.  ' 

■  £  quefta  è  la  prova  della  feconda  parfit*' 
Illr  L'ifpezione  della  medefima  proporzionaliÀ  (i)  fk  co- 

nofcere,  che  fe  -^X^  è  uguale  ^  j^  y  cbè  fc  ^  è  uguale 

ad  «^X^f  anche  ^  è  ugw^e.ad  ciò  pel  corollario  X. 

de'  principj;  adunque  in  virtù  del  inedefinÀ>  corollario/ X.  de* 
principj  eflcndo  •^sij,  la  A  è  uguale  alla  B.. 
.  £  quella  è  la  prova  della  terza  parte*  '\ 
'  IV.  Se  poi  la  ^  è  uguale  alla  B,'  la  proporzione  j  iazà 

d'  egualitli  >  e  pei  corollario  VII.  de'  principj  ^  iaià  eguale  ad 
£  quella  è  la  prova  della  quarta  parte  •    .  « 

TSOREMA  XX 

R  Apprefenti»o  .^>  ed  ^  éue  proporzioni  in  generale,  come 
nel  teorema  precedente,  e  fieno  le  quattro  grandezze  ÌT,  /*, 
T  tali,  che  abbiafi  ^=1  .2— £  .£  =  i  .£  =  1  • 

Io  dico,  che  il  prodotto  delia  proporzione  dau  £  perl'ak 

tra  proporzione  data  —,  cioè  ^X^>  è  uguale  a  ciafcuna  del- 
le proporzioni  fegucnti:  '     .    '  * 
jr  Jf    5  il 

ji>  F'  T* 

DiMoSTaatioNB. 

PEr  le  definizioni  XXI.,  e  XXII.  fi  k: 
j  \  z   A     r   A  f 
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Pel  corollario  I.  dei  teorema  IV. 
f  X  ,  f   X  ' 

,  Pel  corollario  V.  del  teorema-  IX» 
Pel  corollario  V.  del  teorema  IX. 
Pel  corollario  IV.  del  teorema  IX. 

A'  B"  T'  T' 

Si  confidcri  ora,  che  i  primi  termini  di  ciafcuna  delle  cin- 
que proporzionalità  (i),  (2),  (3),  (4),  e  (5)  fono  tra  lo- 
ro eguali  pel  corollario  VII.  cle'principj,  e  i  fecondi,  e  terzi 
termini  di  ciafcuna  di  efle,  fono  eguali  tra  loro  per  la  coftru- 
zione,  o  fono  comuni;  adunque  pel  teorema  I.  1  quarti  ter- 
xnini  delle  medefime  proporzionalitk  iono  tra  loro  eguali  ^  cioè 

yl  F 

il  prodotto  X  ^  è  uguale  a  cialcuna  delie  quattro  proporzio* 
ni  feguenti  ^>  7)  j>  ^-  dovea  dimolbrarfi. 

Scolio, 

Che  €ontiene  quattro  maniere  di  mnlnplicare  ^kJuti» 
fue  fropora^ione y  per  qualjivogfia  altra 
•    fropwr^one  • 

IB^  Vifibile ,  che  da  quefto  teorema  nafcono  quattro  aamere 

di  moltiplicare  qualunque  proporzione  j  per  qualunque  altra 

proponcione  ^  y  poiché  pel  polhdato  pollbno  (emprc  afliimerfi 
le  due  grandezze  T  tali,  che  abbiafì  jzzjy  ed  yzs-^  j 
come  pure  due  altre  grandezze  ^»  T  tali  che  ahbìafi  ^sr^  > 


COROLLAIIIO. 

I.  Confrontando  infieme  te  due  proporzionalitik  (i),  e  (2)» 
fi  proveii  con  un  modo  confimile  a  quello ,  che  fi  è  tenuta 

X  A  F 

nella  dimpilra^ipn^  del  tepr^mai  plxe  fe  ^  è  uguale  ad  i 

anche  ^  faÀ  uguale  ad 

li.  Come  pure  paragonando  le  due  proporzionalità  (i),  e 
(3),  fi  proverà  biella  ft^ITa  j^uiia»  pbe  fe  ^  è  uguale  ad  ^  x  1 

anche  y  farà  eguale  ad 

Hlm  Sljiiniln^cnte  mediante  la  comparazione  delle  due  propor- 
zionali^  (<)»  «  (4)  fi  moftrinll,  che  fe  j  è  uguale  ad 

5X77  5  anche  -  fark  eguale  ad  — . 

IV.  E  in  fine  il  confronto  delle  .due  proporzionalità  (  i  )> 
e  (.5)  fomminidrerk  una  fimigliante  maniera  di  dimoftrare, 

phe  fe  ^  è  uguale  ad  7  X  ^  >  anche  ^  farà  eguale  ad  ^ . 

JDlnoàtiQ  ^%  pi     ^  prop(»r%ioni  in  geaciale  ^  come 
due  teoremi  pfeeedenti; 

Io  dico  in  primo  luogo,  .che  k  j  h  uguale  ad  j  il  pro- 
dotto /j  X     è  uguale  ad  ^  ; 

Io  .dico  in  fecondo  luogo ,  che  fe  il  prodotto  j  X  ^  u« 
gualc  ad  j  I  la  proporzione  j  è  ugualf?  alla  proporzione  j  . 

Dimoftras^joMC  /fella  frìma  forte  p 

J?Er  V  ipotefi  4  =  r  >  adunque  convertendo     = ^  • 

Ciò  podo,  fi  rifletta,  che  pel  corollario  L  del  teorema  IV. 
iuflìlle  quella  proporzionalità* 

(0 
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.  In  oltre  per  le  definizioni  XXL,  e  XXII*  fi  a  ^uefl'  altra 
Aroporzionalick  • 

Tale,  che  il  primo  termine  di  effa  è  uguale  al  primo  tei^ 
mine  deib  proporzionalitìi  (i)      coioUario  VII.  dc'prìncipj^ 

c  il  fuo  terzo  tennine  ^  ^  ^  gi^  provato  eguale  al  terzo  tei> 

mine  j  della  propotzionalitk  (i);  adunque  pel  teorema  I. 
anche  ì  quarti .  termini  di  quefte  duè  proporzionalitli  fono  e- 
guali,  cioè  jX*£=2'*     ^        dovea  dimoftrarfi  in  primo, 
luogo  •  • 
Dimoftras^ume  della  Jeconda  p^t€% 

AI  A  fe  fi  fuppone  7  X  (  quarto  termine  della  proporzio- 
nalità (  2  ) ,  eguale  ad  ^  (  quarto  termine  della  proporzion» 

nalitk  (i),  allora  in  vigore  delio  ftelTo  teorema  I.  faranno  e^ 
guali  i  terzi  termini  di  quefte  due  proporzionalità  ,  cioè  farìi 

,  e  trujponendoy  indi  comvertendo  ^  iaj^  eguale  ad  ^. 

li  che  dovea  in  iecondo  luogo  dimoitrarfi.» 

"  Teorema  XXII. 

Se  tra  due  grandezze  omogenee  C  Ci  frappongano  quante» 
«  quali  grandma  fi  vogliano,  v«  g.JTyZ  y  T  (  purchìè  fi«n0 

«t  eflc  omogenee  );  io  dico,  che  la  proporaione  ^  ^  H  prò» 
dotto  dell^  propotzioai  intmnediCf  cioè»  che  ^  è  uguale  ad 

DmosTKaaioNB. 

PjBI  corollario  I.  del  teorema  i  V.»  fi  j«  j;  ^ 

dmi* 
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dunque  per  le  definizioni  XXL,  e  XXII. fi  k  anco»  ^  =  ^X-|  : 
Similmente  j  •  j  •   f  •  7;  «dunque  per  le  il^ilè  definizioni 

.  rPong^fi.  of»  in  luogo  di        fua  efpreflionc  equivalente  ^ 

>i:|,.«fivedrkcircrcv^  =  lx|x|- 

Si  k  parimente  | .  ^  e  in  confeguenza  ^ss^y( 

^ ,  ma  fi  c  veduto  rifcrc  j.  cgqalc  ad  jXj^Xj,  ;  adunque 
ibfticuendo  'in  cambio  di     qu9ft4  fua  efpreflione»  ne  fiegue, 

che.^^  è  uguale  ad  ^x^xlxl- 

Or  ficcome  è  manifefto ,  che  quefto  modo  di  dimoftrare  fi 
eftende  a  quante  ,  e  quali  grandezze  omogenee  il  vorranno 
frapporre  era  le  due  Ay  tC^  così  il  teorema  ^  generalmente 
vero» 

» 

Definizione  XXIIL 

XJNi  proporzione  eguale  al  prodotto  di  due  ,  o  più  propor- 
zioni, il  i^j^  cMfpoJiéi  delle  medeiime  .proporzioni ,  e  quelte  fi 

dtiamefiiuio  .ccpponenti  di  quella  ;  v.  g.  ^  ft  diià  atmpo/U 

delle  tre  proporzioni  ^ ,  j£  >  ^4  perchè  pel  prefente  teorema 
XXIL  tSk  i  uguale  ai  prodotto  delle  medefimc ,  le  quali  fi 
chiameranno  le  proporzioni  componemn  di-  ^/«t  la  propoizione- 

y  (coniìderata  aeli'  articob  primo  dello  Scolio  anneilb  alla  de- 
finizione XXIL  )^fi  dir^  compofta  delle  quattro  porporzioni  ^  ' 
S  ' 7  '7  >  ^  ^uefie £  cliiameranno  le  proporzioni  cmnfntem 

di  jy  poiché  perciò  che  il  e  dimollrato  nei  due  primi  artico- 

U 


DbUB  ihlOfORSIONl  Ch|«ltBtm.ICHB.  Of 

s 

li  del  citato  fcolio,  eflà  propofìtione  è  uguale  al  prodotto 
(Ielle  quattro  proporzioni  fuddette* 

COROLl^ARlO. 

S  E  le  grandezze  intermedia  tra  A^e  C  variano  1'  ordine  loro  ,  o 
il  loro  numero,  o  il  loro  valore,  oppur  variano  in  tutti  quefli 
tre  modi  iniìeme;  egli  è  vifibile)  che  le  proporzioni  comfonen- 

#»  U  ^  varìado  anch'  cflè.  o  pel  loro  numero,  o  nel  bro  va- 

lore»  o  neir unoy  e  nell'altro  modo  infieme;  ma  dò  non  ò- 
ftante  la  proporzione  ctmpofts  di  cflè ,  che  nel  prefente  teore- 
ma fi  è  dimoftrata  effer  iempre  eguale  alla  medefima  ^>  non 
varia  punto  nei  iiio .valore. 

T'BOaBMA  XXIII. 

Il  prodotto  di  due  pr<^orzìom  è  uguale  al  prodotto  delle 
medefime  polle  in  fito  diverfo,  cioè  ^X^=^X-^  . 

DlMOSTRAZIONB. 

L  P£r  le  definizioni  XXL,  e  XXII.  fi  anno  quefte  due  pro» 
poczionaliù'. 

Prendali  ora  pel  poftulato  la  proporzione  -  eguale  alla  pro> 

porzione  ^  »  e  pd  corollario  I.  del  teorema  IV.  fi  avià  que- 
lla terza  proporziónalidi  : 

.    .  C     A       C  A 

Ma  i  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (  i  )  fono  e- 
guali  ai  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (  3)>  perchè 

^j=^^  pel  corollario  VIL  de* prìncipj,  ^  è  la  fieOà  in«mbe- 

N  *  due 
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iìx  k  propordbnaStli,      ^  per  k  coftruzbne  è  i^uale  a.^  ; 

adunque  pel  teorema  I.  — [quarto  termine  della  proporzio- 
nalità (i)]  è  uguale  ai  quarto  termine  della  proporziòiialitk  (3). 
V,  In  oltre  iì  ^  pel  teòrema  V  1)1.  quella  quarta  propoiu 

2Ìona!itU  : 

.    .  C     C  ,  ,  A  A 

(4;  n*-        c  •  F'  '  •  • 

E  1  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (2)  fono  egua- 
li ai  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (4);  poiché 

Sss^.  ^sp-  per  la  Gofiruzione»  ed  ^  in  asibedue  le  pio- 

fiorziQiiaiit^  è  la  medefima  ;  adunque       teorema  primo,  il 

Fa 

quarto  termine  della  proporzionalick  (2),  cioè^X^  è  uguA* 

le  al  quarto  termine,  della  proponuonaltÀ  (4},  cioè  ad  ^  • 
III.  Nel  primo  punto  di  quella  dimoftrazione  fi  è  provato 

AFA. 

cfTcre  ^X^  =  ^>,e  nel  fecondo  punto  fi  è  provato  eifere 
~X~  =  ^>  adunque  *x^=r^x-^-  H  che  doveai  dimoftraifi. 

AVVSRTIMBNTO» 

I jt.  FA 
N  avvenire  fi  prenderà  indifferentemente  il  prodotto 

pel  prodotto  ^Xj^ ,  e  quello  per  quello,  giacché  fi  è  dimoftrata 
r  eguaglianza  loro  j  e  non  Tempre  li  citerà  il  teorema  XXUL 

Chì  non  rfi  curafle,  che  la  dimoflrazionc  di  quefto  teorema 
XXII I.  dipendefle  dai  teorema  XV. ,  potrebbe  appagarli  dell* 
inlVafcritta ,  che  è  più  breve  della  già  addotta. 
Permutando  la  propo/zionalità  (i)  (ì  k  la  lèguente:  . 

'*  é^'S.  f  ^  ^  ^  F"^  termini  4i  queft*  ultima 
proporzionali^  fono  i  medefimi ,  che  i  pruni  tre  termini  dd- 
la  proporzionalità  (2);  adunque  pei  teorema  L  il  quarto  te^ 

.  mine. 


Diguized  by  GoogI 


ÌHUA  P&OPOKZIONI  GfOMlT&ICHE.  ^ 

mine  ilell*  ulttma  piropontonalitk»  cioè  ^Xff^  uguale  al  quar- 

io  termine  della  proporzionalità  (z),  cioi  ad  •  U  che 
cbvea  dimoltiazft* 

DUe  proporzioni  ^  (Seno  compofte  di  due  proporzioni 
fer  ciafcuiM)  ed  una  delie  ftofoaàoài  componenti  di  ^fia^^ 
guale  ad  una  delle  proporzioni  componenti  di  ^;  io  dico^  che 
^  (la.  ad  ^,  co0«- 1*  4/irir  proporzione  componente  di  ^  fta 
ali'  j//r4  proporzioioe  componente  di 

Dimostrazione* 
L  S  leno  «j,  2^  le  due  proporzioni  componenti  ^  % 

Y  le  due  pnoporzioni  .componenti  di  ^>  .e  fia  ^  eguale  a  ^  . 

Ciò  pofto,  iark  la  ^  fen^pre  aguale  ad  7  X  ^>  ancocchèei^ 
b  fefle  primitivamente  eguale  ad  ^  x    ,  e  quefio  pel  prece- 

F  2  T 

ien^  ceoxeoia;  (ara  iimilmente*  la  ^  Tempre  eguale  &    X  ]^  t 

ancorché  efTa  foffe  primitivamente  eguale  ^  7  X  ]^  ;  fi  avran» 

no  dunque  per  le  definizioni  XXI.  >  e  XXIIL  ie  dup  inira- 
fcritte  proporzionalità: 

V*^  155-  T^  '  5-  D  • 
^xMZ  r'F 

v*^  Ai-  IT**-  r* s*'  • 

IL  Prendafi  pel  poftulato  ^  eguale  ad  £ ,  e     egiàle  a 

indi  fi  confideri)  che  in  virtà  del  coroUarip  L  del  teore- 
ma iV,  fuififionò  Quèfte  due  pnmorzionaliHi  :  .     .  .  ^ 

Mi  W 


.  kj  ,^uci  by  Google 


lOO  T  E  e  H  I  A  G£N£RAI.£ 

Ma  i  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (  i  )  fono  e- 

fuàli  ai  tre  primi  termini  delia  proporzionalità  (  3  )  ,  perchè 

f^i^yjy  ^  comune  ,  ed  -  per  la  coftruzione  e  uguale  a 

adunque  pel  teorema  I.  —  =r  — ,  cioè  il  quarto  termine  dell'  u- 

na  è  uguale  al  quarto  termine  dell'altra. 

I  tre  primi  termini  della  proporzionalit^i  (  2  )  fono  parimen- 
te eguali  ai  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (4)9  at- 

tefo  che  ^  =  ^,«|s=i  per  l'ipotefi,  e  7=^*  la  coftrti- 
zione  ;  adunque  pel  teorema  I.  ^  quarto  termine  deli'  una  è 

Uguale  ad  -*  quarto  termine  dell'altra. 

III.  Ora  pel  teorema  Vili,  fuflìfte  quella  proporzionalità  : 
H  *  L  **  **  H  *  T  '  '^^^         Ibftituendo  in  luogo  delle  propor- 

^  '  I  >  ]^  '  T      refpcttive  proporzioni  ^  ,  |  ,  £ ,  I  ad 
enfe  eguali  ,  fi  vedrà  fumftere  pel  corollario  IX.  de'  principi  1' 
infralcritta  proporzionalità: 
A   r     'y  T 

D  ''S  ''jS'J  *  ^       dovea  dimoftrarfi. 

Scolio. 

Ecco  un'altra  dimoftrazione  più  breve  di  quello  teorema, 
la  quale  però  dipende  dal  teorema  XV. 

SfTendo  per  Tipotefi  y  =  f  ,  farà  pel  coiollario  Vili,  de* 
prmcip;     •  ^        •    >  ma  traffomernh  le  proporzionalità  (  i 

«  "  *  5*5  ••m-p'«T-g  •*M-À>  adunque  pel  co- 
rollario  XIL  de'piincipj         ,,|  .|  ,  e  pnnmami^  £.  j 

«"^  >  indi  naffonendo  ^  '  dovea-m- 

mollrariì  •  *  Co- 


I 

I 


Deue  Propouziomi  Ceomethichi*  lOI 
^  CoRaLLARio  L 

S  e  V  alfra  delle  due  proporzioni  cmponenti  la     ,  cioè 

è  uguale  »  ovvero  maggióte,  o  minore  dell' «/^i  delle  due  prò»- 

porzioni  compimenti  la     ,  cioè  di  y  ,  far^  pel  corollario  X. 

de'  prìncipi  ^  proporzione  cmnpoftM  ^  eguale  »  ovvero  refpee- 

tivaraente  maggiore  >  o  minore  della  proporzione  comporta  —  ^ 
e  ciò  vale  in  qualunque  fico  fieno  difpofte  nell*  efprel&oni  di 
2^  )  e  di  <^  ,  le  loro  reipettive  proporzioni  componam  • 

C  O  R  O  L  L  A  R  I  O    1 1. 

£  Se  la  proporzione  compofta  ^  è  uguale ,  ovvero  maggiore , 

Q  minore  della  proporzione  compofta  ^  ,  anche  1'  altra  delle 

proporzioni  componenti  di  ^9  cioè  ^  farìi  eguale  ,  ovvero  re*' 
ipetc^vamente  maggiore!  o  minore  dell' altra  delie  proporzioni 
€ompMent$  di  —  ,  che  è  la  proporzione  >  e  quefto  pel  corol^ 
lario  X.  de'  principi  ;  ciò  parimente  \  luogo  in  qualunque  fito 
fieno  difpoile  in  ^  >  *e  in  ^  le  refpettive  proporzioni  compo- 
nenti» 

COHOLLARIO  IIL 

\ 

\ 

Q  UalTivoglia  proporzione  ^  fia  compofta  delle  due  proporzio- 

'tv  A 

ni  —  ,  —  ,  e  la  proporzione  fia  eguale  ad  una  delle  propor- 
zioni  componenti y  V.  g«  ad  -  ;  io  dico,  che  la  proporzione  ^ 

e  'pguaie  ali'  altra  proporzione  componente  ^  ; 

•  Imperocché  pel  teoxtma  XXIL»  e  per  la  definizione  ^CXIIl.  . 

la 
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la  ^  è  comfofla  ani^ora  delle  proporzioni  ^  9  ^  ^  <i<Ìunque  pel 
preièatc  teorema  fuflìfte  quella  propprzionaUtlu:  5  •  ^  '  '  £  •  ^ 
oientfe  ia  quella  corollario  la  ^  ,  che  fa  il  iecondo  t^nune 
ddT  nlùns^  pripofiMNialitlic,  fapprefena  là     ,  le  di  cui  pr> 

•  _ 

podioni  €mfumm  ^ ,    ibno  qui  r^pnfcfKgte  dalle  refpctp 

tive  proporzioni  ,  ^  /  adunque  pel  corollario  X.  de'  principi 
£è  uguale  ad*^,  cioè  ^  =  £. 

Corollario  XV,, 
CBe  eùttfkne  ima  muova  ^moftuaf^om  M  mnma  X 

Imperocché  per  quefto  teorema  ^X7^  <^y'X7>  comt 
^  k  mentre  per  Tipotefi  '^s;^/  ma  pel  teorema  XXIL 
f  X7è.lo  Oeifi»,  che  7,  c  7X7^  lo  fteOb,  che  7;iduik. 

quc  pel  corollario  IX.  de'  principj  .  —  .*  /  .  *Ì ,  e  quinci  cfr 
fendo  pei  coroUarìo  VIL  de' prìncipi  7  eguale  a  7  (Sul- «zia» 
dio  pel  porpllafio      de'  prinpipj  i>  eguali^  a  ^  • 

Corollario  V. , 
E  jszjy  anch^  t=7' 

Imperocché  è  vifibile  pel  prefente  teorema  ,  <^e  7X7 

^97X79  come  7  ila  a  j ,  ma  pei  teorema  XXU^  7  x 

^^7')^  ^X^ax^V  adun^  pel  corolbcù»'  IX.  de' princi- 
pi 
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Delle  PR«rt)Ksiolli  Qnoinrktm.  |éf 
ti'i  *ii'i"7rmzptr  ÌB  iuppofiaione  7=7  ;  adunque 
pel  coiollario  JL  de' principi  7^^.  . 

'  Corollario  VI,, 

C^e  contiene  una  nuova  tUmoflraT^ionc  dd  teorema  XI. 
J^E  due  proporzwni  compoflie  ^X7,  é  7X7  fono  eguaU 
tra  loro  pel  primo  corollario ,  poiché  ciafcuna  di  eiTe  k  7  pe» 
una  delle  due  proporzioni  componenti,  ed  7,  altra  proporzio» 

ne  componente  d^Ua  priin^,  è,  «gua^t  a  7  ,  altra  proporzione 
componente  della  feconda,  e  ciò  per  Tipotefi,  ina  pel  teorc^ 
ma  XXII.  7X7  =  7,  e  7X7  =  7;  adunque  7=7.  *  ' 

Scolio. 

Le  dimolbanom  de*  teofemi  X.,  e  XI. ,  contenute  ne'pre. 
cedenti  coiollaf|  IV.,  V.,  e  VI.,  fono  legittimamente  dedot- 
te ,  poiché  dipendono  dai  due  teoremi  XXII. ,  e  XXIII.  ,  le 
prime  dimofbazioni  idc' quali  non  annp  veruna  dipendenza  dai 
IfOF^ml  X.,  e  XI.. 

Corollario  VIL 

Pofti  i  due  prodotti  ^X^,  e  |xy,.epofto  ancora,  che 
^  fia  eguale  a    ;  io  dico ,  che  fuMe  quella  proporadonalidk 

X      V     Z      T        V  T 

p  ^  5.  •  "i  ^  7  •  **     7  ioiperocchè ,  prende^ido  la  propOTzioof 

é  ^8"*^*  ^  T^^>  «  ^  proporzione  l  eguale  a  |x|  (  U 

che  può  farfi  col  modo  elpofto  nello  (colio ,  che  fìeguc  la  de- 
finizione XXI. ,  o  con  le  maniere  addotte  nello  icoiio  anneflb 

al  teorem  XX.:)»  k  propoaione  ;^  iark  cw^tpofll  ddk 

prò- 
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pioponiom  7  )  £)  e  U  pioponione  ^  iaii  o^pofta  deUe  due 

proporzioni  |[9j>  ^  P^^^  definizione  XXIII.*  adunco 
per  quello  teorema  fi  avrà  •^.•|.-.-^.j9maper]a  coftro- 

zione  ^x£=^>  e  |  x  |=^  adunque  pel  corollario  JX.  de* 

.   ,  ,  r    r    z    T     y  T 
prmcipj  ^Xg^.-^Xj  .-.^^.j. 

Si  ^  per  la  definizione  XXI,         ,  . 
u  f     y  r 

^ .  I  .•  .•  Y  .  «I X  j  j  e  trafponendo  ambedue  '^ucfte  propor- 
zionalità fi  ottiene 

7  •  JÌ^7  ''M  •  A>  ^  ipotefi  •pSj;  adunque  pel 

corollario  VII J.  de*  principi  ^  •  7  '  *  ^  •  -f  >  e  confegucntemciip 

4r  9 

te  in  virti^  del  corollario  XII.  de  principj  ^^7X^'*'7*7 
x| ,  e  pemmtmék  yVaÀìtrsfftmmk  ^x^.-jXj  '  •  £1  / 
e  quindi  iè  £  è  uguale,  ovvero  maggiore ,  o  minore,  di  , 
anche  7  X  ^  làr^  eguale  ,  pvvero  refpiettivaniente  maggiore  > 
Q  minoirp  di  ^  X  j  in  virth  del  coroUario  X.  ie' prìncip;. 

Teorp^ia  XXV» 

D  Ue  proporzioni  ^  »  ^  fieno  compofte  di  due  proporzioni  per 

cigfcuna  in  modo  che  una  delle  proporzioni  componenti  di  ^ 
fia  maggiore)  ovvero  minóre  di  una  delle  proporzioni  compo- 
senti  di       e  1*^4  delle  proporzioni  componenti  di  ^  .fia 

ànch* 
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Delle  pROPORziovr  GBOMETK.rcHE.  lo^ 
Anch'  cfik.  maggiore  ,  ovvero  reipetcivameate  minore  deli'  alp 

tra;  io  dico,  che  ^  iark  maggiore»  ower»  xefpetcivamente 
mmore  di     •  • 

Di  MOST.RAZIONB* 

Le  due  proponioni  componenti  di  £  fieno  ~  ,  ed      e  le 

F  i  T  r 

due  proporzioni  componenti  di  fieno  -  ,  e  ^,efia'^  mag. 
gioie,  ovvero  minore  di  —  ,  ficcome  ^maggiore,  ovvero  te- 
fpettivamente  minore  di  j  y  iaià  lempre  ^  eguale  ^  «1 X  ^ 
benché  primitivamente  fofle  3  =  ^X^,  e  ^uefto  pel  teorema 
XXIIL;  ùxk  fimilmente  f  eguale  a  |  x  7,  benché  primitiva^ 
mente  folTe  ~  x  |->  e  ciò  per  lo  ftelTo  teorema  XXIII. .  S' 
immagini  ora  il  prodotto  7^  X  ~  >  e  pel  primo  corollario  del 
teorema  XXIV.  il  prodotto  <^  X  ^  laia  maggiore,  avvero  re- 
Retrivamente  mmore  di  -  x  ~  • 

Per  lo  ftefib  corollario  I.  del  teorema  XXIV.  il  prodotto.^ 
X^^iarìi  maggiore,  ovvero  relpetnvamcnte  n^inore  di  ^  X  j-  ; 
adunque  tanto  piìt  il  prodotto  (  cioè  la  proporzione, 

compatta  ^,  che  gM  equivale)  ^  maggiore,  ovvero  reat- 
tivamente minore  del  prodòtto  "f  X  j  (cioè  della  proporzione 
compofta     ad  e0b  equivalènte > •  Il  che  dovea  dimol^nrfi.  . 

'    Teorema  XXVL. 

Pofto  un  ordine  di  quante  grandezze  fi  vagliano  C, 
2) ,  ec  purché  fieno  omogenee  tra  loro ,  e  un  altr^  ordine  d' 
•frettante  grandezze  F,  G,  H,  /,  te.  parimente  omogenee 

O  tra 
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tra  loro  *  tali  che  la  proporzione  della  prima  A  del  prim'  ordi- 
ne alla  Tua  feconda  B  fia  eguale,  ovvero  maggiore  ,  o  minore 
della  proporzione  di  F  prima  del  fecond'  ordine  alla  fua  fecon» 
da  G;  e  la  proporzione  di  B  feconda  del  prim* ordine  alla  fua 
tetra  C  fia  eguale ,  ovvero  reipettivamente  maggiore  ,  o  mi- 
nore  della  proporzione  di  G  feconda  del  lecond*  ordine  alla  fua 
ntxa  H,  e  cosi  lempre  ,  ec.  ;  • 

Io  diwo  ,  che  la  proporzione  di  A  prima  del  prim'  ordine 
alla  lua  ulnma  D  è  uguale,  ovvero  reipettivamente  maggiore» 

0  minore  delia  proporzione  di  F  ffima  del  iecond* ordine  alla 
lua  ultima  J  • 

DtUOSTRàZIONB. 

Pei  teorema  XXII.  ^  è  uguale  al  prodotto  di  -^X^  9  ed  ^ 

1  uguale  ai  prodotto  di  X  >  ma  pel  corollario  I.  del  teo- 
lema  XXIV. ,  oppure  pel  teorema  XXV,  X  -3  ^  uguale ,  ov- 
vero  rerpettivamente  magiare,  o  minore  di  ^X^  f  perdi^ 
per  la  fuppofizione  ^  è  uguale ,  ovvero  maggiore ,  O  minore 
di  ,  e  è  ugiialr,  owPtfo  refpettnmmcBte  maggiom,  o  mi- 
nore  di  ^  >  adunque  uguale ,  ovvero  refpettivamente  mag- 
ffore  j  o  minore  di 

Similniente ^  è  iigoale  al  prodotto  ^X^  »  ed     à  uguale 

al  prodotto  di  ^  X  7  ;  "^a  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIV* j 

oppure  pel  teoreou  XXV,  ^X%^  uguale, •  ovvero refpcttiva^ 

mente  maggiore,  o  minore  «li  jX  f /perchè  fi  e  provato,  che 

^  è  uguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minore  di 

^  »  e  fi  fuppone  ^  egnale-)  ovvero  refpettivamente  maggiore» 

0  mi* 


ci-  minore  di  j  ;  adunque  ^  è  uguale»  ovvero  leipetiivamei^  ' 

te  maggiore»  o  minore  di 

Or  ficcome  è  vifibile,  che  lo  fteflb  nziocioio  k  luogo  in  quap 
lunque  numero  di  grandezze»  che  pofla  coftituire  i  due  ordi- 
ni» cosi  quedo  teorema  è  generalmente  vero. 

Comprende  il  prefence  teorema  le  propofizioi^i  .XXII.  »  e 
XXXI.  del  V.  libro  d'  Euclide  »  ed  anche  ii  teoremji  XIL  di. 
quefto  tratuto  è  in  effi>  contenuto* 

Teorema  XXVII. 

Sleno  date  da  nna  parte  quante  grandezze  H  vogliano»  pur- 
ché fieno  omogenee  tra  loro,  v.  g.  JB»  C,  e  alcrettan* 
te  dall'  altra  parte  v.  g.  H»/»iC»X.»  anch'  eflè  omogenee 
tra  loro ,  e  tali ,  che  la  proporzione  di  A-fmns  della,  prima 
ferie  alla  Tua  feconda  B  fia  eguale  >  ovvero  maggiore.,  o  mii. 
nore  della  proporzione  K  penultima  della  feconda  Icrie  alia  iua 
ultima  I.,  e  la  proporzione  di  B  fetonda  della  prima  ferie  at 
la  iua  terza  C  fia  eguale  »  ovvero  refpettivamente  maggiore  » 
o  minore  della  proporzione  di  /  antepenultima  dèlia  feconda  le- 
rie  alla  iua  penultima  e'  la  proporzione  dì  C  ter7:a  della 
prima  ferie  alla  fua  quarta  D  fia  eguale  ,  ovvero  reipettiva- 
mente  maggiore,  o  minore  della  proporzione  di  che  pre- 
cede r  antepenultima  della  feconda  lerie  alla,  fua  anttpenuhims' 
/,  e  cosi  iempre  con  ordine  mverfo,  ec. 

Io  dico,  che  la  proporzione  di  A  pi-ima  della  prima  ferie 
alla  fua  ultima  D  è  uguale  ,  ovvero  relpettivamente  maggio- 
re, o  minore  della  proporzione  di  H  ^ima  delia  leconda  lerie 
alla  fua  ultima  L*- 

DlIfOSTi^AZiONB*    '  •  " 

E  Uguale  ^  al  prodotto  jX-^ ,  ficcome  ^  al  prodotto  ^ 
pel  teorema  XXIL  ma  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIV.» 
oppure  pd  teorema  XXV.         è  uguale»  Qvvm  refpettiva* 

O  a  men- 
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mente  maggiore,  o  minoie         ^;  giicchè  per  1*  tpotefi  ^ 

è  eguale I  ovvero  maggiore,  o  minore  di  £- ,  e  anche 

guale,  ovvero  rerpettivanfente  maggiore,  o  minore  di 

Di  nuovo  ^  h  uguale  ad  ^x|,.ed  ^  ad  ^X^  pel  teo. 

rema  XXII^  ma  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIV. ,  oppu- 

le  pel  teorema  XXV. —        è  uguale,  ovvero  refpettivamen- 

a  I 

te  maggiore ,  o  minore  di  ^j-X    9  poiché  fi  è  moftrato,  che 
^  è  uguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di 
jj- ,  e  fi  fiippone  ^  eguale ,  ovvero  refpettivamente  maggio* 
le,  Q  minore  di  j;  adunque  ^  è  uguale.,  ovveio  refpetti- 

vamente  maggiore ,  o  minore  di  7- . 

'  E'  chiaro,  che  la  ftefla  maniera  d'arguire,  vale  in  qualun- 
que numero  di  grandezze  ,  che  coAituilcono  le  due  lerie  ,  e 
perciò  quefto  teorema  è  generalmente  vero. 

Quello  teorema  co'mprcnde  le  propofizioni  XXIII.,  e  XXXII. 
del  V,  libro  d'  Euclide ,  e  contiene  anche  il  teorema  XIU. 
del  prelente  trattato. 

Teorema  XXVIII. 

Due  •  propondom      ed  ^  fieno  eguali  tra  loro ,  e  la  prò- 

porzione  —  fia  eompoHa  delle  due  proporzioni  j>  5>  licconie 

U  proporzione  ^  fia  compofta  delle  due  proporzioni  ^,  e  ^  > 

10  dico,  che  fe  una  delle  proporzioni  componenti  la  ^,  v.g. 

è  maggiore,  ovvero  minore  di  una  delle  proporzioni  com* 

ponenti  1a  s*»  v*  ^  di  |-  T  altra  proporzione  ^  componente 

^  la 


•Dells  Propouzioni  Gsomctuichb.  top 
la  ^  fai^  mfiMrr,  ovvero  reijpetnvamente  magiare  deU*Vm 

T  F 

proporzione  j-  componente  la  — .  . 

^  DiMOSTRAZiONB* 

Se  ciò  non  foflè,  la  ^  irebbe  eguale»  o  maggiore,  owe» 

ro  refpettivamence  eguale  ^  o  minore  di  7*;  ma  (e  la  «-  folTe 

eguale,  o  maggiore  dì  —,  la  —  dovrebbe eflère  maggiore  di  — 
pel  primo  corollario  del  teorema  XXIV.,  o  pel  teorema  XXV., 
il  che  ripugna  all'  ipotefi,  e  le  la  ^  fofle  eguale  »  o  minore  di 

la  ^  cfler  dovrebbe  minore  di  ^  per  lo  ftcflb  corollario 
I.  del  teorema  XXIV.,  o  pel  teorema  XXV.,  il  che  diftrug- 
ge  fimilmentè  T  ipotefi;  adunque  la  ^  eflèr  dee  mimre  ^  ov- 

vero  refpettivamente  maggiore  di       Il  che  dovea  dimoftrarii. 

Corollario  I. 

QUalfivoglia  proporzione  ^  fia  cómpofta  delle  due  propor- 

zipni      j;  io  dico,  che  fé  una  delle  proporzioni  componen* 

ti  9  V.  g.  —  è  maggiore)  ovvero  minóre  di  ^,  Taltra  propor- 

zione  componente  -^y  è  minora  j  ovvero  refpettivamente  mag- 
giore della  proporzbne  d'egualità;  oppure  (il  che  è  lo  fteflb) 
T  è  minore^  ovvero  refpettivamente  maggiore  ^i  S 
Imperocché  per  lo  fcolìo,  che  precede  il  teorema  XXILlà 

^  è  uguale  ad  ^  moltiplicata  per  1^  proporzione  d*  eguahcli, 
cioè  •-ss-'X'j;  adun4|oe  per  la  defii^zione  XXIII.,  la  propor- 
zione ^  è  compofta  delle  due.  proporzioni      e  j|  ed  efien* 

•       '  do 
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<io  |ìdr  Tipotefi  2^  compoila  eziandio  delk  due  proporzioni  ^ 
^1  la  ftefla  ^  fa  qui  figura  di      e  lAfieme  di  ^. 

Ji      B  A. 

Di  pià  nel  prodottò. -^X  j  (che  è  uguale  alla  ièmplice  ^) 

la  ^  £1  figura  di      e  la  j  là  figura  di       mentre  tanto 

la  quanto  la  ^  del  teorema  dinotano  in  generale  qualun- 
que proporsione  ;  adunque  applicando  il  teorema  a  quefto  co- 
rollario,  d  vede^  che  fìccome  nel  teorema  la       cosi  in  que- 

fto  coDollario  la  ^  dovÀ  efler  magffm^  ovvero  refpettivamen- 

te  minore  di  j|  cioè  trafponendo  pel  corollario  XIV,  de' pria- 

cìpj,  j  bAk  minore^  o  refpettivamente  maggiore  di 

Ahrs  dimoftr^n^me  di  quefto  cmroUéork» 
PRendafi  pel  poftulato  la  X  tale,  che  ^  fia  eguale    7;  ^ 

dunque  dOGbndo  j  miiggioce,  ovvero  minore  di      anche  j 

(ark  maggiore  9  ovvero  refpettivamente  minore  di  ^  pel  corol- 
lario VI.  del  teorema  II.,  ma  pel  teorema  XXII.,  e  la  defini- 
zione XXIil. ,  la  ^  è  jcompofta  anche  delle  due  proporzumi 

^ ,  ficcome  per  T  ipocefi  la  fleilà  ^  è  compofta  delle  due 

proporzioni  -^^  jl  adunque  Tupponendofi     eguale  a  j,  fuflU 

llerà  pei  .t^rema  XXIV.  quefta  proporzionalità  ^  •  ^    ^  •  7  ; 

«  confeguentemente  pel  corollario  X.  de*  principj  fàò.  -^zsj* 

Ora  efiendofi  provato  di  (opra ,  che  j  è  maggiore ,  owe- 

fo  refpettivamente  minore  di  ^ ,  farà  pel  fecondo  articolo  del 

iCOioUarìo  XVI.  de'prìnpip).la  X  mmofCy  ovvero  refpettivamen- 
te inaggjhOfe  della  P;  e  quindi  efloidefi  parimente  dimoilrato 
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di  fopra ,  che  —  è  uguale  a  j> ,  ne  ficguc  pel  corollario  X. 

de' prìncipi,  che  T  è  medefimamMte  mitmfy  ovvcfo  jrefpett^ 
vjfMDente  maggiore  di  ec. 

Corollario  IL 

Sia  la  proporzione  ^  maggiore,  ovvero  minore  della  propoiv' 
zìone  d' egualità ,  e  la  ftefla  ^  ila  compofta  delle  due  propor« 
zioni  j[i       fia  in  oltre  una  delle  proporzioni  componenti ^ 
V.  g.  ^  maggiore ,  ovvero  refpettivameate  minóre  di  2;  ;  io 
dico,  che  r  altu  proporzione  componente'^  è  mmmy  ovverò 


leipettivamente  maggior^  della  propor^one.  componente  ^ . 

L  Imperocché  per  V  ipocefi  —  è  maggiore»  o  minore  di  j  , 
cioè  trsfponendo  pel  corollario  XIV.  de*  prìncipi  7  ^  minore^ 
ovvero  refpettivamente  maggiore  di  ma  nel  precedente  co- 
rolkurio  fi  è  provató»  che  ^  è  minore,  ovvero  refpettivamen* 
te  maggiore  di  adunque  pel  corollario  V.  del  teorema  II* 
^  è  minore,  ovvero  refpettivamente  maggiore  di  ^« 

II,  Di  pii^  per  V  ipoteiì  ^  è  maggiore ,  ovvero  refpettivap 
mente  minore  di  ^ ,  cioè  trsfpanfndù  pel  corollario  XIV.  de* 
principi  ^  è  ntfXMiv,  ovvero  refpetdvamente'  èiaggiore  di 
ma  fi  è  provaco  nel  primo  punto ,  che  è  minore ,  ovvero 
refpettivamente  maggiore  di  ^;  adunque  pel  corollario  V»  del 
teorema  II*.  j  i  minore     owwexo  refpettivamente  maggio- 
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Teorema  XXIX. 

Le  lettere  tf>  w  rapprefentino  generalmente  quattro 

propOTEioni;  io  dico,  che    fta  ad     come  s)(»  ibad  ^X'*' 

cioè  la  proporsioae,  ohe  k  la  prima  proporzione  (a)  verfo  la 
feconda  (e)  fta  alb  proporzione ,  che  k  ia  terza  proporzio- 
ne (  0  )  verlo  la  quarta  (  m  ) ,  come  il  prodotto  delle  due  pro- 
porzioni eftreme  (cioè  ^X'')  ^  prodotto  delle  due  medie 
(cioè  ad  ty^o). 

DiMOSTAAZIONE. 

S I  moltiplichino  la  prima  proporzione  {a)y  e  la  feconda  (e) 
per  la  quarta  (m),  e  i  due  prodotti  a)^Uy  eX^  faranno  tra 

loro  come  (a)  ad  {e)  pel  teorema  XXIV,  cioè  fark  —  • 

fi  moltiplichino  ancora  la  terza  proporzione  (0),  e  la  quar- 
ta (»}  per  la  iieconda  (e)^  e     avrk  iìnùimente  per  lo  Itef- 

fo  teorema  XXIV.  ovvero  in  virtù  del  teorema  XXIII^ 

e  del -corollario  IX.  de'  principj  *-j^-^=:^;  ma  ^  ^ 

-^v"^)  come  ^  ^  'X^  F^l  teorema  III.;  adunque  po- 
nendo  in  queft*  ultima  pioporzipnalitk  in  luogo  di  <  di 

le  relpettive  proporzioni  ad  effe  eguali  -^^  ed  "^,6  av- 

rk  pel  corollario  IX.  de* principj     .'^::aX'^*^X^*  ^ 

dovea  dimoibarfi . 

fuperfluo  T avvertire,  che  in  virtù  del  teorema  III.  può 
foftituirfi  «X^  in  luogo  di  a){u^  ed  oX^  in  Ccimbio  di  e)(oy 
fenza  turbare  le  proporzioni  ^pofte  in  quedo  teorema  >  e  nel- 
la fua  dimoftiazione.' 

COEOLLARJO  I. 

S  £  il  prodotto  delle  due  proporzioni  eftreme  4  X  fark  eguap 
le  I  ovvero  maggiore  |  o  ounore  del  prodotto  delle  due  pro- 

.por- 


DciXE  Proporzioni  Geometriche. 
porziom  medie  ^X^s  anche    fan  eguale,  ovvjero  maggiore, 

0  minore  refpettivamente  ài^  : 

£  all'incontra,  ft       uguale,  owera  maggiore,  o  minore 

di     ,  anche  il  prodotto  a^u  delle  due  proporzioni  eftreme 

fark  eguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore  ,  o  minore  del- 
le due  proporzioni  medie,  cioè  di  rX^«  Tutto  ciò  pel  corol- 
lario X.  de'principj* 

CORjOLLAItlO  lì. 

D  Ue  proporzioni  fono  tra  loro  come  la  proporzione ,  che 
paffa  tra  i  loro  antecedenti  è  alla  proporzione  ,  che  palla  tra 

1  lora  confeguenti  :  rapprefentino  ,  ^  qualunque  coppia  di 
proporzioni ,  i  quattro  termini  delle  quali  fieno  tra  loio  omo- 
genei;  io  dico,  che  ^  «5     c      V  imperocché  pel  teorema 

XXIL  X  ^  (prodotto  delle  due  proporzioni  eftreme)  è  ugua- 
le  ad  ^ ,  e  ^  X  ^  (  prodotto  delie  due  proporzioni  medie  ) , 
ovvero  X  5  9  che  pel  teorema  XXIIL  gli  è  uguale,  fi  egua- 
glia anch'  eflb  pel  teorema  XXIL  alia  fleflà  proporzione  ^  j 
adunque  in  virc^i  del  precedente  corollario  ^  a  ^  ,  come 
^  fta  a  mentre  la  proporzione,  che  à  la^^  verfo  la  ^  è 
uguale  alla  proporzione ,  che  ^  la  verfo  la  vale  a  dire,* 
fecondo  r  efpreilìone  del  medefimo  corollario  precedente,  è 
uguale  ad  • 

Corollario  III.  dedotto  dal  IL 

L Aonde  pel  corollario  X.  de*principj,  fe     è  uguale,  ovve* 

P  •  ro 
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ID  maggiore ,  o  mworc  di  ^,  anche  ^  laA  eguale  ,  ovvero 
jcfpettivamente  maggiore,  o  minore  m  5-* 
.  E  verfaryicc,  k  ^ùA  eguale,  ovvero  maggiore,  o  minore 
di  -  »  anche  -  farà  eguale ,  ovvero  refpcttivimoilte  maggk». 


C 


le,  o  minore  di  ^ 

Quefto  corollario  comprende  le  propofizioni  XVL ,  e  XVII. 
del  V.  libro  d*  Euclide . 
E  comprende  ancora  il  Norek90  XI.  m  quelb  tratato. 

ConoLLARio  IV.  dedotto  dal  II. 
^Bl)iafi,quefta  proporzionalità     •  §        •  S  >      dicq^  che 

AB        E  F 

Milte  JiiKft' altfa  proporaioiiaUtìi  -  .  ^    •  ^ 

Imperocché  per  Tipotefi  "i  •!  ."i-f  -1  >  P^^  corollario 
li.  di  quello  teorema,  t  traf ponendo  ^  -  ^  ' '§  y  ^  ^ 
fteflb  corollario,  c  mfpommh^.^  .-.-I  adunque  pel  co- 
rollario XII.  de  princip)  -g-.J  •  •  f  * 

Scolio.  ' 

Da  quefto  corollari^  IV.  può  dedutfi  la  dimoftrazione  del 
feguente  . 

Teorema. 

Esprimano-^  ,  e  -5  due  proporzioni  in  generale  tali  però, 
che  i  termini  di  ambedue  fieno  tra  loio  omogenei ,  e  una  ter- 
sa proporzione  «1  fia  eguale  alla  proporzione  ^  ,  con  quefto , 
che  i  termini  di  ^  deno  omogenei  ai  termini  delle  altre  due 
proporzioni;  io  dico,  che  fuflifte  quefta  proporzionalità: 


DlMÒST&4ZlON£. 

SUppopendofi  lar^  pel  corollario  Vili,  de  princip)  ^  « 

I  .-..^     ,  e  per  qucfto  pofolfama  fi  aviìi<|  .f       .i;  a 

.che  dovea  dimoflrarll  • 

•  •  •  I 

Corollario  V.  . 

D  Ue  proporzioni  fono  tra  loro ,  com'  effe  mcdcfi  me  rovcfcia- 
te,  e  pofpofte,  cioè  ^  lU  a^,  come  |  fta  a  | . 

Impeiocchè  pel  teorema  XXIL  il  prodotto  dellé  due  px^ 
pondoni  eftreme  di  qaefta  proporzionalità,  cioè  ^  X  ^  ^  Dgiia» 

le  adi      e  il  prodotto  delle  due  propondoni  medie  f  cioè  ^ 
x|  è  uguale  a  |;  ma  pel  coroU.  VII.  de*  principi 
adunque  pel  corollario  L  di  -  quefto  teotèma  la  proporzione  » 
pbe  àia  I  alla  |è  uguale  alla  pioporziqlÀei^  che  li  U  |  aOk 

5,  vale  a  dire  ^  fta  a  ^,  come  |  iU.  »  ^  • 

See$mU  dimojinr^jùne  di  fttt^o  catvllario,  

PElconUai»  V.dd  ttocema  rtìiti  ^.^  .-.^.^^e  pd 
coroUario  IV,  ddlo  iìeflb  teorema  IX.  4i  i  ajicoia  ?..  £ 

g  -B    DJ  A 

.  j;  adunque  per  r  egualità  ordinata  1.  £  ;  .•  2. .  |. , 

Ten^  dtmoftroT^jMc  di  quejìo  carJUnom 
Pei  corollario  V.  del  teorema  IX,  abbiamo  4-  -  , 

B     B       C  A 

e  pel  coroU.  IV.  del  medefimo  teorema  j  •  5  •  •  f  -  •  g-  ;  adun- 
que per  l'egualità  perturbata  |  .| . 

•    •  ... 

P  2  Co. 
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Corollario  VL  dedotto  dal  V. 
E  Quindi  pel cdroUario X.  de'principj,        è  uguale,  ovverò 
maggioie,  o  minoic  di  ^ ,  anche  £ ùxi  eguale»  ovvero  xefpettivA. 
mente  maggiore,  o  minore  di  ^ ,  e  confeguen temente,  fe  j  e  n- 
gualc ,  ovvero  maggiore ,  o  minore  di  ^  ,  &xk  ^  eguale  y  ov» 

vero  refpettivamentc  miwortf  ,  o  maggiore  di  ,  e  ciò  pel 
corollario  XIV.  de'principj,  ovvero  pel  corollario  I.  del  teore- 
ma  IL 

Quefto  corollario  comprende  il  corollario  della  propofizione 
IV.  del  V.  libro  d*  Euclide ,  e  la  propofizione  XXVI.  del  me- 
idefimo  libro: 

Comprende  ancora  il  teorema  X.  di  quefto  tratato^ 

Corollario  VIL 
Dinotino     ,  e  ^  due  proporzioni ,  i  quattro  termini  delle 

ji  C  DO 

quali  fieno  omogenei;  «>  dico,  che  ^  fta  a  ^,  come  ;  ft^  ^  j  > 

Imperocché  ^  X  ~  (  prodotto  delle  due  proporzioni  eftreme), 
ovvero  X  4»  ^  equivale,  s' eguaglia  a  7  »  «  •  quefta 
medefima  ^  s'eguaglia  -jX-j  (prodotto  delle  due  proporzio- 
ni medie);  adunque  pel  corollario  I.  di  quefto  teorema  fuflìftc 
r infrafcritta  proporzionalità:  "b  *'d''"b  'H' 

Al  fra  iìmofifoifjpm  dì  quefto  cofùHarh  • 

Pei  corollario  II.  di  quefto  teorema  fià  •j-'^-'-c'd*  ^ 
pel  corollario  V.  di  quefto  teorema  fi  »  "5  •  -5  •*  "i  •  > 

yt     C        D  •  C 

que  pel  corollario  XI.  de' principi  3  «3  *  *7  *7  * 

Co. 
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COKOLLARIO  Vili. 

QjJalfivoglia  proporzbne  è  alla  proporzione  d* egualità,  co* 
me  la  proporzione  d'egualitlt  e  alla  fuddetta  proporzione 

rovelciata,  cioè  -5  «-^  •'**  c  '"^  * 
Imperocché  il  prodotto  delie  due  proporzioni  eftreme,  cioè 
X  4  ^  uguale  ad    pel  teorema  XXII. ,  e  il  prodotto  delle  du^ 

proporzioni  inedie^  cioè  ~  X    ^  uguale  a    per  T  articolo  V.  del- 

lo  fcolio  anneflb  alla  definizione  XXIL  ;  ma  -  =  ~;  adunque  pd 

primo  cprollario  di  queilo  teorema  ^        ^  •  • 

Seconda  dimoftroT^iotte  di  quejio  corollario. 

Pei  corollario  V.  del  teorema  IX.  fi  k  ~ .  J  .•  /  <!  .  y 
dunque  )  ec. 

■ 

Ten^  dhmjhasfjme  dì  quefto  eonUéorio. 

Pei  corollario  IV.  dd  teorema  IX.  fi  k  ^  ; 
dunque»  ec 

Quarta  dimofiroT^onc  di  quefto  corollario  m 

Pei  primo  corollario  dèi  teorema  IV.  fi  ottiene  4  «-l  • -'4  • 
^  ,  ma  pel  corollario  VII.  de'  principj  'g^y;  adunque»  ce* 

^ittta  dimofiréKQone  di  quefto  corollario» 

Pei  teorema  Vili,  **' J  '"^^  ^       corollario  VII.  de* 

principj  <^s|*/  adunque»  ec. 

Tborbma  XXX. 
A  Bbiafi  queda  proporzionalità:     -  * 

(O 
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Io  dico,  che  fi  avrk  anche  qucft' altra: 

d.S,  .--l.!.  l  «ermini  delle  due  proporzioni  deb- 
bono eflcrc  omogenei  tra  lo» ,  e  i  termini  delle  due  piopev» 
^ioni      ^  debbono  cflètc  omogenei  tra  loro. .  . 

Di  VOST&AZIONB* 

t  •  .  •  • 

'^EmutandQ  la  proporzionaUtà  (  i.)  fi^  ^  •  y  '  "  -5  •  ; 
pel  corollario  II.  dd  teorema  XXIX,  e  mfponcndo  ^  .| 
^     ,  e  pel  corollario  VII.  delio  ilelTo  teorema»  e  frafponc/uh 
^  fta  a  I ,  come  ^  a  g  ;  aSdu^que  pel  corollario  XII.  de' 

,     .  ,   if     B       H     G     ^   ..j.  ^    £  .  •  i    £      TI  rh« 

pcincipj  ^  -  7  •  •5  -  H  >  «  pemmsmh  'S*S  *'7'g* 
dovea  dimofirarfi. 

Teorema  XXXL 

A  Bbiafi  quefta  proporzionaliià: 

.   ^  A    c      E  G 

£  rappreléhti  ^  qualfivogUa  proporzione;  io  dico,  che  iiaf- 

Me  quefta  proporzionalità: 

DlMOSTaAZIONB* 

DAila  proporzionalità  (  i  )  deduce  permutando  qucft' altra 
£  .£  e  quindi  pel  corollario  V.  del  teorema  XXIX. 

n  u  ma  pel  corollario  VII.  del  teorema  XXIV. 

fx  ^ .  t  X 1     I .  "5  ;  adunque  pel  corollario  XL  de'  principi 

"3 
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Delle  Proporzioni  Geometrichs.  iif 
U  che  dovea  diimoftrarfi. 

•  * 

COROLLAIlIO«. 

Se  è  uguale  ad  ia  proporzione  ^  farà  proporzione  df. 
eguali^,  onde  per  1'  articolo  quarto  ddlo  fcolio,  che  precede 

il  teorema  XXII.  >^-^  è  uguale  ad^,  e       ^  è  uguale  a 

^)  e  perciò  ibftitnendo  nella  propoizioniAitlt  (a)  in  vece  di 
^X^)  e  ^X^  le  due  proporzionalità  reffettivamente  eguali 
e  S*,  fi  vedrà,  che  pofta  la  proporzionilitl^  7*5"'*'  f*  *  ^ 
fuflìde  quefl*  altra  q  j  •  e*»  quale  fi  dimoflra  ancora«' 
vaiendofi  del  medefimo  tenore  della  dimoftrseione  del  teoiema* 

Definizione  XXIV.  .  ' 

S I  dice,  che  naolte  grandezze  omogenee  fono  in  propoizionf 
geometrica  continua  y  quando  la  prima  è  a|la  feconda ,  comt 
la  feconda  alla  terza,  e  la  feconda  alla  tèrza,  come  la  terza 
alla  quaru ,  e  cos^  fempre ,  et.  In  fomma  molte  grandezze 
fono  in  proporzione  geometrica  continua  ,  quando  a  riferva 
della  prima,  che  è  folamente  antecedente,  e  dell*  ultima,  che 
è  folamente  confeguente ,  ciafcuna  delle  grandezze  intermedie 
c  antecedente,  e  conleguente  di  proporzioni  eguali. 

Le  grandezze  intermedie  polibno  eflcre  una,  o  molte,  e  li 
chiamano  medie  proporzionali:  . 

TsoasMA  XXXII. 

• 

L  A  maflima,  e  la  minima  di  quattro  grandezze  proporzionali  o- 
mogenee  fanno  una  lomma  maggiore  della  lomma  delie  altre  duct 

Scolio* 

Prìou  di  pailare  alla  dimoilrazione  li  rifletta,  che  fe  la  gran« 

dcz- 
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dezza  mafTima  non  fofle  la  prima  delia  proporzionalità,  potrcb- 
befi  Tempre  dargli  il  primo  luogo  (cambiando  l'ordine  dc'fuoi 
termini)  fenza  turbare  la  proporzionalità,  e  ciò  con  quel  mo- 
do d'arguire,  che  fi  chiama  convertendo j  o  con  queir  altro | 
che  chiamafi  trafponendo^  o  con  ambedue  i  modi  infieme. 

Suppongo  pertanto,  che  nelU  proporzionalità  A*B::C,Dj 
la  prima  grandezza  A  fia  la  mamma;  adunque  eflèndo  il  pri- 
mo antecedente  ^  maggiore  dei  primo  confeguente  anche 
il  fecondo  antecedente  C  maggiore  del  fecondo  confi^uen» 
te  D  pel  corollado  X.  de'  prìncipi  >  ™^  P^^  corollario  del  teo« 
rema  XI.  eflèndo  i!  primo  antecedente  A  (come  fi  fuppone) 
maggiore  del  feconco  antecedente  Cy  farìt  ancora  il  primo  con» 
leguente  B  maggiore  del  fecondo  confeguente  D  ;  adunque  D 
iòni  la  minima  delk  quattro  grandezze  proporzionali  fuddette, 
e  dovik  provarfi,  che  A'^D  è  maggiore  di  B-^C. 

Dimostrazione. 

Oichè  fi  à  per  1  ipotefi  •^  =  ^?  fi  ^vrk  divìdendo  pel  coro!* 
larìo  XI.  del  teoiena  II.  l^=s^^,  e  permagmh 

ma  nello  fcolio  antecedente  fi  è  provato  B  maggiore  di  D; 

adunque  pel  corollario  X.  de'  ^bncipf ,  tofilic.  A-^B  è  mag- 
giore di  C'-^D;  laonde  aggiungendo  a  ciafcuna  di  quefte  due 

grandezze  difuguali  una  medefima  grandezza  B-^D  ^  ne  ri- 
lulierk  A — 5-»--Sh-Z)  da  una  parte,  maggiore  di  C— Z)-4- 
B-^D  dall'altra,  cioè  per  1' aflìoma  V.,  ne  rifulterk  A'-^D 
maggiore  di  C^B;  imperocché  A — B^B-^DzzA^D^ 
c  C — D-+B-4-D  — Ch-Z).    Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

In  quedo  teorema  il  dimoilra  la  propoiizione  XXV.  dei  V. 
libro  d'  Euclide . 

Corollario. 

S  E  le  tre  grandezze  A  ^  B  ^  D  fono  in  proporzione  geome- 
trica continua  ^  A^D  fomma  delle  due  eftreme  >  è  maggio- 
re di  zBy  doppia  della  media. 

Iin- 


Deus  Proporzioni  GioinmiOBs.  izr 

Imperocché,  fupponendo  Cz:B  nella  proporzionalità  A.B:,* 
CDy  confiderata  nella  dimoflrazione  di  quefto  teorema,  efla 
fi  mucerk  nella  feguente  A.B::B,D^  ed  effendofi  ivi  provato 
jf-^D  maggiore  di  la  foftituzione  di  B  in  vece  di 

C  fatta  in  quello  fecondo  aggregato,  mo(b:er^  4Ìr^D  mag- 
gioie  di  zB* 

TB011EM4  XXXIII. 

D  Inotino      ^  due  proporzioni,  la  prima  delle  quali  fia  e- 

euale,  ovvero  maggiore,  o  minore  della  feconda,  e  i  loro  con» 
ieguenti  fieno  minori  de*  proprj  antecedenti;  non  elTendo  per^ 
neceffario,  che  i  due  termini  della  prima  propor:sionc  fieno  o> 
mogenei  a  quelli  della  feconda. 

Io  dico  primieramente,  che  è  uguale,  ovvero  refpet- 
tivamente  maggiore ,  o  minore  di  ^  dico  in  fecondo  luo- 
go ,  che  -^^^  ^  uguale  >  ovvero  refpettivam^nte  nùmre ,  o 
maggbre  di 

Definizione  XXV* 

Il  modo  d'argomentare,  efpreflb  nella  feconda  parte  di  que- 
llo teorema,  chiamafi  converjhm  di  proporzione. 

Dimo/iraT^one  del  teorema» 

PRimieiamente  per  1*  ipotefi,  e  pel  corollario  VI.  del  teore- 
ma  XXIX.  -j  è  uguale  ,  ovvero  refpettivamente  minore ,  o 

maggiore  di  ^;  ma  pel  corollario  VII.  de'  prìncipj  •-s=^;a. 

dunque  5  — j>  cioè  per  1'  ailioma  VII.  — —  e.  uguale,  ov- 

vero  refpettivamente  maggmey  o  minore  ^  '5— cioè  per 

Taflloma  VII.  di  .£  queiU  è  la  dimoilrazione  della 

prima  parte. 

O  Se. 
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Stoconaariamcntc,  eUcndofi  qui  provato,  che  -Z"^^^S^- 
le,  ovvero  rcfpcttivamcntc  maggiore ,  o  minore  «U  ne 
ficgue  pel  corollario  VI.  del  teorema  XXIX,,  cioè  estendo, 
cj,e  ^  è  uguale ,  ovvero  refpettivamcntc  mift»^ ,  o  mag- 
giore di         .   E  quefta  è  la  prova  della  feconda  parte. 

Sono  coi^ ^1  nella  feconda  P/rte  di  quello  teorema  il  co- 
rollarlo  delU  propofizione  XIX,  del  V.  hbro  d  Euclide,  e  la 
propofizione  XXX.  del  medeOmo  Ubro, 

.     Teoebma  XXXIV. 
Sia  qualunque  propoftionc  y  eguale,,  ovvero  maggiore,  o 
minore  di  qualunque  altra  proporzione  . 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  ^  i  uguale,  ovvero  re- 
fpettivamente  mnore^  o  maggiore  ui  — 5— • 

Dico  in  fecondo  luogo,  che  ^  è  uguale,  ovvero  refpet-. 
tivamente  maggiore,  0  mmore  di  gip;3« 

Definizione  XXVI. 

Il  modo  argomentare  efpreffo  nella  prima  parte  di  quefto 
teorema  chiamati  tmpofizivn  anvocrfr  di  ffopw^^* 

Depin12ioKb  XXVII* 

L*Altro  modo  d^  arsomentare  efpreflb  nella  feconda  parte  di 
•quefto  teorema  duamafi  compoft^jon  contratta  dt  froporT^o/te. 

PlUmo;  poiché  per  l'ipotefi  ,  e  pel  corollario  VI.  del  teore* 
ma  XXIX.  4  deve  eOcrc  eguale,  ovvero  relpettivamente  mm^ 
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f^,  o  maggior?  rfi  |,  ed  è  di  fih  ^  eguale  a  |  pel  coroUa- 

lio  m  dc'princijpì  neficgue,  che  ^-4.  j,  cioè  per  Vaffioma 

yiil.         i  Uj^uale^  pwerp  jrcfpcptivamcnte  minore^  0  mag- 
C     P        i  v^en  -  xTiir     Ai  £r±^ 


giore  di  cioè  per  l'affioma  VIIL,  di  c  qucft» 

^  la  prova  della  prima  part^:.  • 

Secondo;  fi  è  ^ui  jlimofti^fo,  ph?  ^^^T  ^  ^^^^  ^''^^ 
rcfpcttiyamentc  9  maggipr?  di  adunque  w;wrr- 

pel  cpiolUrip  yi.  drf  teorema  XXIL,  ^  è  uguale  , 

ovvero  refpettivamente  magarne  ^  9  J^ainpr?  di  pi^*  S"^' 
^  è  k  dimqftfaùpiie  ^ella  feconda  jpart^^ 

Teorema  XXJcy, 

JR.  Apprefentino  |  ,|  due  proporzioni  tali ,  che  1'  anteccden^ 
te  della  prima  fuperi  l'antecedente  della  feconda,  e  il  confe- 
guerite  &la  prima  fia  parimente  maggior?  del  conlegucntc 
della  feconda;  e  fia  la  proporzione  ^  eguale,  pvyw  maggio- 
re, p  minore  della  proporzione  3;  io  dico,  phe  e  ugua- 
le,  pvvero  ;:efpettivamentc  maggipre ,  p  minore  di  «j  . 

Pimost.ra;eiomb, 
Essendo  -5  eguale,  owerp  maggiore,  o  minore  di  /2,  è  an- 
coia  permufandofd  pproilario  IjlI.  .del  teorema  XXIX.  eguale, 
ovvero  refpettivamente  maggiore,  p  minore  di  -,  eperlapri» 
maparte  del  teorema  XXXIII^-i—  è  ugual?,  ovvero  refpetti- 
vamentc  maggiore,  p  minore  di  adunque  nuovamente 

Q  a 
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fmnmiémio  è  uguale,  owTO  rerpettìvMiieilte  maggiore^ 

o  minore  di  ^  •   U  che  dovea  dimoftrarfi  • 

Quello  teofema  contiene  le  propofiziom  XIX.»  e  XXXIII. 
del  V.  libro  d'  EucUde  • 
Contiene  ancora  il  coronario  XXVIIL  de*principj« 

GOROLLAKIO. 

ESscndofi  dimoftrato  j^j,  eguale  ,  ovvero  refpcttivamente 

maggiore,  o  minore  di       ed  eflèndo  per  l'ipotcfi  ^  eguale» 

c 

ovvero  maggiore,  o  minore  di  -5,  ne  ficgue  pel  corollario  XI. 
de*  principi ,  ovvero  pel  corollario  V.  del  teorema  II. ,  che 
è  uguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minore 

di  £. 

.  Ciò  potrebbe  provarfi  ancora  immediatamente  cos^:' 

Nella  dimoitrazione  fi  è  provato  elTere  ^  eguale,  ovvero  re- 

Ipettivamente  maggiore ,  o  minore  di  «~  ;  adunque  dhidemh 
pfi  corollario  Xli.  del  leovema  II*  è  uguale,  ovvero  re- 
ipettivamente  maggiore,  o  minore  di         ,  e  permufmuh  féì' 

corollario  III.  del  teorema  XXIX.         è  uguale»  ovvero  re> 

c 

rpetcivamente  maggiore,  o  minore  di  • 

Teorema  XXXVL 

« 

Esprimano     ,  e  ^  due  proporzioni,  e  i  quattro  termini  d* 

ambedue  fieno  tra  loro  omogenei:  fia  in  oltre  la  prima  di  ef- 
fe eguale,  ovvero  maggiore,  o  minore  della  feconda; 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  g-^^à  uguale,  ovvero  rclpet- 
tivamente  mlmre^  o  maggiore  di  ^«  -j^i^Q 
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Dico  in  fecondo  luogo ,  cine        è  uguak^  ovvero  reffe^ 

tivamentc  maggiore,  o  minore  di  -2, 

DìmòJìroT^one  iella  prima  forte* 

Giacché  fi  fuppone  ^  eguale,  ovvero  maggioie,  o  minore  di 

lark  permutando  pel  corollario  III.  del  teorema  XXIX.  ^ 

eguale ,  ovvero  refpettivamentc  maggiore ,  o  minore  di  ^  , 

e  per  la  prima  parte  del  teorema  XXXIV.  faià  «^-^  eguale, 

ovvero  refpettivamente  minore ,  o  maggiore  di  — ,  e  di 

nuovo  permutando  fark  eguale,  ovvero  refpettivamente 

minore^  o  maggiore  di  •  Il  che  dovea  primieramente  di« 
ttoftraifi.  ^ 

•  D'imoJìraT^ione  della  feconda  parte» 

^£lla  prima  parte  fi  è  provato,  che  ^  h  uguale,  ovvero  re- 
fpettivamente maggbre,  -o  minore  di  r^;  adunque  componendo 
pel  corollario  XII.  del  teórema  II.,  ^  uguale  ,  ovvero 

refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  ,  e  permutando 
pel  corollario  III.  del  teorema  XXIX.,         ^  uguale,  owe« 

ro  rcfpetMvamente  maggiore,  o  minore  di  M  che  dovea 
fecondariamente  dimoflrarfi. 

COHOLLARJO  I. 

Sia  dato  qualunque  numero  di  proporzioni  ,  e  termini  delle 
quali  fieno  tutti  omogenei ,v.  g.  •j,-^,*!,^,ela  prima 
di  eflè  fia  eguale,  ovvero  maggiore ^  o  minore  della  feconda; 
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la  leconda  fia  eguale,  ovvero  rcfpettivamente  maggiore,  o  mi» 
nore  della  terza  ;  la  terza  fia  eguale  ,  ovvero  relpettivaraenw 
maggiore,  o  minore  della  quarta,  e  cosi  lempre,  ec. 

Io  dico,  che  la  proporzione  della  fomma  eli  tutti  gli  ante- 
cedenti verfo  la  fomma  di  tutti  i  confeguenti  è  uguale ,  ov- 
vero relpcttivamente  maggiore,  o  minore  dell'ultima  delle  pro« 

porzioni  4ate  ;  cigè  per  (jagion  4'  eiempio  ^^^'^^'^^  i  !»• 
Hualej  pvverp  rcfpetti^mente  jnaggiore,  p  minore  di  ^; 

Imperocché  per  la  feconda  parte  di-  quefto  teorema  i 

c 

uguale^  ovvero  refpe (divamente  piaj^iore^  o  piinore  di  e 

s  c 

^nfeguentemente  di     ,  a  cui  la     è  uguale,  ovvero  refpet* 

tivamente  maggiore ,  o  minore  ,  e  ciò  pel  corollario  XI.  de* 
prmcipj ,  ovvero  pel  corollario  V.  del  teoreqaa  II.  ;  adunque 

per  la  feconda  parte  del  prefente  teorema  è  ugu^ 

le  9  ovvero  irefpett}vamente  maggiore ,  o  minore  di  y  : 

Simiimentt  elTendafi  fuppófto  eguale  ,  pwero  refpettiv9* 
mente  maggiore  9  p  minore  di  ed  ^ITendoiì  provacp  ^ere 
'ji^o-^F  cg^^^^j  ovvero  refpettivamentc  maggiore,  0  minp» 
j:e  di  -jf  ùak  eziandio  eguale ,  pwero  lefpettivamente  mag- 

•  G  E 

giore,  o  minore  di  —,  a  cui  —  è  uguale,  ovvero  refpettiva* 

niente  maggiore  ,  o  minore  ,  e  quello  pel  corollaric)  XI.  de* 
principj,  ovvero  pel  corollario  V.  del  teorema  II.;  laonde  per 

la  feconda  parte  di  quefto  teorema  iark  g^^-^^~f~jf  egwk 

le,  ovvero  refpettivamentc  maggiore,  o  minore  di  ^  •* 

Lo  ileflb  raziocinio  vale  in  ^ualfi voglia  numero  di  propor* 
adoni,  procedendo  gradatamente  dalle  quattro  pioporzioni  alle 
cinque ,  dalie  cinque  alle  fei ,  e  cosi  in  infinito  ;  adunque  il 
corollario  è  generalmente  vero»  Qp, 


* 
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CoftoLLARiO  U»  dedotto  dal  L 

Se  tutte  le  proporzioni  date  (bno  eguali  tra  loro,  la  fomma 
degli  antecedenti  fta  alla  fomma  de*  confeguenti ,  come  l' an* 
tecedente  di  ciafQUiia  delle  proporzioni  date  fta  al  fuo  confe- 
guente; . 

Imperocché  fi  è  provato  nel  corotlarìo  precedente  ^  che  in 
tal  cafo  ^^^^f^^  ^  uguale  a  ^  ,  e  per  l' ipotefi  cialcuna 

delle  proporzioni  date  è  uguale  a  ^  adunque  pel  corollario  Xt« 

de'  principj  la  proporzione  >  che  à  la  fomma  degli  antecedenti 
verio  la  lomma  de' conreguenù)  è  uguale  a  cialcuna  delle  pro- 
porzioni date. 

11  primo  di  qucfti  due  coroUarJ  comprende  la  terza  parte 
della  propofizione  XXXI V»  del  V*  libro  d'  Euclide  ;  e  il  fecon- 
do contiene  la  propofizione  XII.  del  medefimo  libro  ^  come  an- 
che il  corollario  XXl[y.  ancora  de' principj* 

CòkSlLAUlO  III. 

pErme  rimanendo  le  fuppoHzioni  del  I.  corollario;  lo  dico, 
che  la  proporzione  di  tutti  gli  antecedenti  infieme  A^+C^ 
£h-G)  ec.  verlo  tutti  i  confeguenti  infieme  5-f>Z)-4»F-è- 

ec.  è  Uguale,  ovvero  rclpettivamente  maggiore,  o  minore 
della  proporzione  di  tutti  gli  antecedenti  feriT^  il  primo  verio 
tutti  i  conlcgnenti  fen:i^  il  primoy  cioè  di  C-^£*4-G)  ec». ver- 
io D-^F-^H,  ec. 

Dico  in  oltre  ,  che  la  proporzione  di  tutti  gli  antecedenti 
infieme  ^H-C-l-£-fC,  ec,  vcrlo  tutti  i  conlegucnti  infieme 
B  — I- H- H,  ec.  è  uguale,  ovvero  rclpettivamente  mmo- 
y^,  o  maggiore  della  proporzione  4ei  primo  antecedente  A 
verfo  il  primo  conleguente  B . 

I.  Imperocché  per  le  luppofizioni>  e  per  la  prima  parte  di 

qiiefto  teorema  jyZTr  ^  uguale ,  ovvero  tefpettivamente  mi- 

nore  ^  o  maggiore  di  ^  ;  adunq^ue  tiaiponendo  ^  pe'  corollarj 

VL, 
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VI.,  e  XIV.  de'  prìncipj,  la  fleflà  ^  è  uguale ,  ovrtf  rd- 

fpettivamente  maggiore o  minore  di  ina  per  i'  ipotefi 

^  è  uguale  >  ovvero  refpettivamem^  maggiore,  o  minore  di 

c 

^;  adunque  pel  corollario  XI,  de'  priacipj,  ovvero  pei  corol- 
lario V.  del  teorema  II*  ;  ^  uguale ,  ovvero  refpettivamen- 
te  maggiore,  o  minm  di  e  quindi  per  la  fèconda  par- 

te  del  prefente  teorema  è  uguale,  ovvero  refpetti- 

C  I  £  • 

vamente  maggiore,  o  minore  di  5::^  :  e  di  pii!i  per  la  pri> 
ma  parte  di  quefto  medefimo  teorema  ,  ^^j^^y  è  uguale , 

ovvero  refpéttivamente  mlmre^  o  maggiore  di  ^  :  ed  ecco  provate 

ambedue  le  parti  di  quefto  corollario  nel  cafo  di  tre  proporzioni, 
IL  Da  ciò,  che  fi  è  provato  nel  punto  precedente  in  oiw 
dine  a  tre  proporzioni,  ne  fiegu^,  che  -  è  uguale,  ov* 

vero  refpéttivamente  minore^  9  maggiora  di  ^ ,  cioi  pe'  co- 
rollari VI»,  ^  XJV.  de'prìncipj  irafponef$do ^  ^  è  uguale,  ov- 
vero refpéttivamente  muj^wfCy  0  minoft  di  ^^y{|^^;nuiper 
la  fuppofizione  —  è  uguale,  ovvero  refpetti  vamente  maggiore, 
o  minore  dì  ^;  adunque  j  è  uguale  ovvero  refpéttivamente 

maggiore,  o  minore  di  ^"^'^  coroUarioXI.de' 

princt^j,  ovvero  del  corollario  V.  del  teorema  IL,  e  confeguen* 
temente  per  la  feconda  parte  del  prefente  teorema  ^"^^^^^^ 
e  uguale ,  ovvero  refpettiyaraentc  maggiore  ,  p  minore  di 

%  di  più  per  la  prima  parte  di  4ue(lo  medefimo  teorema. 


Dmt  PiLoro&xioift  GiomniiCta.  i%p 
Y^n'^r'^fi  ^  ^  ovvero  refpettivam^ie  minm ,  o 

magggiore  di  y. 

£  cosi  rimane  dìmofh^ta  V  una,  e  V  àkrsL  parte  del  corol- 
lario prefente  nel  cafo  di  quattro  proporzioni  :  con  lo  AefTo 
modo  fi  procede»  dail^  qufittro  alle  cinque,  dalle  cinque  alle 
ibi ,  e  così  in  inftnitP  ;  di  modo  che  il  corollario  è  vero  ge- 
neralmente. 

Nella  prima ,  e  feconda  parte  di  qnefto  corollario  fi  com« 
prendono  la  prima  ,  e  la  feconda  -parte  della  propofizione 
XXXIV,  da  V.  libro  d*  Euclide . 

Corollario  IV.  dedotto  dal  II. 
DAca  una  ferie  di  qualunque  numero  di  proporzioni,  v.  g. 
^,  ^,  ec« ,  tali  che  abbiano  tutti  i  loro  termini  omoge^ 

nei,  e  che  ciafcuna  di  eflè  fia  maggiore,  ovvero  minore  del« 

p    •  ■ 

la  proporzione  —  ;  io  dico  ,  che  la  fomma  degli  antecedenti 

jì-^C -+F y  ec.  delle  proporzioni  della  medefima  ferie,  ver- 
io  la  iomma  de'  loro  confeguenti  B^D^Gy  ec  à  una  prò* 

porzione  maggioro,  ovvero  refpettivamente  minoro  di  ^« 

Imperocché  immaginando ,  in  virth  del  polhilato ,  i  nuovi 
antecedenti  Cy  ec.  alle  reattive  proporzioni  della  pri> 
ma  ferie ,  in  maniera  che  abbiate  quiefta  feconda  ferie  di  prò» 

porzioni  j,  ^,      ec^  ciar(puna  delle  quali  iìa  eguale  alla  prò- 

porzione  ^,  fark  pel  corollario  XVII.  de'  principi,  #  minore^ 

ovvero  relpettivamente  maggiore  di  e  cos\  r  di  C,  ed  /  di 
P,  ec,  di  modo  che  la  lomma  degli  antecedenti  della  prima 
ferie  di  proporzioni,  cioè  A^C-^Fy  eci  fark  maggiore,  ov- 
vero refpettivamente  minore  della  fomma  degli  antecedenti 
della  feconda  ferie  di  proporzioni,  cioè  éi'^c^fy  ec,  e  con* 

(^uentemente  pel  corollario  XVII.  de  principi  j^^^-q-^.' 

ÙA  maggiore,  ovvero  refpettivamente  minore  di  ^^1^^^  7i 
...  R.  .    '       •  ma 
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ma  pel  corollario  II;  del  prefente  teorema  ^^^^q^  ^  uguale 

a  ^;  adunque  pd  corollario  VX.  del  teorema  IL  ^-^^^^  *  g: 
è  maggiore  di  — . 

TBOuftiiA  XXXVIi. 

Sia  da  una  parte  una  ferie  di  quante  (I  vogliano  proporzio^ 
IH,  le-quali  abbiano  confeguenti  ta  ioro  eguali,  v.  g.>^,  ^  , 

~,  ^c.  e  dair  altra  parte  fia  una  feconda  ferie  d'altret- 
tante proporzioni,  che  abbiano  anch'elle  confeguenti  tra  loro 
eguali,     g.  ~,  — ,  ec;  e  fieno  in  oltre  le  proporzio- 


ni della  prima  ferie  préfe  per  ordine  eguali ,  ovvero  maggio- 
ri, o  minori  delle  proporzioni  della  feconda  ferie,  prefe  anch* 

elle  per  ordine,  cioè  fia  eguale,  ovvero  maggiore,  o  mino» 
re  di  ^ ,  e  fia  -  eguale  ,  ovvero  refpettivamente  maggiore , 
o  minore  di  come  pure  ^  eguale,  ovvero  reattivamen- 
te maggiore ,  o  miiiore  di  £■ ,  e  cos\ ,  ec. 

Io  dico,  che  la  fomma  di  tutti  gli  antecedenti  delle  propor- 
zioni della  prima  ferie ,  cioè  — H  jB  C  — f»  D  ,  ec.  verfo  la- 
fomma  di  tutti  i  loro  confeguenti  eguali,  cioè  verfo  M~^M 
H-M-f-7Vf,  ec.  k  una  proporzione  eguale,  ovvero  refpettiva- 
mente maggiore  ,  o  minore  di  quella  ,  che  intercede  tra  la 
fomma  di  tutti  gli  antecedenti  delle  proporzioni  della  feconda 
ferie,  cioè  /t— i-^— f-cH-^,  ec.  e  la  fomma  di  tutti  i  loro  con- 
feguenti eguali,  cioè  mn-w-fw-fw,  ec.  e  per  efprimerlo 

fuccintameme;  io  dico,  che  H.ZmZ'mZ^'M:  *  "«"«le.  w 

vero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  fS^J^"^^^-^ 

Tutti  i  termini  delle  proporzioni  della  prima  ierie  debbono 
cffcre  tra  loro  omogenei,  ficcome  tutti  i  termini  delle  propor- 
zioni delia  leconda  ierie  eflèr  debbono  omogenei  tra  loro;  ma 

non 
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non  è  punto  neceflarìoy  che  i  termini  della  feconda  ferie  fie- 
no omogenei  ai  termini  della  prima  ^ 

Dimostrazione*.' 

Pei  teorema  XXn.,  e  la  definizione  XXIII.,  la  proporzione 

«d  ;  ficcome  la premstone   _^  ^  _^  '  ' 

è  compofta  di  quelle  altre  due  ^-    ^^^^^^^  ; 

ma  pd  corollario  dd  teorema  X.  j^^^^^m-h-m,  ec.  ^  "S"*^« *^ 

«^^^"c  pel  teorema  XXIV. ^^^g 

ila  ad  —  *    ,  come  ^  Ita  ad  ————-1—.  ; 

ma  la  prima  di  quefte  due  ultime  proporzioni  è  uguale  ,  ov- 
vero reipettivamente  maggiore ,  o  minore  della  feconda  ;  poi- 
ché eflbndo     eguale,  Ovvero  maggiore,  o  minore  di  ^  per 

r  ipoteii,  e  ùmilmente     eguale,  ovvero  r^fpcttivamente  mag- 
giore, o  miliore  di  ^,  farli  pel  corolla  'XII.  del  teorema  IL 
^uale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di        e  per 

la  ftefla  ragione  —  ^        fark  eguale ,  ovvero  refpettivamente 

maggiore,  o  minore  di  e  iìmilmente  «g; 

far'k  eguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minore  di 

adunque  pel  L  corollario  del  teorema  XXIV, 

uXuZlìZ.M,     *  "8"*'^  '  «fpettivamente  maggio- 

le,  o  minoire  di  £!T„Ill"ll'  !!'»  H  che  dove»  dim^lnuS. 

COROLLAEIO  L  ' 

Se  le  due  ferie  di  proporzioni  foflcro  f  infrafcritte       j  > 

R  2  M, 
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•  E,  ^,  ce.  ed  ^,  j.,  ^,  ^,  ec.  coftanti  ambedue  di  qualfi. 

voglia  numero  di  proporzioni  tati,  che  quelle  della  prima  ferie 
avellerò  tutti  gli  antecedenti  tra  loro  eguali,  e  quelle  della  fe- 
conda  aveflèro  anch'eflè  tutti  gli  antecedenti  tra  loro  eguali* 
£  di  piik  le  propomoni  della  prima  ferie,  prefe  per  ordi- 
ne y  fofTero  eguali ,  ovvero  maggiori ,  o  minori  delle  propor- 
tìotii  delia  feconda  ferie,  prefe  anch' eilè  per  ordine. 

.  Io  dico»  che  ^z^^c-^d,  ce.  eguale,  ovvero  re> 


fpettivamente  maggiore,  o  minore  di 

Imperocché  per  i*  ipotefi ,  e  pel  corolfario  VI.  del  teorema 
XXIX.,  cioè  commfmdo  dalle  due  ferie  di  quello  corollario  nafce- 

xebbero  le  due  refpettive  ferie,  che  ficcuono:  -,  -,  --,  -,  ec. 

a       b       c       d  A  ni     M  '  M     M  ' 

ed  —,  —,  — ,ec.tali,  che  —  farebbe  eguale,  ovvero  relpeiti- 
'Vamente  minore ^  o  maggiore  di  larebbe  eguale,  ovvero 

refpettivamente  minore ^  o  maggiore  di^;      farebbe  eguale, 

ovvero  refpettivamente  mnere^  o  maggiore  di  ^,  e  così, 

ec.  adunque  in  virtù  del  teorema  prcfcnte  ^-|f^Zt-:H7^ 
farebbe  eguale,  ovverp  lefpettivamente  minore y  o  maggiore  di 
^^^^twH^l*  !c  '  ^  confcgucntcmcnte  pel  citato  corollario 
Vi.  del  teorema  XXIX. ,  vale  a  dire  convertendo  fi  avrebbe 
A^B-¥C^D  ec  ^S"*^^>  ovvero  refpettivamente  mag^ere^ 

'Ut %  ce. 


o  nunore  di        .  . 

Corollario  II. 

X^Ata  una  ferie  di  qualunque  numero  di  proporzioni  v.  g. 
^  ,  —  ,  — ,  ec.  tali ,  che  abbiano  tutti  i  loro  termini  om^e- 
nei  ,  e  che  ciafcuna  di  eflTe  (ìa  eguale  ,  ovvero  maggiore  ,  o 
minore  delia  proporzione.  ~  j  io  dico,  che  la  iòmma  degli  an* 

tccc^ 
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tecedenti  A-^B'+C^  ec.  della  medefim»  lerie,  verfo  la  lora- 
ma  de*  conseguenti  di  efla  a^ò-^c  j  ec«  k  una  proporzione 

ùguale»  ovvero  xcipeetivamente  maggiore,  o#iinore  di  ^. 


Imperocché)  avendofì  per  T  ipotefi  ^  eguale ,  ovvero  mag- 
giore, 6  minore  di  ^,  il  avf^  permutando,  in  vigore  del  co- 
rollano  IIL  del  teorema  XXIX.     eguale ,  ovvero  refpettivaF 

mente  maggiore,  o  minore  di  £• ,  e  per  la  ftefla  ragione  £ 
avrà  ^  eguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  ii 
^,  e  iìmilmente  ^  eguale,  ovvero  reipettivamente  maggiore, 

o  minore  di  —,  e  così,  ec. 

Vi  faranno  pertanto  due  nuove  ferie  di  proporzioni  ,  cioè 

sr>    ir»  ^  ^     p*"^>  ^  ^ 

tali  che  le  proporzioni  della  prima  deUe  due  nuove  fèrie  (  pre- 
fe  per  ordine  )  fono  eguali,  ovvero  .refpettivamente  m;^gtorì, 
o  minori  delle  proporzioni  della  fecónda  delle  due  nuove  fc» 
rie  (  prefe  anch'effe  per  ordine);  e  tali  ancora,  che  le  prò-  > 
^rzioni  della  prima  di  dette  ierie  anno'  i  conieguenti  tra- lo- 
ro eguali  ;  e  le  proporzioni  dellai  feconda  di  dk  ferie  anno 
parimente  i  confeguemi  tra  loro  eguali. 

Laonde  per  ^uefto  teorema  77-^ M^^iATTr  ^  "S"^^ > 
fo  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di   '^^-^^^  - 


m^iH^in .  te. 


quindi  permutando  in  virtù  del  corollario '^I 1 1.'  del  teorema 
QUCIX.  fi  k  eguale,  ovvero  relpettivamente  mag- 

giore, o  minore  di  — "^^"^  ^i^-^  •  ma  pel  cmllario  XXVL 
d^prmcipj  ''^L^„^^^  c  uguale  ad  —  ;  aduwjue  pel  corol- 
lario VI.  del  teorema  II.  c  uguale  «  ovvero  re- 
fpettivamente  maggiore,  o  minore  di  ^  •      '  Sco- 
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Scolio* 

In  queda  diqyftJnazione  fi  fono  iijppoiU  tacitamente  i  t^rmi- 
f  ni  delia  proporzione  dau.  ^  omogenei  a  quelli  delia  ferie  da* 

AB  P 

ta  7  )  —  >  ce.  ;  ma  fe  la  proporzione  data  foffe  v.  g.  ~  ,  ci 
di  lei  termini  non  omogenei  a  quelli  della  ferie  dau ,  allora 

fi  alfumerebbe       i  dì  cui  termini  foifero  omogenei  a  quelli 

Ivi  p 
della  mentovata  ferie  ^  ed  efla  —  foiTe  eguale  a  ^;  indi  fi  prò- 

vtrebbe  come  fopra,  che  ^^^^g*^  farebbe  eguale,  ovve^* 

ro  reipettivamente  maggiore,  o  minore  di  ^,eperconfeguen> 

za  di      in  virtù  del  corollario  XI.  de*principj ,  e  del  corol^ 

lario  VI.  del  teorema  II. 

II.  Il  corollario  prelente  non  fole  comprende  il  corollario 
IV.  dei  teorema  XXXVI.  ,  ma  in  oltre  contiene  il  corollario 
XXIV.  de' principi,  cioè  il  corollario  II.  del  teorema  XXXVI., 
vale  a  dire  la  propofizione  XII.  del  V.  libro  d'  Euclide  ;  per^ 

chè  quando  ^»  o  fia  -  è  uguale  a  ciafcuna  delle  proporzioni 
della  ferie  data,  eflendo  in  tal  cafo  é^tS^SfJL  eguale  ad 

ovvero  a  ^  (come  fi    dimoftrato  in  quefto  corollario,  e 

fcolio,)  deve  eflère  eguale  anche  a  ciafcuna  delle  proporzioni 
della  ferie  data,  e  ciò  pel  corollario  XI.  de*principj. 

Teorema  XXXVIII, 

R.  Apprefentino  5* ,  ed  5  due  ferie  di  quanti  termini  fi  vor- 
ranno ,  con  quedo  però ,  che  1*  una ,  e  f  altra  contengano  de- 
gnai numero  di  termini ,  e  che  i  termini  di  ^  fieno  omoge- 
nei ai  termini  di  s  ;  M  fignifichi  qualunque  moltitudine  de' 
primi  termini  delia  lérie  S  amfecutivamfnte  prefi ,  ed  m  ufta 
eguai  moltitudine  de*  primi  termini  di  «  cpnfecutPopuMUe.^xA*. 
Sia  in  oltre  la  proporzione  del  primo  termine  di  S  al  pri-: 

mo 


^  .d  by  too^'^' 
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mo  termine  di  i  eguale  ,  ovvero  maggiore  ,  o  minore  della 
proporzione  del  fecondo  termine  di  S  al  fecondo  termine  di  s; 
c  la  proporzione  del  fecondo  termine  di  S  al  fecondo  termine 
di  s  fia  eguale  ,  ovvero  refpettivamente  maggiore  ,  o  minore 
della  proporzione  del  terzo  termine  di  ^  ai  terzo  termine  di 
Sy  c  COSÌ  Tempre^  ec*.. 

Io  dicQ,  che  y^m"  ^  ovvero  rerpettivamsnte  ma^ 

giore,  o  minore  di  — -r»        -         "  ' 

^  ^^^^ 

DiMdSTR  AZIONE. 

£  Sprima  T  1*  ultimo  termine  di  Af,  e  y  Y  ultimo  termine  di  m.* 
Pei  primo  corollario  del  teorema  XXXVI.     è  uguale  ^  ov* 

vero. refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  • 

Per  la  feconda  parte  del  corollario  III.  del  teorema  XXXVL 
^T^lt^m)  ^  Uguale,  ovvero  refpettivamente  minore^  omag 
giore  di      cioè  pe' corollari  VI.,  e  XIV.  de'prìncipj  ^  è  u-. 

guale,  ovvero  refpettivamente  maggiorerò  minore  di  y^^y^^ 
e  confeguentemente  pel  corollario  XI.  de'  principi  9  ovvero  pel 
corollarìo  V.  del  teorema  IL  ^  è  uguale ,  ovvero  refpettivsh 

mente  maggiore  ,  o  mmore  di   m) 

In  oltre  per  la  prima  parte  del  corollario  IH.  del  teorema 
XXXVI.  "-g^^^^^y  è  uguale ,  ovvero  refpettivamente  mag. 

giore,  o  minore  di  -j^^;  adunque  pel  corollario  XI.  de' pinn- 

cipj,  ovvero  pel  corollario  V.  del  teorema  IL  ^  è  uguale  9 

ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minore  di  e  final* 

mente  fermutando  pel  corollario  III.  del  teorema  XXIX., 

è  uguale  >  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  • 
U  che  dovea  dimoilrarfi.  "  CoaoL« 
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Corollario. 

Se  i  termini  della  ferie  S  fono  tali,  che  il'jMnmo  fia  egua^ 
le,  ovvero  maggiore,  o  minore  del  fecondo,  u  fecondo  fia  e- 
guale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore  ,  o  minore  del  terzx», 
c  cosi  fempre ,  ec  :  e  fe  di  più ,  tutti  i  termini  della  lène  » 

fono  eguali  tra  loro,  io  dico,  che  j~ì^  ^  uguale,  ovvero  re- 
fpettivamente maggiore,  o  minore  di  ; 

Imperocché  per  la  fuppofizione,  e  pel  corollario.  VII.  d^ 
principi ,  ovvero  pel  corollario  X.  del  teorema  IL  la  propor* 
zione  del  primo  termine  di  5*  al  fecondo  termine  della  mede» 
(ima  S' farà  eguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  m^ 
iiore  della  proporzione  del  primo  termine  di  s  u  fecondo  ter* 
mine  della  medefima  s,  e  pemmantio  pel  corollario  III.  del 
teorema  XXIX;  il  primo  termine  di  S  al  primo  termine  di  s 
avrk  eguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minor  prò* 
porzione,  che  il  fecondo  termine  di  5  al  lecondo  termine  di  s. 

Siniilmente  fi  proverà,  che  la  proporzione  del  fecondo  ter* 
mine  di  S  al  fecondo  termine- di  s  li  eguale ,  ovvero  refpetti- 
vamente maggiore ,  o  minor  proporzione ,  che  il  terzo  ter- 
mine di  S  al  terzo  termine  di      e  cos^  fempie,  ec.  adun- 

^ue  pel  prefentc,  teorema  j^j^  è  uguale,  ovvero  rcfpettiva* 
mente  maggiore,  o  minore  di 


m 

t 


Teorema  XXXIX. 

£Sprimano  S  ed  So  due  ferie  di  quanti  termini  fi  vorran^ 
no ,  purché  ambedue  contengano  un  egual  numero  di  termi- 
ni ;  non  eflèndo  jperà  neceffiirio ,  che  i  termini  di  S  fieno  <h 
mogctKÌ  ai  termmi  di  So* 

Sia  inoltre,  il  primo  termine  della  ferie  S  eguale,  ovvero 
maggiore,  o  minore  del  fecondo;  e  il  Ascondo  fia  egiùde,  ovve- 
ro refpettivamente  maggiore,  o  minore  del  terzo,  e  cos'I  iem- 
nrt,  fc*  ma  i  termini  della  ferie  Sq  fieno  tutti  eguali  tra  loro. 

M 


1^ I jij^uu  L,y 
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M  figntfichi  qualunque  moltitudine  de'  primi  termini  deU 
la  ferie  S  confecutivamente  prefi^  ed  Ma  un'  egual  moltitudi-  ' 
'ne ,  o  fia  pluraliià  de'  primi  termini  della  ierie  So  cmfpKm» 

Io  dico,  che  j^^j^  ^  uguale»  ovvero  rcfpettivamente  mai* 
giore,  o  minoft  di 

D'tmofiraxione  del  j>rimo  eafi^  quando  tutti  $  termim^ 
della  fme  5  fono  cffìsli  tra  loro, 

CiHiamando  («)  clafcuno  de*  termini  tra  loro  eguali  della 
ferie  5,  e  ciafcuno  d^  termini  tra  brò  eguali  della  ferie 
Soy  chiamandè  ancora  (^)  il  numero  di  que'  termini  s\  della 
ferie  S ,  come  della  fene  So ,  i  quali  coftituifcono  le  due  plu- 
lalitk  My  ed  Mo  (pluralità,  che  fono  tra  loro  eguali'  in  ordi-  ' 
ne  alla  indtitodine  de'  termini  ),  e  finalmente  chiamando  (q) 
il  nùmero  di  que*  termini  si  della  ferie  S ,  come  della  ierie 
5*0,  i  quali  coftituifcono  le  due  pluralità  S-^Mj  cà  So-^M» 
(pluralità,  che  fono  tra  loro  eguali  in  ordine  alla  moltitudi- 
ne de* termini);  fi  ìl  Mzz^j  ed  Mà^pb^  come  pure 

M'^qa^  ed  So'^MtZZqh;  di  maniera  che  jr^^  '  la  me> 
defima  cofa,  che        ed  ^  ^        co^«>       ^  ; 

c  ficcome  pel  teorema  VI.  ^  è  uguale  a  A ,  cos\  f— q  è  u> 
guale  ad  j.^^^^  £  quella  è  la  prova  del  primo  cafo. 

Dimoftra^one  del  fecondo  y  e  ier^o  cafoy  quando  ì  $p^ 
.  mn$  della  ferie  S  vanno  dimimiumlo  ^  9 
vatftio  arefcfttfto»  ^ 

S* Immagini  una  ferie  So»  tale*  che  abbia  tanti  termuiti 
quanti  ne  k  la  ferie      e  che-  tutti  i  termiili  della  detta  lè- 
ne Soo  fieno  egualli  ali*  ultimo -tc^nliae  di  M-,^ 
*^  Rappfefenti  M»  una  moltitudifie  db*  primi  termini  della  fe. 
rie  Sili  €omJèattivament€  prefi,  rapprefenti»  dicO|  uma  moltittb 

S  dine 
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«tine.di^tii  termini  eguali  alla  fnoltitudine^  fia  plumlttà  Jtf 
>  die*  primi  termini  della  ferie  Sy  jconfecufivamcatg  $te(i, 

pofto  por  la  dimoftrazione  del  primo  ca£>  di  w^uefio 

téorema,  làA  j^;^=^v^a'  ^  ««W^ 

ovvéro  refpettivamentc  minore  di  ^^^^  ^  pél  ter» ,  e 

qiiartò  punto  del  cofoUario  XX.  ^fo*  pmcip) mennc  'è  fittile 
a  comprendere^  che  quando  i  termini  di  S  vanno  diminuen» 
do  >  ovvero  "refpettivamente  «reiÌBaido  %  V  antecedente  M  di 

è  maggiore,  ovvero -relpettivameittc  minore  dell' ante» 

/cedente  Moo  di  ^SIm  »  *    .confegnentc  S~Jtf  di  — 
i  iMmrf  )  ovvero  refpetttvaMente  maggiore  del  «onfegoente 

SoO'^Moo;  adunque  pel  corollario  VI.  del  teorema  II.  j^jg 

è  maggiore ,  ovvero  f efpectivamenjte  minore  di  j;-z^o  * 
£  quefta-  iè  la  prova  del  Ascondo,  «  terzo  cafo'.  • 
Quello  teorema  comprende  il  coroUario  del  teorema  pre* 

cedente*  '    .     i     -  - 

Co&OLLAitao. 

R  Apprefcntino  ed  Sooo  due  ferie  di  quanti  termini  fi  vo- 
gliano y  ma  di  egual  numero  di  termini  ;  potendo  i  termini 
dell'  una  elfer  non  omogenei  ai  termini  deli'  altra. 

Sìa  di  più  il  primo  termine  di  S  maggiore,  ovvero  mino- 
re del  fecondo;  il  fecondo  maggiore,  ovvero  minore  del  tep> 
20;  e  cos^  fempie,  ec. 

Air  incontro;  il  primo  termine  della  ferie  SWo  iìa  im«0fv> 
ovvero  refpettivamentc  maggiore  del  iccondo ,  '  il  fecondo  fia 
m$f$9re ,  ovvero  refpettivamente  maggiore  del  ter^o ,  e  così 
fempre ,  ec 

.  ,M  fignifichi  qualunque  :aMltisa(3iae.  de^fcùni  teronni  dcUa 
jGsrie  S  €Mtfie»nvmmmt  |id2,:cd.  Jin»  m'  «igual  ootritupUn^i 
0  fia  pinralitilk  de'  pfiim  icswm  dalla  ferie  Sm  MftoiumHt' 
mtme  prefi% 

'  io 
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Io  dico,  òht.ff^^  è  mm^àm  f  o>mio  rtfpttttvaoMnte 


Imperciocché  immaginando  una  ferie  So  dì  tanti  termini  tut- 
ti tea  loro  eguali  quanti  ne  include  la  ferie  Sooo^  Mo  denoti 
una  moltitudine  de'  primi  termini  della  leric  So  confecupivo' 
mente  prefì  eguale  alla  moltitudine ,  o  fia  pluralità  Mooo  de* 
^rimi  (ermini  della  ferie  Sooo  fwjjgcufivampntc  prefi ,  e  pel  ter- 
zo,  c  fecóndo  caio  del  pnefente  icofcm,.  j^  ,,, 

mrcy  ovvero  jcfpettivamcntc  maggiore  di  f^^jf^  p  ^dun^uc 

pel  corollario  XIV.  de'  prìncipi  jr— ^  (aik  tmggmr^^  ovvero 

leipettivamente  minore  di  ^     jTecondo»  e  terzo 

cafo  di  qnefto  medefimo  teorema  ^^j^  é  maggiore,  ovvero  refpet- 

tivamoite  mÙMst  di  j^^ji^l  fuinnn^  pel'  fecondo;  punto  del 

corollario  V.  dtl  teorema  JI*  t—r  ^  maggiore  >  ovvero*  re' 

i^ettivamente  minore  di  ^^^[^^  • 

Dinotino  Jf>  t  B  due  grandezze  omogenee'  diKe  ed  Af  là 
media  propordonale  tia.  ^e  9  piendafi  qUakm^ur  idtra!  gran» 

(iczza.  parimente  omogenea;,  io  dicO|,  tlie  ^-^f  è  ii?«ijpr£ 
mmore  01  • 

T  P 

I  conffd^ri  primieramente,  che  ^  è  uguale  ad      poiché  fi 

U  per  la  fuppofizionc  A,  M:  :  M »  B ftcondariamcnte  fi  ri- 
iima ,  che  pel  corallarib  IV;  del  fmcflia-  BC  ifuifi^  queito 

wiQporzionalitk :  .*  '  '  

il   V  A    A      M    r     '  ' 

v'^- r  Ai- -5  "i-         s%  Ora 
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'   Ota  fe  .la  r  è  mj^iore  della       il  primo  termine  -  4eU 

la  proporzionaliA  (  i  )  faA  minore  di  ^  fecondo  termine 
di  cfla  pei  corollario  XIX,  de'  principi  ,  e  quindi  il  terzo  ter- 
mine ^  della  ftcflà  proporzionalità  iaÀ  minore  anch'  elio  del 

quarto  termine      in  virtù  del  corollario  X..  de*  principj  ;  di 

modo  che  cffcndo  ^  eguale  ad  ^,  U  proporzione  ^  (uk  iì 

mimmo  termine,  e  la  proporzione  -5  il  majpmo  della  propor-. 

zionalitk  (  I  ) ,  mentre  effendo  il  primo  antecedente  j  mino* 

re  del  primo  confi^uente      iaià  ancora  il  fecondp  anteceden> 

te  ^  (eguale  ad  minore  del  fecondo  confeguente  -  pel 
corollario  del  teorema  XL 

■Se  poi  la  r  è  minore  della  Af ,  allora  il  primo  termine  à 
della  proporzionalitìi  (  i  )  faili  maggiore  del  fecondo  termine 
^  pel  corollario  XIX.  de* principj,  e  confeguen temente  il  ter- 
zo termine  ~  maggiore  del  quarto  termine  -1  pel  comi- 
lario  X.  de'  principj,  e  perchè  ^  ^  uguale  ad  ,  fark  ~  il 
majpmo  termine,  ed      il  deUa  proporzionalitk  (  i  ) 

àttefochè  il  primo  antecedente  maggiore  del  primo  confe- 
guente ^  efige,  che  il  fecondo  antecedente  ^  (eguale  ad  ^) 

fia  maggiore  del  fecóndo  coi^uente  »  e  ciò  pel  corollario 
del  teorema  XI.;  adunque,  o  la  T  fia  maggiore  ,  ó  minore 
della  My  /ark  Tempre  7 -+5"  l'aggregato  del  majfim  y  c  del 
«KMiffiM  termine  della  proporzionaliÀ  (1)9  e  perciò  in  vigore 
del  teorema  XXXIL  ùAt  fempre  maggiore  di  7^-^^  > 

vale 
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valé  a  dire  <àA  Tempre  minore  di  j^  j  pel  cofoUa^ 

rio  XIV.  de* principi*   Il  che  dovea  dimoftraifi* 

Scolio. 

I.  ^  Ella  dimoftrazione  di  quefto  teorema  fi  è  dedotto  ^  me* 
diante  il  corollario  X.  de*  prìncipj ,  che  fe  la  /*  è  maggiore  , 

ovvero  minore  della  My  il  fecondo  antecedente  ^  della  pro- 
porzionalità (  1  )  farà  minore  y  ovvero  refpettivamente  maggio* 
re  di     fecondo  confeguente  di  efla  :  la  medefima  cola  potea 

provarti  anche  mediante  il  corollario  XVII.  de*  principi ,  poi* 
chè  &  y  è  maggiore  y  ovvero  minore  di  My  ne  fiegue  ,  che 
M  è  minare y  ovvero  refpettivamente  maggiore  di  /*,  e  confe- 

guen temente  che  ^  è  minore y  ovvero  refpettivamente  maggio- 
re di     in  virtii  deli*  accennato  corollario  XVII.  de*  principi  • 

II.  Gl'intendenti  del  calcolo  differenziale  potranno  vedere 
iiello  fcolio  anneflb  al  corcarlo  III.  del  teorema  LXXVIL  una 
maniera  di  trovare  per  analiii  il  prefente  teorema  XL. 

Teorema  XLI. 

Le  lettere  Ay  By  Cy  Dy  F  rapprefentino  cinque  grandezze 
omogenee  in  generale ,  e  fia     eguale  a  j  ;  io  dico^  che  ^ 

Ib  a  •2,  come  C  ad  F. 

Dimostrazione. 

E  tre  proporzioni  5-  >  5*  ^  ^  coditnifcano  un  prim'  ordina 
di  grandezze y  t  C y  Dy  F  formino  un  fecond* ordine . 

Si  avrìi  pel  teorema  III.  ^,^::A,By  ma  per  T  ipotc$ 
A*B::D,F;  adunque  pel  corollario  XI.  de'  prìncipj  la  pri- 
ma —  del  prim'  ordine  fta  alla  fua  feconda  ^  ,  come  la-  fe- 
conda D  del  fecond'  ordine  ila  alla  fua  terza  jF* 

Di 
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Dì  fiày  pd  uaxm^  IX»  fi  ^  5-  feconda,  dei  pcim;  mòmt 


alla  Tua  terza  ^ ,  come  C  prinu^  del  fecondi  orfane*  alhr  M 


c 


feconda  D;  adunque  per  l' egualità  perturbata    prima  dei  prim' 

ordine  (la  alla  Tua  terza  —,  come  C  prima  del  fecond" ordine 
ila  alla  fua  terza  F*   Il  clie  dovea  dimoftiariì. 

Definizione  XXVIII. 

^^Uando  due>  tre ,  quattro ,  o  generalmente  molìe  propor- 
sìoni  era  loro  fig/Mli  fono  le  proporzioni  com^onettfi  di  quj^ 

lunque  proporzbnr^  (in  modo^  die  il  prodotto  di  queilt.diie^ 

tre>  quattro  y  o  mohf  proporzioni  .eguali  (ia  eguale  ad      (i  di- 

che  la  medefima  ^  è  refpettivamente  duplicata,  triplica» 
ta  >  quadruplicata ,  ovvero  generalmente  moltiplica  di  ciafcuna 
delle  proporzipnliepiiaU.^Mi^jif^^^^^  7.  g.  le  ^=s  jx      |>  X  7 1 

e  fe  di  più  le  quattro  proporzioni  componenti 

fonp  tra  loro  r^/i^  ^  ^  fi  dirà  qutàfmftìmé  di  ^  >  ovvero 

di  3,  oppure  di  |,  o  di  ^ , 

PEFiNizio;aE  XXIX» 

.  .  .  .  • 

JB  )La  proporzione  .delia  quale  ^  è  duplicata,  triplicata,  qua- 
druplicata ,  o  generalmente  mohipUce  ^  fi  chiamerà  refpetriva- 
.mente  fudduplicata,  luttriplicata ,  fuquadruplicata ,  o  general- 

mente  Jumndtifliu  ili  ^;  y.  g.  peli'  efempio  della  precedente 
jfefinìmie ,  \at  proponimie  j  fi  dirà  fuqMdruflkata  della  prò- 
pofzionc  le.  diifi:iiiia  delle  ire  idtre  proporzioni ,  che  fono 
eguali  ^      e.^infiemc  con  ella  com^g^m  ìà       cioè  la 
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^)  ia      «  ciaTcuiui,  die»»  -di  qiwAe  fi  dk4  fwfmim 

picara  ÀéHià  proporzione  ^*  »         •  '* 

Scòlio. 

Chiaro,  che  fe  e  j-  fono  eguMmeM  m^ìiplki  delle 
refpetcive  proporzioiù  e  faranno  ancora  le  medefuse 
^  ,  e  —  tgfkdmmtt  fitmmMfisd  delle  \refpetttve  proporzioni 

i         T  •  - 

e.  j*. 

.  Jniferciocchè  fe^,  e  ~  faranno  t.  g.  éupHcatCy  nìflkany 

9  quadruplicm^  «c«  delie  ^(pettive       e  «j-^  evidentemente 

fi  conccpifce ,  che  queftc  iilcfìTe  proporzioni  —  j  e  -j-  faranno 
vicendevolmente  fuddupUcate,  o  futtr^licate  »  o  fuquadnifl^ 
caie  9  ec  delle  le^enive  J"  • 

]>Eri-N1ZIONE  XXX. 

oEtma  -proporztone"fi  moltiplica  una  vcSta  jper  fé'jbédéfiiftia^ 
il  prodotto,  che  neTffnlta,  dtcefi,  feconda  dignità  della  i!ef£^ 
proporzione,  e^  una  proporzione  fi  moltiplica  due,  tre,  quat> 
tro  Toke,  ec.  per  fe  niedelima,  il  prodotto  chiamafi  refpetti- 
wamente  terza,  quarta,  quinta  dignitli,  ec.  della  fteflà  propor* 
Biotte*  e  -cosi  in  infinito;  defumendo  il  ^tUh  deUa  dignità  dal 
numero. dèlie  volte  ^  imo,  che  la  proporzione  fi  i  molti{^ 
cata'  per  fe  inedefima . 

Definizione  .XXXL 

Quando  4ina  proporzione  v.  g.  j  moltiplicata  una  volta  per 

«edefima,  ne  produce  mi'  akra  ^ ,  qneUa  dicefi  radice  fe- 

conda  di  quefta,  e  quando  j  naoitip^cata  due^  if^^  quattro 

voi* 
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volte,  ec.  per  fe  mededma  produce  la  ^)  diceli ,  eh'  è  reTpettt- 

vamente  la  radice  terza,  quarta,  quinta,  ce  di  ^defumco* 

do  il  grado  della  radice  dal  numero  delle  volte  piU  unoy  che  la 
j  dee  moltipiicariì  per  fé  medeiima,  ad  effetto  di  produrre  la 

A VVERTiMENTO. 

jN^El  teorema,  che  fiegue,  e  Tuoi  coroUaij,  ficcome  ancofa 
nel  teorema  XLV.,  che  litfiéguiÀ,  le  proporzioni  faranno  de- 
nottte  con  una  foia  lettera  per  ciafcuna ,  e  qualunque  volta 
le  proporzioni  faranno  efprelle  con  una  fola  lettera ,  fi  defigne* 
là  il  prodotto  di  due,  o  più  proporzioni  fenza  il  fegno  X; 
ponendo  femplicemente  le  lettere ,  che  efprimano  le  propor- 
zioni ntohiplfcate  avanti  quelle ,  che  fignifìcano  le  proporzioni 
moltiplicanti  ;  V,  EF  fignifichetà  il  prodotto  della  proporzio- 
ne E  moltiplicata  per  la  proporzione  F;  EFG  fignificherk  il 
prodotto  delle  due  ^porzioni  £,  ed  F  (cioè  £jP)  moltipli- 
cato  per  la  proporzione  G,  e  cosi  Tempre,  ec« 

Teorema  XLII. 

Slenp  4tte  pfpdotti  y.  g.  EFG ,  te  tà  efgy  ec.  formati  da 
quaUì voglia  numero  di  proporzioni,  purché  tome  fieno  le  pro- 
porzioni, che  formano  il  primo,  quante  quelle,  che  formano 
il  fecondo:  e  le  propprzioni  £,  F^  G,  ce.  delle  quali  è  for- 
mato il  primo  prodotto,  prele  ad  una  ad  una,  fieno  eguali, 
ovvero  maggiori,  o  minori  delle  corrifpondenti  proporzioni, 
delle  quali  è  formato  il  lecondo,  cioè  delle  relpettive  e^f^g^  ec. 

Io  dico,  che  il  primo  prodotto  EFGy  ec.  è  uguale,  ovvero 
tefpettivamente  maggiore,  o  minore  dei  iecondo  cfgy  ce 

S  C  O  L  I  0« 

I  Ntendo  per  proporzioni  corrifpondenti  quelle,  che  ferbano  una 
fimigliante  difpofizione  ne'  loro  relpcttivi  prodotti,  v.  g.  la  E 
nel  primo  prodotto  è  corrifpondcnte  aiU  e  dei  iecofido,  e  cosi 
ia  ./^  ailj^/^  ^  (#  alia  ^1  eu 

.  Di- 
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Si  noti,  che  per  la  definizione  XXIL)  e  pe*  due  primi  ar- 
ticoli dello  fcofio  ad  effa  anneflb,  il  prodotto  di  qualunque 
numero  di  proporzioni  è  anch'  effo  una  proporzione  pura  • 

Ciò  pofto  egli  è  vifibile ,  che  pel  I.  corollario  del  teorema 
XKIV»,  e  pel  teorema  XXV.  £F  è  uguale  »  ovvero  relpetti* 
vamente  nuggiore  ,  0  minore  di  ^ ;  e  per  la  ftefla  ragione 
(  EF  )  G,  cìoiè  EFG  è  uguale  ,  ovvero  rdpettivamcnte  mag- 
giore, o  minore  ^  {rf)  cioè,  di  efgj  e  così  EFGy  ec.  è 
uguale,  ovvero  refpettivamenfie  maggiore,  o  minore  di  efg^ 
ec.  qualunque  eifer  poifa  il  numero  delle  proporzioni  »  che  fo& 
mano  i  due  prodotti*   Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Scolio. 

• 

oE  una,  o  più  proporzioni  dell'  efprefTe  con  le  lettere  /, 
g ,  ce.  fofTero  le  medefime ,  che  una  ,  o  più  delle  proporzioni 
corrilpondenti  F,  G,  ec.  v.  g.  le  fofTe  /  la  medelìma,  che 
jF,  egli  è  chiaro,  che  con  lo  ftelTo  raziocinio  adoperato  nella 
dimoiTrazione  di  qucRo  teorema  il  moitrerebbe)  che  £FG^  ec. 
iarebbe  eguale  ad  afgy  ec. 

Corollario  L 

Sb  ciafcuna  delle  due  proporzioni  5*9  ^  c  compofta  di  egual 

numero  di  proporzioiu  refpettivamente  eguali  in  modo,  che 

ad  ogni  proporzione  componen$c  la  ^  corrìCponda  con  Jimif 

gliante  Jt/po/h^ione  una  proporzione  eguale  a  quelle  1  che  m«% 

pongono  la       io  dico,  che  ^  è  uguale  a  — . 

La  definizione  XXIII.  fa  conofcerC)  che  quello  corollario  è* 
compreib  nel  teorema . 

Corollario  IL 

£  la  proporzione  ^  è  uguale  ad  £jFG,  ec.  la.  ftefla'  pì'opoiv^ 

•t  ^     zio-'  * 
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zione  ^  faÀ  eguale  anche  ad  efg^  ce.  (  per  la  tem  parte 

del  corollario  XI.  de*  principi  )  allorché  le  proporzioni  £,  F, 
Cy  ec.  iono  eguali  alle  proporzioni  corrifpondenci     />  ^>  ce 

CaROLLARIO  III. 

I.  Se  le  proporzioni  £,  G,  ec.  le  quali  compongono  il  pro- 
dotto EFG^  ec.  fono  tutte  eguali  tra  loro,  e  fe  la  proporzio» 
ne.  (^)  è  uguale  ad  una  delle  proporzioni  componenti 
Cr,  ec.  il  prodotto  EFG ,  ec.  far^  eguale  ad  eee^  ec.  cioè  ad 
una  dtgnttà  tale  della  proporzione  {e)  che  il  grado  di  efla  di» 
gnità  fi  defigni  col  numero  delle  proporzioni        jF,  G,  ec. 

II.  E  quindi  fe  la  proporzione  T  e  uguale  ad  £FG,  ec.  c 
la  proporzione  (/)  è  uguale  ad  eccy  ec  iaìà  pel  corollario  Xlli 
de  principj  T  eguale  a 

Corollario  IV. 

I.  Se  due  proporzioni  R,  P  fono  moltiplici  di  egual  numero 
di  proporzioni  tali ,  che  le  proporzioni  componenti  di  jR  fieno 
eguali,  ovvero  maggiori,  o  minori  di  quelle,  che  compongono 
}o  dico,  che  i?.  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  minore  di  P, 
II.  E  fe  la  proporzione  R  è  uguale ,  ovvero  maggiore ,  o 
minore  di  P,  e  le  proporzioni       c  p  fono  egualmente  fum- 
moltiplici  delle  rcfpettive  proporzioni  fuddette  jR  ,  e  P,  cioè 
ambedue  fudduplicate ,  o  futtriplicate ,  ovvero  fuquadruplica- 
tc,  ec.  di  R  refpettivamente  e  di  P ;  io  dico,  che  r  è  ugua- 
le ^  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  p. 
;  La  prima  parte  di  quello  corollario  naice  immediatamente 
dal  prefente  teorema  in  virtù  della  definizione  XXVIII. 
.  "La  feconda  parte  poi   fi  prova  così:  fe  r  non  fofTe  eguale  » 
è  lefìpettivanaente  maggiore ,  o  minore  di  ^  ,  la  medeìima  r 
ftiebbe  maggiore^  o  minore y  ovvero  refpettivamente  efftédcj  0 
mimre  y  oppure  eguale  y  0  msgffore  della  p  ;  ma  fe  r  foflè  tap 
le ,  la     iaiebbe  fimilmente  maggiore ,  0  minore ,  ovvero  re- 
ipettivamente  eguale  y  0  tmmr^y  oppure  eguale  y  0  maggiore  del» 
6  ^:  c  ^uefto  pel  teorema  prefente ,  e  per  la  definizione 

XXIX. 
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XXIX.  I  ma  ciò  xovelciarebbe  la  Ìuppoiìzione9  adunque  |  ec 

m 

Corollario  V*  v 

I.  Se  la  proporzione  0  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  mino- 
re della  proporzione  F,  anche  qualfivoglia  dignità  di  O  larh  e- 
guale,  ovvero  relpetuvameate  maggiore >  0  minore  d'una  di- 

^nità  fimile  di  V, 

II.  Ed  anche  la  radice  di  qualfivoglia  grado  di  O  farìi  egua- 
le ,  ovvero  relpettivamence  maggiore  j  o  minore  della  radica 
fimile  di  ^. 

E'  evidente  per  le  definizioni  XXVIII. ,  XXIX, ,  XXX. ,  e 
XXXI.,  che  la  prima  parte  di  quefto  corollario  è  un  cafo  dei- 
la  prima  parte  del  corollario  precedente ,  e  che  la  feconda 
parte  di  quello  corollario  è  un  calo  della  feconda  parte  det' 
medelìmo  precedente  corollario. 

Teorema  XLIIL 

• 

S  E  una  proporzione  9  v.  g»  ^  è  ccmpojls  di  molte  propof*> 

zioni)  e  in  luogo  d*  alcune 9  o  di  tutte  le  fue  proporzioni  orni* 
fone»f$  ù  furrogano  altre  proporzioni  refpectivamaite  eguali; 

io  dico,  che  la  fuddetta  proporzione  ^  è  tompofta  delle  pr^ 

porzioni  {urrogatc  ^  x  di  quelle 9  che  rimangono |  in  cafo^  che 
ne  rimangano. 

« 

PlMPSTRAZlONB. 

»    '  •  ... 

XiA  proporzione  ^  fia  per  cagion  d'  efcmpio  compo{la  delle 

proporzioni  5  ,5,  7,  ce,  efieno        j;^=^;-  =  j,ec; 

ùxk  pel  tepnmia  precedente  ^X^X^  ,fic=sfxfx7>cc.; 

ma  per  T  ip9tefi ,  e  per  la  definizione  XXIII.  ^=  J  X  ^  X  j,  ce.;  « 

adunque  per  la  terza  parte  del  coroUarìo  XI.  de*^prìncipj  ^sa 

7  X  j  X  7  >  ce,  e  conieguentemente  per  la  definizione  XXm.,la 

T  a  pro- 
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'  proporzione  ^  è  compofta  delle  proporzioni  fwrogaie  7  9  7  9  7  ^C. 

E  benché  non  a  tutte  le  proporzioni  componenti  fi  furro* 
gaffeió  le^rerpettive  egu;ili,  ma  una  ,  o  molte  ne  rimaneflèio 
delle  privine  componenti  ;  nientedimeno  la  medefima  ragione 

proverebbe  lèmpre  1'  eguaglianza  di  ^  col  nuovo  prodotto  for- 
mato dalle  proporzioni  furrogaa  ,  e  delle  rimanenti  ^  e  per  la 
.definizione  XXIII.  la  proporzione     farebbe  enm^ii  delle  pn^ 

porzioni  furrogate,  e  delle  refidue,  in  cafo  che  ne  rimanefTero. 

Laonde  eifendo  quefto  raziocinio  manifeftamente  applicabile 
a  qualfivoglia  numero  di  proporauoni  componenti  |  ne  fegue , 
•che  il  teorema  è  generalmente  véro . 

Corollario, 

S  £  di  più  in  luogo  di  alcune,  o  di  tutte  le  proporzioni  fur* 
rogate ,  o  delle  rmanenti ,  ovvero  delle  une ,  o  delle  altre  fi 
foitituiflèro  altre  proporzioni  rifpettivamente  eguali  ;  io  dico, 

che  la  ftefla  proporzione  ^  è  compojìa  delle  proporzioni  nuova- 
mente foftituite,  e  delle  rejidue^  quando  vi  reftino. 

£  cos'i  in  infinito  fe  fi  lodituilcono  in  infinito  proporzioni 
Tempre  nuove,  e  lempre  eguali; 

Imperciocché  il  teorema  preTentc  moftra,  che  la  proporzio- 
ne ~  è  compofts  delle  proporzioni  refpettivameiite  eguali  fofti- 
tuite colla  prima  furrogazione  ,  e  delle  rimanenti ,  ec  ;  adun- 
.que  in  vigore  di  quedo  medefimo  teorema  la  ftefla  proporzio- 

ne     (confiderata  ora  come  comporta  delle  proporzioni  rcipet- 

tivamente  eguali  foftituite  colla  prima  furrogazione,  e  delle  ri- 
manenti^  ec)  fiui  eziandio  ewnpojia  delle  altre  proporzioni re- 
Ipettivamente  eguali  foftituite  colla  feconda  furrogazione,  e 

delle  rimanenti^  ce. 

La  fteffa  ragione  evidentemente  \l  luogo  in  ordine  alle  al- 
tre proporzioni  refpettivamcnte  eguali  ,  che  poflTono  foftituirfi 
con  una  tcì-xa^  o  quarta^  o  quinta  furrogazione,  ec»;  adunque 
il  preiente  corollario  è  generalmente  vero.  xe<^ 
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TBokBUA  XLIV. 
S  leno  le  due  proporzioni  eguali  tra  loro  ~  ,  | ,  e  le  altro 

due  proporzioni  eguali  tra  loro  7        fia  in  oltre  ^  molti- 

plice  della  proporzione  «f;  io  dico,  che  la  proporzione 

è  egualmente  moltiplice  della  proporzione  f^^. 

Tutti  i  termini  delle  due  proporzioni  ^  ,  ^  debbono  èflTere 
tra  loro  omogenei ,  e  tutti  i  termini  delle  altre  due  projpor- 
zioni  y  ,~  debbono  eflcro  omogenei  fra  loro. 

Dimostrazione. 

I.  Slfuppone^  =  |.X  f  X  1",  ec.,e  fi  fuppone  ancora  ~=|.; 
adunque  pel  corollàrio  XXIV.  de' principi  1^=1,  e  pel  co- 
rollario XI.  de*  principi ,  e  per  T  articolo  II.  dello  fcolio  an* 
neOb  alla  definizione  XXII.  .±±2-- £  ^  £  y  £  ec. 

II.  Si  fuppone  in  fine  «Iss^;  adunque  pel  corollario  XXIV. 

de' principi  y^szjj  e  pel  teorema  XLIL  IxjX  jy  ec.  è 
uguale  ad  [,^-^]  [i^J  [^^^4]  '  -  ^  P-vato 

nel  primo  punto,  che  f  X  f  X  f  ,  ce.  ;  adunque  pel 

corollario  XI.  de'  principi ,  e  per  l' articolo  II.  dello  fcolio  an- 
neflb  alia  definizione  XXII. ,  fark  eziandio  ^^^si  [1^] 

K^^l  B-^hJ>  ^^'y       *  *^*^c>  proporzione  j^g 

e  tanto  moltiplice  della  proporzione  fz^-j^f  quanto  la  propor» 
zione     della  proporzione     .   Il  che  dovea  dimoftrarii* 


Tbo- 
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Tborbma  XLV. 

Il  prodotto  di  quante  ,  e  quali  proporzioni  fi  vogliano  è  ii- 
guale  ad  ogni  altro  prodotto  delle  medefime  proporzioni,  quap 
lunque  ordine  fi  oflervi  nel  moltiplicarle  infieme: 

Rapprclentino  per  cagion  d'elempio  le  lettere  ^,  ^,  r,  i 
altrettante  proporzioni,  il  prodotto  pqrs  è  uguale  al  prodotto 
pqsTy  e  a  qualunque  altro  prodotto  di  tutte  le  proporzioni^, 
r,     diipofte  con  qualmta  órdine  nel  moltiplicarle  tra  loro. 

Scolio» 

Prìhu  di  paflare  alla  dimoftrazione  di  quello  teorema  fi  no- 
ti ,  che  due  proporzioni  v.  g.  ,  ^  poflbno  elTere  difpofte  m 
due  fole  manme ,  cioè  pq  ^  t  qp  \  xm  tre  proporzioni ,  v.  g* 
Py  qy  r  poflpno  difporli  pel  loro  prodotto  i»  feì  mammy  cioè 
$n  m  vdte  due  msmerf^  mentre  nel  primo  prodotto  delle  due 
proporzioni  py  qy  cioè  in  ,  la  terza  proporzione  r  .può  oc- 
Oipare  tre  luoghi ,  cioè  il  terzo  luogo ,  il  fecondo  y  e  il  pri- 
xQo,  donde  nafconp  i  ire  prodotti  pqr^  prq^  rpq  ;  fimiUnente 
liei  fecondo  jprodp(tò  delle  proporzioni  p  y.jf  y  cioè  in  ,  la 
terza  proporzione  r  ptiÒ  ftare  in  tre  luoghi ,  cioè  nel  terzo , 
nel  fecondo,  fi  nd  primo  )  .e  pos^  formare  i  tre  prodotti  qpr  ^ 

qrp,  rqp,  :     ^  - 

Quattro  proporzioQi  poflbno  ricevere  nel  loro  prodotto  w»> 
tiqumrp  dilppuzipni  y  cioè  quanto  voÌte  fei  ;  in^perpipcchè  la 
auarta  proporzione  /  può  occupare  quajttro  luoghi  in  aafcnno 
de^  fei  prodotti  fpnn^i  .dall^  tre  proporzioni  pyqyfy  .cioè  può 
ilare  nel  quarto  luogo,  nel  terzo,  nel  lecondo,  e  nd  primo, 
V,  g.  nel  prodotto'  pqr  la  proporzione  js  può  di^porfi  in  quefte 
quattro  maniere,  Pfny  pqsr^  psqr^  spqr'. 

In  iomma  conncWndo  la  jcola  attentamente,  fi  conofceÀ 
con  evidenza  ,  che  Ji  prodotto  4i  due  proponsioni  può  riceve^ 
re  difpofizioni  num,  a.;  il  prodotto  di  tre  proporzióni  può  ri» 
cevere  difppfi^ioni  ^um,  2.  3.  ;  il  prodotto  di  quattro  propor- 
zioni può  ricevere  dilpofizioni  num.  1.  3.  4. 

generalmente  il  numero  delie  dilpofizioni  poflìbili  di  quante 

pro> 
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proporzlom  fi  vogliano  nel  hto  prodotto  è,  2.  3.4.  5.  ec  do* 
vendofi  intendere  que(fai  fbrmoki,  o  fia  efpreflione  di  numeri 
continuata  con  la  medefima  legge,  finché  V  ultimo  numero  di 
efla  fia  eguale  al  numerò  delle  propoizifliii,  che  debbono  moi- 
tiplicaifi  infieme. 

Definizione  XXXII. 

Clh  pollo,  chiamo  prodotti  tnminarìvf  quelli  j  ne*^ quali  Ir 
lettera  uhiina  s  foprawcifire  è  polla  nell'  ultimo  luogo. 

£  chiamo  prodotti  non  fermmatiw  quelli ,  ne*  quali  la  det- 
ta lettera  uhima  a  foprgvivcmn  non  è  pofta  nell*  ultimo  luogo: 
V.  g.  (e  ne*  prodotti  pq  ^  e  qp  h  lettera  r ,  che  è  V  tUttma-  i 
fopravyenire ^  è  pofta  nell*  ultimo  luogo,  i  due  nuovi  prodottic- 
ene nè  rilultano,  cioè  pfr^  e  ffr^  tono  da  me  chiamati  prò*, 
dotti  terminativi. 

Ma  i  prodotti  torq  ,  e  r^^,  ne*  quali  la  lettera  r  Mms  é 
foprawenire  non  e  pofta  neu*  ultimo  luogo,  fono  detti  da  mt 
prodotti  non  terminstivi. 

Dbpinzzionb  XXXIIL 

13  Ico  ,  che  un  prodotto  terminativo  corrifponde  ad  uno ,  o 
più  prodotti  non  terminativi^  quando  tolta  dal  prodotto  ter- 
mmativo  la  lettera  ultima  foprawenire^  e  tolta  parimente  dall* 
altro  ,  o  altri  prodotti  non  terminativi  la  ftefla  lettera  ultima 
n  foprawenircy  tutti  i  prodotti,  che  rimangono,  fono  identi- 
ci ,  cioè  lono  formati  con  le  refidue  lettere  difpofte  in  tutti 
col  medefimo  ordine  :  v.  g.  dico  ,  che  il  prodotto  terminativo 
pqr  corrilponde  ai  prodotti  non  terminativi  prq^  ed  rpq\  per- 
chè tolta  dal  prodotto  terminativo  pqr  la  lettera  r,  che  è  P  ul- 
tima a  foprawenire^  e  tolta  parimente  dai  prodotti  rton  termi' 
nativi  prq^  ed  rpq  la  fteffa  lettera  r,  rimangono  i  tre  prodot- 
ti identici  pq  y  pq^  pq^  ne'  quali  le  medefime. lettere  /  >  e  f 
lono  dilpoite  coi  medefimo  ordine. 

AVVEJITIMBNTO. 

D  £e  qui  il  lettore  aver  prefente  allo  fplrito,  ciò  che  fi  è 

no- 
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potato  ne*  due  primi  articoli  delio  (colio  anneflb  alla  de6nizio- 
ne  yjai^  ed  è,  che  U  prodotto  di  due,  o  pih  proporzioni  e« 
quivale  ad  una  proporzione  pitra. 

Quello  avvertimento  Jervirk  per  rendere  pià  brevi|  e  più  in- 
telligibili i  feguenti  raziocinj* 

Pimo/ìraT^me  ikl  mtems* 

I.  P  £1  cafo  di  due  proporzioni  »  il  teorema  è  gik  dimoibato 
nel  teorema  XXIII.  . 

Pel  cmfi  di  tre  propor's^onì  * 

II.  T^a  i  fei  prodotti  formati  dalla  diverfa  difpoflzione  del- 
le tre  proporzioni  />,  qy  r,  due  ve  ne  fono  terminativi  j  cioè 
pqry  qpVy  che  naicono  dai  due  prodotti  delle  due  proporzioni 
p^  Q  q  moltiplicati  per  la  terza  proporzione  r  (  la  quale  è  T 
ultima  a  fopra^enire  )  collocata  in  fine  di  efTì  :  e  quefti  due 
prodotti  terminativi  fono  eguali  tra  loro;  poiché  eflendo  egua- 
li pel  primo  punto  i  due  prodotti  pq^  e  qp  delle  due  propor- 
zioni  py  t  qy  anche  i  luddetti  due  prodotti  terminativi  pcjr^  e 
qpr  fono  eguali  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIV.:  ma  perchè 
ciafcuno  di  quefti  due  prodotti  terminativi  può  ricevere  due 
nuove  dilpofizioni ,  e  divenire  così  in  due  maniere  prodotto 
non  terminativo  y  collocando  la  terza  proporzione  r  non  più  nell' 
ultimo  luogo  di  elfi  prodotti  terminativi^  ma  nel  fecondo,  e 
nel  primo;  fi  a  da  provare,  che  cialcuno  de'  due  prodotti  non 
terminativi  y  come  lopra,  e  uguale  al  prodotto  terminativo y  che 
gli  corrifponde,  e  da  quefta  prova  ne  feguirk  manifeftamente 
r  eguaglianza  di  tutti  quanti  i  prodotti  delle  tre  proporzioni 

p  r;  mentre  fi  è  gik  moftrato,  che  i  due  prodotti  termi- 
pativi  Ibno  tra  loro  eguali. 

Per  provare  1*  egualità  de'  due  prodotti  non  terminativi  rpify 
c  prq  col  primo  prodotto  terminativo  pqr^  che  loro  corrifpon- 
de^ (i  confiderì  che  rpq ,  e  prq  fono  eguali  tra  loro  in  virtù 
del  corollario  I.  del  teorema  XXIV. ,  poiché  provengono  dai 
due  prodotti  rp  ^  pr  (  che  pel  primo  punto  fono  eguali) 
moltiplicati  per  q;  ma  il  prodotto  nm  terminativo  prqy  nel 

qua- 
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quale  la  lettera  r  ultima  a  fopraiyvemrc  \  il  penultimo  luogo, 
è  uguale  al  prodotto  termi  nativo  a  le  carr  if pendente  p^r;  imper- 
ciocché fi  ^  pel  corollario  VII.  del  teorema  XXIV.,  pr  'p^-'-r.^j 
c  confegucntemente  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIX.  ^  prcj^ 
pqr  ;  adunque  anche  rpq  è  uguale  a  pqr:  ed  ecco  provato,  che 
cialcuno  de'  due  prodotti  non  terminétivi  pr^y  rpq  è  uguale  al 
prodotto  terminativo  a  fe  corrifponJentf  pqr. 

Debbono  ora  moftrarG  eguali  gli  altri  due  prodotti  non  ter- 
minativi rqp^  e  qrp  al  prodotto  terminativo  qpr^  che  loro  cor- 
rifpondcy  il  che  nello  fteflb  modo  fi  eleguiri;  poiché  rqp^  e  qrp 
fono  eguali  tra  loro  pel  corollario  L  del  teorema  XXIV.,  co- 
me rilultanti  dai  due  prodotti  rf,  e  f r  (eguali  pel  primo  pun- 
to )  e  ambedue  moltiplicati  per  p^  jtui  il  prodotto  non  termi" 
.  Hativo  qrpy  nel  quale  la' lettera  r  tdrìma  a  foprawenire  k  il  pe- 
liultimo  luogo ,  è  uguale  al  prodotto  fermmatiw  qpr ,  attetbì 
'chè  fi  a  pel  corollario  Vlt  c»l  teorana  ìiXlV.  ar,qp::r.p^  e 
confegùemeiilente  fé  corollario  LdeL  teorema  XXlX.  qrpz:iqpr; 
adunque  anclie  rqp  ^  4iguifo  a  f^:: ed  ecco  provato,  che  eia* 
fcuno  de*  due  prodotti  nm'  mmìnsthi  rqpy  e  qrp  è  uguale  al 
prodotto  tmmmtfk»  a  fe  ttrrifpondne  pqr  ;  rimane  pertanto 
dioioftiata  la  veritk  del  teorema  nel  caio  di  tre  proporzioni* 

Pel  cafo  ài  quattro  prvporT^oni, 

TlKs^ì  ventiquattro  prodotti  formati  dalla  varia  moltiplica^ 
zione  infieme  delle  quattro  proporzioni  f ,  r,  sy  iè  ne  tro- 
vano fci  tetsmhémvi ,  i,  quali  nlùltano  dai'  lei  diverfi  prodotti 
delle  tre  proporzioni  py  f ,  moltiplicati  per  la  quarta  pnv 
porzione  s  uffima  a  foprmjvmkre  dilpolla  in  nne  di  elfi  :  ora  o* 
gli  é  chiaro.)  che  efiendo  eguali  tra  loro  i  (èi  prodotti  deller 
tre  proporzioni  o,  r,  conforme  fi  è  moftiato  nel  lecondo 
punto  )  anche  gli  accennati  kì  prodotti  tmmmirìviy  che  fi  for- 
mano dalla  mcMtiplicazime  ^  quelli  per  la  quarta  proporzio- 
ne    iaianno  traioro  eguali  pel  corollario  Ldel  teorema  aXIV. 

Perchè  poi  a  ciafcuno  di  queiU  fei  prodotti 'rmwiiMmw  dar 
fi  poflbno  tre  nuove  difpofizioni  in. mòdo y  che  divenga  in  tre 
oaniefc  prodotto  mm  tirrnmativo^  ctMocanda  la  quarta  pro- 

V  por- 


proporzbne  r  non  più  udì' ulcimo  luogo  >  .iiui  nel  itrao^ 
fecondo  ve  nel  primo;  dee  provaifi,  die  ciafcuao  de' tic  nuo- 
prodotti  JMMf  mmhvtM  (  ai  (juaii  comfponde  .un  prodotto 
terminati^  ) ,  cIm  ciafcuno  ,  dico,  de'  tre  nuovi  prodotti  «mi 
$tmìn4inv$  è  ugnale  al  prodotto  termimsmfù ,  che  gli  tmiffw 

,  4^,  e  da  quefta  provà  fièl  fegiiirk-  F  eguagliane  di  nitù  quanti 
i  prodotti  delle  qntttfo- proportioni     f>        conforme  chiap 
lamente  apparifce  a  chi  vi  riflette  iopra  con  atcenzione. 
Per  diminuire  l4  lunglMisa  tli  quella  dim^Arazioné ,  bafte^ 
provare  règuagltàn:»  ^e*  tre  prodotti  non  termmmkù  sfqrj 
fsfr^  pqsr  y  CoH  ^toàoìto  'Hrmhfànv0  pifrsy  che  loro  cmifpmdf» 
Si  confideri  pértaiitos  cht  i  tre  iuddetti  predati  m»  ter- 
minativi tono  eguali  tra  loro ,  mentìie  nplcono  ^.^e  prodot- 
ti  sp^y  psq<t  pp  moltiplicati  per  la  proporzione  r,  or  ficcome, 
pel  fecondo  punto,  quefti  tre  ultimi  prodotti  di  tre  propor- 
zioni fono  tra  loro  eguafi,  cosi  pel  corollario  L  del  teorema 
XXIV.  fono  eguali  tra  lon»  anche  i  tre  primi  prodotti  di  quat- 
tro proporzioni,  cioè  spqty  tsqry  pfsr;  ma  il- prodono •••«Jflr^ 
tminofivo  pqsr  (nel  quale  la  lettera  f  ultima  a  fòprawenir€\ 

.  il  Penultimo  luogo  )  e  ugnale  al  prodotto  terminativo  a  le  cor- 
ri/pamhnte  pqn^  mentre  fi  à  pel  teorema  XXIV.  pqs.p^::s.ry 
c  conieguentemente  pel  corollario  I.  del  teorema  XXIX.  p^srz= 
pqrs  ;  adunque  anche  gli -altri  due  prodotti        ,  ps^r  (  cia- 

•  icuno  de'  quali  è  uguale  a  pqsr  )  laraniìo  eguali  al  prodotto 
ffrs:  ed  ecco  provato,  che  ciafcuno  de' tre  prodotti  non  ter- 
minativi  spfTy  psqrj  pqsr  ^  uguale  al  prodotto  terminativo  pqrs 
a  le  corri fpondente , 

Nella  medefima  guifa  lì  proverà,  che  gli  altri  prodotti  non 
terminativi  prefi  a  tre  a  tre,  fono  eguali  a  quel  prodotto  ter- 
minativi^ che  loro  corrilponde,  e  fi  fiairìi  4i  «liaoiiraarc  il  teo- 

■  -rema  nel  calo  di  quattro  proporzioni. 
•  IV.  Egli  è  chiaro ,  che  lo  fteflb  metodo  ,  e  gì'  iftclTi  ra- 
zìocinj  anno  luogo  in   qualfivoglia   numero  di  proporzioni, 
che  fieno  raoitipUcate  iniieme,  mentre  ii  proverà,  lemure,  e  fi- 
jnilmenre. 

Primo,  che  tutti  i  prodotti  Hminativi  faranno  eguali  tra 
loro.  :  ,      "  '  Se- 
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Secondo,  che  i  prodotti  tm  fermÌB^twij  a*  quali  €mifjfonde 
iciafciin  prodotto  mnùnativoy  faranno  tutti  eguali  tra  loro.  ; 

Terzo ,  che  il  prodotto  mm  mmmsfk»^  nd  quale  la  letteist 
W/MM  a  jùfrm3wmr9r\  il  penultimo  luogo ,  iark  eguale  al  pro- 
dotto $nmnmrm  a  fe  €9nijp9mkm$9  * 

£  la  piow  di  qnefte  tre  colè  «oft|rer)l l'eguaglianza  di  m- 
ti  quanti  i  prodotti  e  mmmmmy  f  mm  mrnimmvi;  adunqi^ 
il  teorema  è  gencialmetite  vero  .  f  i  , 
-  I  cafi ,  che  pfcdedoiiO|.  fcrvinmiio  a.  dimoAiare  quelli,  che 
immediatamente  feguono ,  come  il  primo  caio  delle  due  pn>- 
porzioni  f%q^  icrvito  a  dim^(tnure,,il  calo  delle  tre  propor- 
zioni py  f  »  ^  9  e  quefto.k  iervtto  a  dimoftrare  il  calo  delle 
quattro  proporzioni/,  f ,  r,  f  •  , 

Scolio. 

j^ElIa  dimofbrazione  di  quedo  teorema  in  vece  del  corolla- 
rio VII*  del  teorema  XXIV.  potea  citarfi  il  teorema  XXIV*) 
mediante  il  quale  iàrebbcfi  provato  lo  ftelTo,  che  lì  è  provato 
con  r. allegazione  del  iuo  fettimo  corollario*  • 

Teorem A  XLVI. 

j3Ue  prodotti  formati  d'  egual  nimeip  di  proporzioni  .fi^^ 
thamenn  eguali  fono  eguali  tra  loro  ,  i>enchè  le  proporzioni 
componenti  refpen'tvamente  eguali  non  iìeno  difpofte  .coi  mede» 
fimo  ordine  negl' iltelh  due  prodotti  • 

'Scolio. 

DUc  prodotti  formati  d' egual  nutacro  di  proporzioni  refpet- 
tivamenre  eguali,  s'intendono  efler  quelli,  cialcuno  de' quali  | 
rilutta  dalla  moltiplicazione  d' egual  numero  di  proporzioni  ta- 
li, che  ad  ogni  pioporzione,   che  entra  nella  formazione  di  I 
uno  de'  due  prodotti  ,  corriiponda  nell'  altro  prodotto  un'  c-  j 
guai  proporzione;  benché  nell'uno,  e  nell'altro  prodotto  quel- 
le proporzioni  tra  effe  eguali^  che  li  formano. ,  non  ileno  di- 
Ipoile  col  medeiùno  ordine. 

*  *  '  t 

V  2  DiMO- 

I 
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D  lafì  alle  proponiom  coftitueiiti  il  fecondo  prodotto  una  ìli* 
fpofizione  fimile  a  quella,  che  tengono  nel  prima  prodotto  fe 
proporzioni  ad  effe  refpetiiv^ntefite  eguali  >  e  in  ul  guifa  fi  fofu 
mer^  un  ten^  prodotto  f  a  cui  il  primo  prodotto  lai^  eguale 
fel  teorema  XLil.,  ma. pel  dorema  precedente  il  fecondo  prodoi> 
to  r  uguale  al  medefimol  terzo  prodotto;  adunque  il  priinO)  e 
il  iecondo  prodotto  fonò  eguali  tra  loro  pel  corollario  XI*  de' 
jprincipj.    Il  che  dovea  dimoftraifi . 

.  Se  fi  trafponeflèro  le  proporzioni  del  primo  prodotto,  per 
farne  in  fimigliante  guiia  un  urn^o,  fi  proverebbe  il  teorema 
«OQ  io  ileilb  raziocinio.  ) 

^,   .     .     .        <         CoiJLOLLARIO   I.  <  . 

Situo  due  grandezze  Ay  ed  F  omogenee  tra  loro,  e  le  dué 
altre  grandezze  H ,  ed.  N  omogenee  tra  loro  ;  fi  frappongano 
tra  le  due  prime  4^ ,  '  ed  !F  quante ,  e  quali  grandezze  fi  vo- 
gliano, purché  fieno  ad  eie  omogenee,  e  que(le,.coilituifcaq9 
ttn  certo' numero  di  proporzioni  m/mwA/iV  còniponenti' la  pre^ 

porzione  y  :  altrettante  grandezze  omogenee  s' interpongano 

tra  le  due      ed  N  in  maniera,  che  tutte  le  propóirzioni 

tèrmeUk  -àoL  tSt  calKt\ute,''V  componènti  la 'proporzióne  He^ 

no  eguali,  ptefe  tè  ima  ad^'una  alle  proporzioni,  chè  coirìpoiì-^ 

gaiao  la  proporzione  j-s  pfefe  ad  una  ad  una^  quantunque  non 

fieno  difpofte  coi  medefimo  ordine*  '  ' 

Io  dico,  che  la  proporzióni  y  é  uguale  alla  proporzbne  ^  . 

Imperciocché  ptji  ^eorema  XXII.^  la  proporzione  è  il  pro- 
dotto di  tutte  l,e  froponjom  im^^liC'icoSdtìùu  daUe«grandez- 
z^y  che  fi  fra^^gooa  m      ed  F,  e  la  proporzione  ^  è* 

il' prodotto. di  ejgttal  numerò  di  proporzioni  intermedie  refpet*^ 
tivamente  eguali  (  benché  non  fieno  difpofte  col  medefimo  or*  * 
dine),  che;vengono  co^iaiiife  dalle  grandezze  irappofte  tra 

ed 
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ed  N;  adunque  per  quelto  teorema,  il  primo  prodotto,  o  fia 

la  proporzipne  j  è  uguale  al  lecon^9  prodotto.^  .0  £a  alla  prò* 

porzione  ^  .  •  -  - 

Scolio. 

Se  le  fffonàtm  internedie  tra  J^,'^€à  e  quelle,  che  f 
interpongono  tra  ed  N  ibnb  tali,  che  le  proporzioni  coft^ 
tuìte  dalie  prime  fieno,  eguali  preie  ad  una  ad  una ,  col  mg- 
àefim  oràìnt  alle  proporzioni  coftituite  «lalle  feconde;  allora  il 

leoiema  XXII.  fit  conoicere)  che  ^  è  il  pìxxlotto  delle  prQ|* 

porzioni  coftituite  dalle  prime,  ed  ~  è.  il  prodpt.to  delle  proh 
porzbni  coftituite  dalle  feconde  *  e  «t  teorema  XLII.  moftra , 

^c  jp*  è  uguale  ad     .     .  .  ,\  •  '  «. . 

CoaOLLAIlIO  Ìf« 

E  ciaicuna  delle  due  proporzioni'  —      è  compoft^  d*egtf4 
numero  di  proporzioni  refpntnkmmtc  eguali  ;  io  dico  ,  che 
=  — ,  quantunque  le  proporzioni  componenti  la  —  non  fie- 
no dtipo^e  col  jnedefimo  pedine,.  c|ie  /er^ai^o  xxn  ì^to  le  piQt 
pqrrióm..  refpetyvam^e  egj^^i  ..  .  ..^ 

La  definizione^  ^^^V  '^PA''^  >      .  quello  jiecgtiid»,  cproUa^ 


rio  è  cómprelo  nel  teorema.  . 

*  ,  j.:  '.  ,  -il      '  u.i  .:j  »   >.  I'- 


1  '.• 


I         ■  ■  ■ 

UNa  propostone  rmr^ir,  V.  g«  ^>  che  'tr!a  le  fue  propiof- 

zioni  tompM^  contiéne  uria,  o  mdìie'  ^roj^riioni  d*  eguàliiSi' 
difpofte  con  qualunque.  ofditle>  é.  ugnale  al  pvqi|otto  di  quelle^ 
fole  proporzióni  com^nf^^  quali, npi^  WO  pippoizioni  dT. 
egùaUt&.  ^  ^  '\  ..5^,^.  .         .   '.  } 

Tia  le  proporzioni  imitfonewti  kli|Mpondoife  ^  fi-  icelgano 

quel* 
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quelle  y  che  non  fono  proporzioni  d*  ^uaUtk  ^  e  (e  ne  &ecìa  «i| 
prodotto  9  eh*  io  chiamerò  rìfirmm:  fi  moltiplichi  quefto  pn^ 
dotto  riformato  per  cotte  quelle  proporzioni  d'egnalitìi,  che 

anno  luogo  tra  le  proporzioni  componenti  la  proporzione  —  ^ 

e  ne  riluiterk  un  nuow  frodom  eguale  alla  ftefla  proporzione; 

componente  ^,  e  ciò  per  k  definizione  XXII L,  e  pel  teor^ 

ma  prefente;  ma  equivalendo  il  prodotto  riformato  ad  una  pro^ 
porzione  pura  per  F  articolo  II.  dello  fcolio  annelTo  alla  defini- 
zione XXII.  t  lo  (leflb  prodotto  riformato  conièrva  Tempre  il 
fuo  medefimo  valore ,  benché  fia  moltiplicato  per  quante  fi 
vogliano  proporzioni  d'egualità,  e  ciò  per  gli  articoli  III.,  e 
Vi.  dei  citato  fcolio  ;  adunque  lo  fteflo  prodotto  riformato  è 
uguale  al  nnwo  prodotto,  e  perchè  il  medéfimo  nuw  prodot^ 

to  fi  è  gik  moflrato  eguale  alla  proporzioi)e       ne  fiegue  pd 

corollario  XIp  de'principj',  che  il  prodotto  rifwmm  è  uguale 

alla  proporzione  fompofia  ~  . 

Coitpi,Laaio  jy. 

E  Perciò  tutte  le  proporzioni  componenti ,  che  fono  propor- 
zioni d'egualità,  pofTono  toglicrfi  dal  prodotto  di  tutte  le  pro- 
porzioni componenti  y  ie  quali  coftituilcono  una  proporzione  f<?iw- 
fopay  knzz  cangiar  puntò'  il  valore  di  quella.       '         '  ' 

.  Xbo^bma  XLV.JL 

Ualfiyoglia  proponione  ^  fva  €ompofta  di  qualunque  nu- 
mero di  proporzioni ,  v,  g.  di  y ,  ^ ,  ,  le .  quali  ia 
chiamerò  componenti ,  e  fieno  altrettante  proporzioni  ^>  5*  » 
%y  ^,  le  quali  io  «hiameirò  còhneflè,  tali,  che  il  confeguen- 

te  della  prima  di  effe  fia  1- antecedente  della  feconda,  e  il 
confeguente  della  f<^onda.fia  l'antecedente  della  terza,  e  cO' 

ce.  ma  il  confegu^nt^  dell'  ultima  ^  fiaioAeiTo,  che  il  con- 

le- 
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DBiCB  'PiiapoisioWi  GEòMvr&icfaB.  1*59^ 
fegueate  détta  proporzione  aanpofta  ^  :  e  tali  ancora  >  che  le. 

proporzioni  conneffc  a  rilerva  deli'  ultima >  cioè  j,  ^  iie* 
no  CEuali  frrfe  ad  uhm  ad  una  ad  ^hi^ttame  delle  popoilzio»'' 
m  eomfmtewtf  i  v.  g.  ad  ^,      j-^pide  oòn  iqiialanque'  ord^ 

ne;  io  dico  9  che  1'  ultima  delie  proporzioni  anmejfty  cioè  ^ 
è"  ùguate  alla  ximanente.  4eUe  propesovi,  wmpoacmi  p  cioè  .nel 
noflro .  eiiempio  ad  ^« 

DmoSTR^ZlOKB. 

La  prc^'rzione  che  far  Tij^tefi,  e  per  la  defiiuÀ> 
zione  XXIII.  è  uguale  al  prodotto  delle  proponeìoni  ctmf&netHÌ 

—  ,  ^»  ""1  7*5         eguale,  eziandio  al  prodotto  delle  fteflc 

proporzioni  ~,  -  ,  ~,     difpofte  con  qneft'nltimo  otdiiie>  pet^ 

ehè  pel  teorema  XLVI.  ambedue  quefti  prodotti  fono  ,  tra  loro 
eguali:  prendafi  ora  irf  conformidi  dif  due  primi  articoli  delló 
fcolioy.che  precede  il  teorema  XXIT.  prendali,  dico,  la  prò» 

porzione  ~  eguale  al  prodotto  delle  tre  poporzioni  "-•>  ^>  j-  > 

e  la  proporzbne  —  faik  eguale  al  prodotto  delle  due  propor*; 

zioni  y>  poiché  rapprcfcntando  yX  Ly^  L  una  proporzio- 
ne pura  y  per  1*  articolo  II.  dello  fcolio  amieflb  aUa  <definizkK 
ne  XXII.  il  prodotto  7  X  ^  è  uguale  ali*  aìtrc^  pròdotto  -  X 

~  X  7  X  o  P^^  corollario  I.  del  teorema  XXIV.,  «  per  la  fiip- 

poGzione  ~  è  uguale  anch'  elTa  al  medefimo  prodotto  —X 
k         y  f  . 

II.  Pel  teorema  XXIT.  la  proporzWne  *i  è  uguale  al  prò- 
dotto  yXc  Xjg  delle  tre  proporzioni' ro;*»^  j,  c'Stf*"** 
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per  ripotcfi,  c  pel  teorema  XLVL,  U  prodotto  di  qucfte  tre 
proporzioni  cwwif^  è  uguale  al  prodotto  J-X  7X  f  ^ 
proporzioni  componenti  j-,  7,  7-  ;  adunque  35= J-  X  7  X  7,  ed 
efléndo  per  U  coftruziqiie  p  7X7=7  t  «e 

HI.  In  vinti  dd  •ooiema  XXII.  g-  è  uguale  ad  j^Y.-^,^ 
per  quanto  fi  è  provato  nel  primo  punto,  la  ftcfla    è  ugua^ 

lè  ad  ^X^i  adunque  i  due  prodotti  j;^  X  ^ ,  ed  -  X  ]^  fono 
eguali  tra  loro,  ma  nel  fecondo  punto  fi  è  dimoftrato  effere 
d  eguale  ad  adunque  pei  coroUario  L  del  teorema  XXIV* 
^  ultimai  delle  proporzioni  connejp.  è  iiguaU.  .^-^jnmanen- 
ife  dìéUe  peoperziofii  componente  • 

-  p  yi&^e,  cKc  ^clti^naipcinj  poflbno  applicarG  a  qualun^ 
que  numero'  di  piòporzioni  componenti  ,  e  a  qualfivoglia  mol- 
ntudine  di  proporzioni  cpnneiiè ,  e  per  (»nlegucnza  il  leore* 
in»  i  ^eneralm^ote  ym  p 

•  • .  -  ■ 

DAtc  quattro  proporzioni  ^l»!  tali,  che  i  loro  tsh 
decedenti  ordinatamente. ^«"0  proporzionali  tra  loro,  ei 
loro  confeguenti  oidinat^wnw  prefi  fieno  ancV  cfli  proporzio- 
iudi  fra  loro* 

Io  dico^       7  •  27  •  7  •  H  • 
^"  Non  è  neceffario,  che  i  due  ultimi  antecedenti  fieno  omp* 
ìgcnei  ai  due  primi .      '  7  ^ 

l  1 , ,  PjiiiosrraazioiiB. 

XlU  i  piiii4  due  tit0nilÙ;  '5  V5  <*eUa  p;:oporzionaUt3i  ài  di- 


'  ..        ......  .  „  ^  ..| 
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Deus  P&opomconi  G£OifBTi.iein.  tSt 
moftrarfiy  pongafi  k  pfopofzìoQe      e  tn  gli  ultimi  due  teip* 

mini  j  ,  ^  di  detta  proporzionalità  pongafi  la  proporzione  j  : 
e  con  ciò  fi  avranno  iue  ordini  di  grandezie  »  cioè  da  una 
^^1^^^  •  dall'altra  jyjy^  »li»  che  la  prima  j 
dei  prim' ordine  ilia  alla  fua  feconda  come  la  prima  y  del 
iècond*  ordine  ila  alla  Tua  feconda  <^  ,  e  quefto  per  V  ipofefi , 

e  pel  teorema  IV.  :  e  tali  ancora,  che  la     feconda  del  prim'  < 

c  c 

ordine  ila  alia  fua  terza  ^ ,  come  la  feconda  del  fecond'  or- 
dine fta  alla  fua  terza  ^;  impeicloccfaè  per  la  fuppofizione  fi  «\ 
2l  B.D::F ovvero  converfehdo  D,B::H,Fy  e  pel  teo- 
rema IX,  iì  vede  eflere  1^  ,^.';D,B^  e  ^  .^.-.H.i^y adun- 
que pel  corollario  XII.  de*  principj  7  •  ^  •*  7  •  ^  •  P*'^^ 
in  virtù  dell'  egualità  jordinata  fi  ottiene  ^  prim^  del  priiq*  oj> 
dine  alla  fua  terza  ^ ,  come  y  prima  del  (écoad*  Ofdine  alfe 
fua  terza  ^  •   li  che  dovea  dimoftrarfu 

Seconda  dimoftraa^hin» 

SA  C 
I  fuppone  ^*C:: E.G;  adunque  pel  teorema  IV.  -j  .  - 

E   G  .  .  * 

II.  Per  l'ipo.tcfi  B.D.-.-F.H,  ^  cwpotrtendo  D,B::H.F; 
ma  pel  teorenu  IX.  ^,^::D.By  ed  ^  .^.-.H.F  ;  adun- 

que  pel  corollario  XIL  de*  principj  7  •  5  '  7  •  77  • 

IIL  Si  è  provato  nel  primo  punto»  che  ]|  *^«^^ 

ce  Et 

è  provato  nel  lecondp  punto,  che     «j-'^'Y  .5;.  adun  que  per 

X  r  eguap 
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f  egualhk  peitnrtau  ^  4-' 4  4'     ^^^.^''^  dimoftiarC. 

Tcr:^  dimùftraxione. 
PEr  ripotcfi  |  =  |,  c  1=^;  adunque  pel  coiollaria Vili, 
ac' principi  fuflìftc  quefta  proporaooalità  -  .  ^  •  • .  77  »  e 
quindi  pel  corollario  IV,  del  teorema  XXIX.  -g  ^o'-J  'Ji'^ 
che  dovea  dimoftrarfi. 

Corollario  I., 

Che  contiene  una  maniera  di  trovare  una  proporzione^ 
€bc  JU  quarta  propor^jonale  dopo  tre  fro- 
porzioni  date. 

Se  a  tre  proporzioni  date  ^  ,  | ,  7  dovA  alTegnarfi  la quar- 
U  proporzione ,  ciò  fi  fark  agevolmente  prendendo  una  quar- 
U  pfopowionc  |,  il  cui  antecedente  G  fia  quarxo  propor- 
zionale dopo  gii  antecedenti  ^,  C,  £  deUe  tre  proporzioni 
date,  e  il  conleguentc  .Hfia  quarto  proporzionale  dopoi  cofr 
feguenti  By  Pj  F  delle  medefime  proporzioni  date. 

Corollario  II., 

Cke  cmiene  tms  mameta  ài  mdnpUcare  qualsMfue 
propor7(j9m  p9f  qualunque  altra»  • 

PEt  moltiplicare  infieme  due  proporzioni  ^ì§ì  prendafi  la 
^proporzione  d'eguaUtli  |  (Z  cfprime  qualfivoglia  grandezza©, 
snogenea  ai  termini  di  ^)  e  poi  fi  pigU  la  proporzione  ta- 
le» che  il  fiK>  antecedente  G  fia  quaru  proporzionale  dopo  i 
tre  antecedenti  Z,  u#,  C,  e  che  il  fiio  confeguente  H  fia  quar- 
to proporzionale  dopo  i  tre  confeguenti  D;  mentre  in 

vigore  di  qucHo  teorema  ^ar^  |  •  4  •  •  5  -  5;  ^^^^^  ^ 

defi- 
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definizioni  XXI.  i  e  XXII.  ^  farà  il  prodotto  di  molcipUqu 

to  per  I  • 

CoROLLARtO  III., 

tuMmmne  co»  U  JhoUa  infrsftfnm  ctmkme  U  fmJk 
4$  treww  U  tsdkt  di  qudfrìogfM  grui»  i  wm 

Se  fi  cercaflb  una  {foponione  ignou  tale che  moltipÙ* 
cata  per  iè  medefima  un  dato  numero  di  volte  «  componeflè 
una  data  proporzione       .dovrebbe  prenderfi  ^uaiflvoglia  prò- 

porzione  d'cjualitk,  v.'g.  indi  tra  l'antmdente  ^di  que- 
lla, e  l'antecedente  P  d^  proporzione  data  trovare  tsmn 
■grartdezze  in  proporzione  geometrica  continua ,  quante  volte 

la  j  deve  eilère  moltiplicata  per  fé  Aefla,  ad  «Setto  di  com- 
porre la  proporzione  data       dovrebbero  -jn  oltre  ritiovarfi 

édtrettmtto  grandezze  in  proporzione  geometrica  continua  tra  il 
conie^uente  V  della  proporzione  d' egualitli ,  e  il  confeguente 

della  proporzione  data  mpntrp  la  prima  ideile  grandez- 
ze intermedie  tra  e  P  farebbe  l' antecedente  ,  e  la  prima 
delle  grandezze  ìnterm^tp  fra      e  ^  iar^bbe  M  conieguente 

d*  una  propor^ipn^  ^guj»le  /lUa  ric^fpau  j  • 

Per  render  piò  fenfibile  la  prova  di  jquefla  verità,  conviene 
applicarla  ad  un  calo  particolare  :  y.  g.  fe  fl  cerca  la  propor- 

zione  j  tale,  phe  pioltiplicata  ^re  volte  per  fe  medefima  fac- 
cia un  prodotto  .eguale  ^dla  proporzione'  data  J ,  fi  trovino  tra 

gli  antecedenti  Vy  e  P  tre  grandezze       CfF  in  proporzio- 
ne geometrica  continua,  e  fi  trovino  tra  i  confeguenti  ^>  e 
J^i  tre  grandezze  Bj        G  in  proporzione  geometrica  cop- 
•  tinua. 

X  a  Oò 
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fetto,  fi  avranno  pd  tcoicn»  prelwitc  cinque  pfopoiw 
^{Z  e  la  feconda  di  efife,  cioè  4  e- 

guale  alla  proponuone  cercata 

Imperciocché  per  la  coftmaionc,  e  per  quefto  teorema  fi  k 
l.d  ....i  adunque  |  =  jX  j  pcr  le  definizioni  XXI., 
e  XXII. 

Similmente  per  quello  teorema ,  e  per  la  coftruzionc  fi  k 
^.^  ....£  .£;  adunque  i  =  l  X  |,  vale  a  dire  pel  teorema 

XXIII.  |=3X  y>  e  ponendo  in  luogo  di  5  la  fua  cfpreffio- 

Si  ^  finalmente  per  quefto  medefimo  teorema,  e  per  la  co- 
finizione  ^.^  ••••^  .5^»  e  perciò  ^=yX  5-,  cioè  •^--g^  » 
e  furrogando  in  vece  di  ^  la  fua  efpreflione  -5  X  -5  X  7  » 
rifulta  j  X  j  X  j  X  j  ;  adunque  ^  moltiplicata  tre  volte 
per  fe  medefima  fa  un  prodotto  eguale  alla  proporzione  data 
5,  e  per  confcguenza  ^  è  uguale  alla  proporzione  ricercata 

Si.  avverta  ,  che  T  fignifica  qualfivoglia  grandezza  ad  arbi- 
ttio ,  purché  però  fia  omogenea  ai  termini  della  proporzionf 

datajj. 

Scolio. 

E'  Manifcfto,  che  in  virtù  della  definizione  XXXI.  la  -j^I* 
tadice  ^««rw  della  proporzione  data  £;  perchè  fecondo  quefto 
corollario  la-  ^  moltiplicata  tre  volte  per  fe  medefima  produ- 
ce  la  -  .• 

E  generalmente  è  chiaro  altresì  per  la  medefima  definizio- 
ne XXXI.,  che  fe  U  jì  laA  la  prima  di  fàntc  grandezze  m- 

ter» 
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Deus  pRc^rornsiom  CBommiani.  j6$ 
tennedie  tra  ^  antecedenti      e  P>  pnm$e  imitai  contiene  il 

numeio  k  fteflk  j  iaÀ  la  radice  del  gr0da  «-f  i  della  prò- 
porzione  data  ^;  perchè  in  vigore  di  ciò,  che  fi  è  infegnato 

in  quefto  corollario,  la  j  fark  /if»/^  volte  moltiplicata  per  fé 

ikfla,  ad  effetto  di  produrre  la    ,  fiMifiv  unitk  contiene  il 
numero  n, 

CoROLLAaio  IV.  dedotto  dal  III. 

Se  in  cambio  di  ^  fi  foflè  prefa  gli  antecedenti  intense^ 
dj  farebbero  fiati  tutti  eguali  all'antecedente  P della  propotzìt" 

ne  data        per  poter  efTere  tra  loro  in  proporzione  geome- 

trica  continua:  e  per  la  fteflà  ragione,  fé  in  luogo  di  j-  fi  foC> 
ie  prefa  iconreguenti  interoiedj  farebbero  ilati  tutti  egua> 
li  al  confeguente.     della  proporzione  data 

Scolio. 

S  £  nel  cercare  la  ^  fi  prenderà  qualche  altra  efprefiione  del- 
la proporzione  d' egualità  differente  da  ^ ,  come  fiirebbe  per 

cagion  d'  efempìò  -r^  la  proporzione  che  fi  troveiit  ope- 
rando nel  modo  efpreflb  nel  HI.  coroUarìo,        eguale  alla 

proporzione  ^  trovata  mediante  1*  affunzione  di  pr. 

Imperciocché  pel  UI.  corollario  dall'  affunzione  di  p>  fi 
.  vA  ^=5'X  jXy>  ec.  c  dall' affunzione  di  ^  fi  avrU  ^=s  ^ 
T  X  T  X    »  ce  ma  •—  è  uguale  a  fe  medefima;  adunque  pel- 
corollario  IV.  del  teorema  XLU.  2^7* 

COROL- 
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COROLLARIP  V. 

Esprimano  ^,  e  ^  due  proporzioni  in  generale,  e  la  frt- 
poczbne  j  fia  eguale  a  ^;  io  dico,  cha  fui&Ae  quett»  piopoc* 


imperciocché  pel  corollario  Vili,  de' principi  A,B::A,B^ 
e  per  la  iuppofizione  E^F;:C.P  ;  adunque  per  queiko 

A     B        A  B 


teorema      p  - •*  c 'F* 


Poiché  fi  fuppone  j^^t  J^l  corollario  Vili,  de' pria* 
cipj  - .  f  •  •  j  •  1*  ;  adunque  pel  corollario  IV.  del  teorema 

XXIX.  •  • 

Teorema  XLIX. 

DAcc  quattro  proporzioni  ^.^  ^  tali ,  che  T  antece- 
dente A  della  prima  fia  all'  antecedente  C  della  ieconda  ,  co- 
me il  conleguente  E  della  quarta  è  al  conleguente  G  della 
terza  ,  e  il  conleguente  B  della  prima  fia  al  conleguente  D 
'  della  feconda ,  come  T  antecedente  F  .della  quarta  è  all'  ante- 

AC       fi  ¥ 

cedente  H  della  terza;  io  dico,  che  j^s*-*  ^'i** 

.  Non  è  neceflario,  che  j  confeguenti  delle  due  ultime  pro- 
porzioni fiejio  omogenei  ;Bgli antecedenti  liellp.iue  prime.  . 

I.  Si  2i  per  r  ipotefi  ^.C/zE^Qy  fi  pel  teorema  III.  y .  y 
::A.Cy  ficcomc  pel  teorema  IX.  ^.  ^::E.G;  adunque  pel 
/corollario  XII.  de'  pnncipj  fi  avi^  J  *  J  '  '  r  '  F  * 


Digitized  by  Google 


Delle  Propoesiohi  Gsoiistaicbb  •  té% 

IL  Si  ^  per  ripòtefi  B,D::F.H^  cioè  ctwverfendo  D.B 

::H.Pj  e  pel  feorema  IX.  ^.^^.D.Bj  ficcome  pel  tco- 
rema  ÙL  y  •  i. F;  adunque' pel  cofolkrio  Xll/de' prinì 

JII.  O'  dimoftiatQ  nel. primo  punto«  che  ^.       ^.  ~  « 

^  ò  dimparatp  nei  iegondo  punto,  che  ^*  |>;  tdaniii 

que  per  V  cguaUà  ordinata  1 .  £  .•  | .  £  .  n  che  dovea 
dimoiiraril . 

«     ,  .      -  ... 

Scetmda  dimoflrazione* 

I.  P  Er  la  fuppoTizione  A.C^.  E.G;  ma  pel  teorema  III.  y  •  § 
::A.C^  e  pel  teorema  IX.  ^.  :E.Gj  adunque  pd  corol- 
iarìo  XII.  de*  principj  1.  £.  ..  1. 1 . 

IL  Per  la  fnppofiztone  B.D>:'F,Hy  e  arnvenendó  D.B:: 
H.F;  ma  pei  teorema  IX.  ^•^  '-D.Bf  e  pel  teorema  IIL 

^.  l'-H.JF';  adunque  pel  corollario  XIl  de' principj  £.  £ 

H    F  .fi  i> 

IIL  Si  è  provato  nel  primo  punto  >  che  j  •  ^  :*  ^  •  j  3  e 

£  è  provato  nel  fecondo  punto,  che  ^         ^*  adonque 

per  r  egualità  perturbau  1  .£...•  2 .  n  che  dovea  di- 
jnoftraiiì.^ 

Tm^  dimoftrazPMe . 
,  In  virtii  delle  fuppofizioni,  e  del  precedente  teorema  XLVIIL 
^^ù J^^ne^z  proporzbnalitk  j.^:,-  poiché  fi  fuppone 

'^  JfiCiiB.Gy  e  B.D::F.Hj  ma  pei  coroUaxio  V.  dd  teore- 
ma 
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ma  XXIX.  fi  k  £..£.,..•  ^.i.;  jidun<iuc  pel  corallaio  XI. 

ic'  principi  y .  ^  •   ^  •  j  •  U  <Ac  dovea  ainoftnufi. 

Si  ^  per  b  fuppofizione  «  f ìàamòit  pd  €•- 

follano  Vili,  de'  principj  fi  avrk  queiU  proporzionali^  ^  •  ^ 
/  ;  e  pel  Corollario  IV.  del  tdorema  XXIX*  fi  aviì  e- 

''^^  7  *  7  '  *  F  '         F^^  corollario  V.dei  teprenu  XXIX. 

f  '  Ti'  '  G'  1*  atiunclue  pel  corollario  XI.  de  principj  y .  2" 
i  '  Q'       V       dovca  dimoftrarfi • 

COKOLLAAIO 

Che  contiene  un  modo  di  trovare  la  quarta  profgr* 
Tuonale  dopo  le  tre  proporT^oni  date 

^     C  H 

p£r  aflègnare  la  quarta  proporzionale  dopo  le  tre  proporzio- 
ni date  j9  5->  ^>  fi  prenda  la  quarta  proporzione  ^  tale, 

che  il  fuo  antecedente  F  fia  quarto  proporzionale  dopo  il  con- 
Ceguente  D  della  ieconda  proporzione  ,  il  conleguente  B  del- 
la prima  proporzione,  e  l'antecedente  H  della  terza  propor- 
zione ,  e  tale  ancora  ^  che  il  confeguente  E  della  medefima 

proporzione  ^  fia  quarto  proporzionale  dopa  1'  antecedente  C 

della  feconda  proporzione,  1' antecedente  ideila  prima  pro- 
porzione) e  il  confeguente  Q  della  terza  proporzione  »  e  cosk 

U  proporzione  ^  farìi  quale  fi  defidera . 

Imperciocché  avendofi  per  la  coftruzionc  D.B.-.-H.F,  « 
€.A::G.E  fi  nt\  convjrtendo  B.D::F.H^  ed  A.C::E.Gy 

e  per 
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c  pel  prefente  teorema  iulilllerk  c[uefta  proporzionalità  j**^ 

G  *  E  ' 

CoftOLLARlO  IL 

Cjffc  contiene  un  modo  di  moltiplicare  qualunque  ^rth 
,fW3;j^one  per  qualunque  .altra  * 

PEr  moltiplicare  inficine  7»  7>  fi  prenda  la  proporzione  d' 
egualità  7  (  X  denota  qnalfiQa  grandezza  omogenea  ad  #  )  ^ 

indi  kflumafi  la  proporzione  7  tale,  che  fu  «quarta  proporzio* 

naie  dopo      1-,  i-,  ciò*  tàle che  il  Tuo  antecedente  /  fia 

quarto  proporzionale  dopo  ^ ,  x ,  r ,  e  che  il  lUo  confegucntc 
{e)  fia  quarto  proporzionale  dopo  x-,  d^  poiché  per  l'an- 
tecedente corptìario.  £  avrà  quella  pfoporzionalità  7  •     •*  • 

7.  7,  e  per  le  definizioni  XXI.,  e  XXII.  -  firò  il  prodotto 
di  ^  laoltiplicato  per  7*  . 

Teorema  L, 

come  £  Ila  a  G;  io  dico,  che  JB  Ila  a.^,  come  jF  fta  ad  ii 

 DlMQ^TIlAliaNB. 

ASsumafi  pel  poftulato  la  grandezza  S  talc^  che  fi  abbia  que- 
lla proporzionalità  :  «'  w   c  i   1 

(l)  B.D::F.S.  "   

Sarà  dunque  pel  teorenu  XLVIIih  .    -        .  ,  • 

f  ^  \  A    C       E.  G 

Poiché  fi  è  fuppofto  m*  fi-C  anche  fuppoHo 

v^v'  y-B*.--  j*.^.  •  ...   .       1 . 

y  Adun- 
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Adunque  pel  teorema  I. ,  ùrannó  ^uali  i  quarti  tcrmw 
delle  due  proporzionalità  (  2  ) ,  e  (  3  ),  cioè  fa  A  ^=^7  >  * 

*confegiientementc  pel  corollario  XXI.  de  principi  laA  5  cgua^ 
k  ad  H;  ponendo  pertanto  nella  proporzionalità  (  O 
go  di  S  là  fua  eguale  H ,  fi  avr^  pel  corollario  IX.  de'  pria- 
cipj  B.D,'fF.H,   11. elle  dovea  dimoilraril. 

Corollario  I.  , 
Se  i  fta  tid      come  ^  fta  ad  i;  b  dico,  che  B  fla  « 

C,  come  D  fta  ad  E . 

Imperciocché  è  chiaro  ,  che  ^  fta  ad  come  ^  fta  ad 
A  pel  corollario  VII.  de*  principi;  adunque',  ec. 

jtìtrs  dimoflraa^      qutjh  €onUarh. 

PEr  l*  ipotefi  y.^'-  r>  teorema  IX.,  c  /rir^ww». 
i/a  C,B.- •  ^.  5-;  e  parimente  j;  adunque  pel 

corollario  XII.  de*  prìncipi  C.B-'-^.P^  ctmvertcné» 
B.CifD.E. 

CÒHOLtAUlO  II. 

Se^  ftt  a       come^  fta  a       io  dico,  die  B  fta  a 

Z),  come  £  fta  ad 

Imperciocché  pel  corollario  VI  IL  de'  principj  ^  fta  a  C, 
come  ^  fta  a  C;  adunque,  ec 

f  COROLLA&IO  IIL 

Se  j=|,  e  5=|,  efe  di  più -rf  fta  a  C,  come  £  fta  a 

G;  io  4ico ,  che  £  fta  a  D ,  come  F  fta  ad  H. 

Imperciocché  per  la  fuppofiziimev  «  pd  corollario  Vili,  de' 

principj  <aA  5. .  S. £. .  ^  ;  adunque  pel  prelente  teoiema 
B.Z).-.\F.H. 


m 
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P&  Tq^^af  ,  e.  fNPwiM»^  l^f  :  per  l' ipotdfii 
pssfit  c  :^«^;  adua^ue  per  Tegualitì^  ocdinau  j^^gf^ 

Tboèsma  Lr. 

Se  7  fta  a  come  |  fta  a  |,  e  fe  di  pià  B  ila  a  D, 
come  JF  ila  ad  H;  io  dico, .che  ^  iU  a  C|  come  £  fla  a  G. 

PlMOSTRAZIONB. ' 

P  Rendali  pel  poftulato  la  ^andexza  ^  tale ,  che  abbiad  que« 
fta  proporzbnalit^  :  ' 

(i)  ^.C-*/£.S« 

£  .pel  teorema  XLVIJL  fi  avil:  . 

,    .  A     C       E     S  '  •  • 

Fòichè  fi  h  fappodo  jn^J»  tDZÙi  fuppofto  ancom 

Adunque  in  yirt&  del  teotema  I.  -  quarto  termine  della 

proporzionalitìi  (a)  è  uguale  a  ^  qi^rto  termine  della  propoi* 

zionalit^        €  quindi  pel  corollario  XXI.  de'principj  S  fa* 
là  leggale  a  G.-  di  modo^pae  foftitMendo  nella  proporzionalità  (x) 
in  cambio  di  S  la  fua  eguale  G,  ne  rifulter^  pel  corollario 
de*  principi  A.C^ìEpQ*   Il  che  dovea  dimoftnufi • 

Corollario  !• 

S"      A.  C  li  t  '  • 

E  —  fta  a  —,  come  —  fta  ad  -  ;  io  dico ,  che  -/f  fta  a  C, 

come  D  Ila  ad        perchè  pel.  co^i^oilaiio .  V I L  de'principj  B 
iU  a  £»  corno  F  fta  ai  jF.  • 

»    •     •  .   .1.  . 

Y  a  ^/r4i 


PEt  r  ipotflfi  ^  •  ^  '  '  •  1*  peFteorem  IIL,  c  itMfiaitnd» 
A.  C :  ^ .  ^ ,  come,  pure  D .  E >  2. .  |.  ^.  adnii^ue  co- 
rollario XII.  de'.princip)  ::D.E.r, 

Corollario  JL 

^  (b  a      come  7  fti»  ad       u>  djco>  che  B  fU  a  A 

come  £  fta  ad  F. 

Imperciocché  pel  corollario  Vili,  de' principj  ^  fta  a  C , 
come  A  Ha,  à  Cj  adunque,  ec.  ■.     •     *  ' . 

Corollario  Ili*. 

Se  j=f ,  e  e  fc  di  pià  B  fta  a  D,  come  F  fta 

ad  H;  io  dico,  che  ^  (la  a  C,  come  £  ila  a  G. 

Imperciocché  per  la  luppofizione»  e  pel  corollario  Vili,  de* 

principj  fi^j'jj'-j"-^)^  quindi  per  quello  teorema  jf*C 

Altra  dunùftréKQOttè  di  quefto  caroli  arto» 

PEr  i' ipotefi  ySEp--»  e  come  .pure  per  I  ipoiefi 

e  cottvertfmt  ^s^;  adunque  per  TeguiliAflyùiatar 

r  •  '  •■   '  ' 

Teorema  LII. 

Se  j  fla  a  ^,  come  ^  fta  ad  ~5  e  fe  di  più  A  fta  a  C, 
come  £  Aa  a  G;  io  dico»  che  B  fta  a  X),  come  F  fta  ad 

Dimostrazione. 

S I  pigli  pel  ^ftularo  la  grandezza  f  in  modo^  che  fi  abbia 
^uefta  proporzionalità. 
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Dbué  Proporzioni  OÌEOVETiticBE.  173 

e  pel  teorema  XLIX.  (arìi 

c     i-    f  .    ..  .  .  j' 

^^^^     •  ^  •  •  77  •  f  ' 
ed  eOendo  per  la  luppoiìzione  .       v  .  * 

faranno  eguali  pel  teorema  L  i  terzi  termini  delle  due  proporzio- 

nalit^  (2),  e  (3),  vale  a  dire  fark  ,  e  in  vigore  del  co- 

rollario XXI.  de'  principi  ^  ^^^^  eguale  ad  H;  di  modo  che  la 
furrogazione  di  H  in  vece  di  5"  nel  a  proporzionalità  (  i  )  da-' 
ik  pel  corollario  IX.  de'principj  B»Ui  lÈ  »H.    Il  che  dovea 
dimolirariì. 

I 

A  Vcndofi  per  1*  ipotefi  7  •  ^  •  •  •  7  >  avcndofi  pel  corol- 
lario  V,  dei  teorema  XXIX.  ~  .«^  -  *  f       ^  ^^'^ 

punto  del  corollario  XI.  de' principi      •  ^  '  'y  'JJ  » 

fuppofizione  A,C:  :E.G  ;  adunque  pel  teorema  JL  B*D:: 
F.H»    li  che  dovea  dimoitrarfi .  '  * 

'  COROLLARÌO  L 

O  £     fta     59  come     fta  ad  «^y  lo  dico  »  che  JB  ftarìi  a 

come  J:  ad.  H/  . 
Imperciocché  pel  corollario  VIIL  de'  princip;     fta  a  C , 
come  JÌ  a  C;  adunque  ^  ec. 

C0J101.LAR10  II. 

S  E     fta  ad  ^,  come  -j  fta  ad  j;  io  dico,  che  B  ftar^  a. 

i),  come  F  ad  H; 

Imperciocché  pel  corollario  VII.  de'principj  ila  ad  jÌj 
come  /  ad  J j  adunque^  ec.  . 
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AkrM  JimofiréKQoitg  di  qucjh  ^mUmk* 

Si  fuppone         .  .'7  «79  lu  pd  ttoiema e  iftfp^mih 

</o  Z)  •  ^  >  e  pel  teorenu  III.  »  e  fraffomcndo  M.F  f,^ 

^ .  ;  adunque  pel  corolkrio  XIL  de'  prinCipj  I)  •  B  Ht  ìF'i' 
e  eonvertcado  B  •D  :  :  F  ,H, 

Tborbha  Lllt  . 

Se  fta  a  ^,  come  ^  fta  ad  |,  c  fe  di  pià  B  (la  a  D, 
Gpme     ila  ad      io  dicQ^  che  ^  ila  a  C,  come  £  fta  a  G. 

DlMOSTRAZIONB. 

^  Ssumafi  pel  podulato  la  grandezza  S  tale^  che  fia 

{i)  A,C  :'E  ,S  ;  ' 
fi  avri  pel  teorema  XXJX.  ^ 

e  perchè  abbiamo  fuppo(b 

f    ^   A    c  '    H  F 

1  -IT    c  •  r    .  ^ 

i  terzi  termini  delle  due  proporzionalità  (4),  e  (3}  faranno  egua- 
li pel  teoreoia.  I»,  cioè  fi  avrà    =  ^  ^  e  pel  corollario  XXI^ 

de*.prìhcipì  faÀ  SzzG  ;  laonde  iòftitiiendo  nella  propoiziona- 
litk  (  I  )  la  G  in  cambio  di  che  gii  è  eguale  >  fi  vcdià  e^ 
te  A.*Q UBnQ*  li  che  Boveà  dimoftiarfi. 

Essendo  per  T  ipote&  ^  '■'^••fj  ed  elTendo  pel  corolla^ 
jpb  V.  id  teorema  lÙCIX.  ^  .7  -  -'l       laÀ  pd  terzo  pan- 

to  dei  corollario  XI.  de'principj  7  •j;'  >  «'y  •    >        per  la 

fuppofizione  B*D-:F.H;  adunque  pel  teoreai  LI*  ^«C 
li  che  dovea  diipoiUacfi. 

Co- 


■ 

Digitized  by  Googl» 
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é 

. .    .    Corollario  L 

C,  ^me  £  a  G;  . 

Imperciocché  pel  corollarìò  Vili,  de'  princip;  S  t  D^co-^ 
ipe^  B  a  Z)>*  adilnquet  ec  - 

*  COROLLARIO  II. 

\ 

Se  <^  (la  a  ^ ,  come  <^  fta  a  -j  ;  io  dico,  che  A  ftarU  a 

come  F  z  G  ;  *  .      »  . 

Imperciocché  pel  corollario  VII.  de*  prlncipj  jS  ila  a  co-' 
me     ita  a  D. 

^Bbiamo  fuppofto  ^  .-^  tfB^R^  ma  pel  teorema  III.,  ci 

C 

traf ponendo  C  ^  ,  e  pel  teorema  IX. ,  e  tra/ponendo 
F*Gf''£.j;  admiqtie  pel  coioUaijio  XIL  de'  principi  •^•C 

Teorema  LIV. 

Sia  una  fede  di  qualfivoglia  numero  di  proporzioni  da  umi 
parte,  V.  g.  ,^,7,  ce: 

£  una  ferie  di  egual  numtro  di  proporzioni  dall'altra,  v. 
&  4  >T  ec,  tali,  che  la  prima  proporzione  4  dell» 
prima  ierie  fia  eguale  alla  prima  proporzione,  -j  della  feconda 
ferie;  la  feconda  proporzione  ^  della  prima  ferie  fia  eguale aU 
la  feconda  proporzione  y  delia  feconda  ferie;  la  terza  propoli  . 

ztone  ^  della  prima  ferie  fia  eguale  alla  terza  proporzione 
delia  feconda  ferie,  e  cos^  fempre*  ce.  * 

£  di 
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E  di  pili  r  antecedente  A  deUa  prima  proporxionc  della  pri- 
ma ferie  ftia  all'  antecedente  B  della  lèconda  proporzione  delU 

5 rima  lerie ,  come  T  antecedente  #  della  prima  proparzione 
ella  feconda  ferie  fta  all'antecedente  h  della  leconda  propor- 
zione della  feconda  ferie,  e  fimilmente  abbiafi  B.Q::b.t^ 
come  pure  C.D::c*d^  ec«; 

Io  dico ,  che  la  lomma  degli  antecedenti  delle  p!y)porzìoni 
della  prima  ferie  fta  alla  fomma  de' confeguenti -«ielle  mcdefi- 
me  proporzioni ,  come  la  iomma  degli  antecedenri  delle  pro- 
porzioni della  leconda  lerie  iia  alia  lomma  de*  cpniegitenti  del- 
le proporzioni  rtelfe,  vale  a  dire 

«  *  ^     .  J  .  .* 

DiMOSTRAZiONB*. 

I.  Poiché  per  Tipotcfi  7  =  7»  e  |— 7»  come  pure  -rf.a 
::a.b  farU  pel  corollario  III.  del  teorema  L.  F.Q-'f.g» 

E  poiché  fi  fuppone  •§  =  j>  «  S  =  f'  pure  B.C.*.- 

i^,f,  fark  eziandio  pel  corollario  III.  del  teorema  h.G.H'  -  g.  b. 

Si  .proverà  fimilmente,  cnc  H,I'-h.iy  e  che  i  confeguen- 
ti  di  tutte  le  proporzioni  della  prima  ferie  laranno  del  pari 
proporzionali  ai  conieguenti  di  tutte  le  proporzioni  della  le- 
conda ferie, /r^^i  co«  /o  7?^^  oz-^///;^.  ^  ^.    ^.  ^' 

II:'Dì  pii^  avendofi  per  la  luppofizione       71  cP7>5 

^^^^^^  fi  avrà  per  1'  egualità  ordinata  '.j  =  '?-,-j'  =  7, 

^sf  5  e  confegueptenen^e  in  virtù: -del  eccoli^ .i<  del  te»: 

«ma  li.  faA         \  ^  ; 

^^%^^^%.^:^^Ìr^L^L^  cioè  per  r  affign^a  Vili. 

III.  Ora  ellendofi  provato  nel  primo  punto  di  quella  dime- 
ilrazidne,:*he  1  =  ^,1^^,7=7,  fi    per  T egualità  or- 

dint^ 
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dìnau  •yss4*><j<s4-,Y^T'  pel  corollario  1.  del 

TT  r  V    1       V    F      C       HI       f      g       *       '      •  i 

teorema  Il.uaalcresi  •7-*--r-«-7-«H-rr=-r--»'r-'H-*r cioè 

III      i     t      I      $  i' 

per  l'affioma  Vili.  ^'^^'^"'^^ss^^T'^tecotivcrttnào 

E  quindi  paragonando  le  due  proporzionalitli  (  i  )  >  e  (  2  ) 
TegualitSi  ordinata  fa  conofcere 

Egli  è  vifibile)  che  con  lo  AefTo  metodo  fi  dimoftrerk  il  teo- 
rema in  qualfivoglia  numero  di  proporzioni,  che  coftituifcono 
Jc  due  ferie;  adunque  il  teorema  è  g.eneraijnen{e  vero» 

Corollario  I. 

S  E  al  primo  antecedente  della  proporzionalità  (  3  )  H  ag. 
giungano  dalla  parte  di^  mia»  o  più  grandezze  >  v.  g.  5", 
€  al  fecondo  antecedente  deHa  fteda  proporzionalitli  (  3  )  ^1 
giungano  dalla  parte  di  #  altrettante  grandezze,  v.  g.     s  tahy 

che  fia  -^  =  4,  j  =      io  dico,  che  luflifte  quella  proporzio» 

Haliti*: 

Imperciocché  fi  proveià  fimilmente  per  T^gualitk  -ordinata, 

che  y  =  7-, 7  =  7, 7  =  7, 7  =  757  =  7,  e  fi  moftrera  del 

pan   j  —  =  -j  1  

Si  vedrà  ancora ,  come  nella  dimoftrazione  del  teorema , 
ciTcre  iulTiftente  la  proporzionalità  (  a)t  cioè  j.^^^jj_^^=s 

y.^  ;  adunque  per  T  egualità  ordinata  fiifliile  anche 

la  proporzionalità  (  4  )  • 

Corollario  IL 

5!  £  al  prillo  antecedente  della  pcoporzionalitk  (  3  )  fi  aggiun^ 

Z  gano 
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Rano  dalla  parte  di  D  una ,  o  più  grandezze,  V.  C.  T,  F,  e 
al  fecondo  antecedente  della  mcdcfima  proporzionalità  (3)  fi 
aggiungano  dalla  parte  di  d  altrettante  grandezze,  v.  g.  », 
tali  che  ila  |s=:f ,  ^=7;  io  ««"«^  cjuefta  propor- 
zionalitk  : 


Imperciocché  eflendo  per  T  ipotcfi  7=7»  t  =  7'  ^^^^  ^^'^ 
wr/.;;^a  ^=f ,  ^=7,  e  avcndofi  per  la  fuppofizione  f  =  f 
fi  avri  per  F  eguaUtk  ordinata  ^=f ,  f  =f ,  e  in  vigore  del 
corollario  I.  del  teorema  IL  fark        j=r--+ j-,  cioe^pcr  l  . 
a(fioma  Vili.  ill^ss^S  ovvero 

Ma  nella  dimoftrazione  del  teorema  fi  e  provata  la  propor* 
zionalitk  (i),  vale  a  dire  ^'*'B^c-^D^s^^±^d  , 

que  in  vigore  del  corollario  I.  del  teorema  II.  fi  ottiene. 

— -1  ^L-r-J  =  ?  •  J- 

E  quindi  per  T  aflìoma  Vili,  fi  vede  cflTere: 

ma  nella  dimoftrazione  del  teorema  fi  è  provata  la  proporzio^ 

nalitk  (2),  cioè  ^^^l^„^,^^_^^Ì^,^.;  adunque  per  X 
egualità  ordinata  fi  vede  fuiUftere  anche  la  proporzionahtk  (5). 

Corollario  IH. 

S  E  al  primo  antecedente  della  proporzionalità  (  3  )  fi  aggiun- 
gano dalla  parte  di  A  una  ,  o  più  grandezze  ,  v.  g.  ^  ^  5" ,  e 
al  fecondo  antecedente  della  ftefla  proporzionalità  (  3  )  fi  ag- 
giungano dalla  parte  di  /«  altrettante  grandezze,  v.  g.  r,  s;  e 
k  di  pm  ai  primo  antecedente  delia  proporzionalità  (  3  )  fi  ag* 

giun- 
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giungano  nel  medefimo  tempo  quante  grandezze  fi  vogliano 
dalla  parte  di  Dj  v.  g.  T,  F;  e  al  iecondo  antecedente  della 
(lelTa  proporzionalità  (S)  ^  aggiungano  altrettante  grandezze, 
V.  g»  fy  u;  (il  tutto  come  fopra);  valcA  quefta  proporzionalitll: 

Imperciocché  per  la  proporzionali tk  (6)  provau  nella  di- 
moftrazione  òd  coroUarìo  IL  fi  U  ^^^s-^y^»  e  per  la  prò. 

porzionalit^i  (2)  provata  nella  dimoftrazione  del  teorema  fi  k 
ancora  ^^^J^^^-^s:^^  adunque  per  l'egualità  or- 

dinau  fi  vede  eflcre         .  „^,=  -    ^lI^  Ì  co- 

follano  L  fi  è  dimoftiato  —^c^^  =  fi-^r^M  »  « 
perciò  in  vigore  del  corollario  I.  del  teorema  II.  »  T  aggrega- 

to  delle  due  proporzioni  ^-^^15^^ — .  e  ^^g^^^j 

fark  eguale  air  aggregato  delle  altre  due  proporzioni 

— 7^77^77^7 —  '  *  /-H-^,»/^;  /  adunque  per  1  aiuoma 
Vili,  luffi^  la  proporzioDalìfìt  (7). 

Scolio. 

O  Gni  attento  lettore  conofcerk ,  che  quefti  tre  corollar;  fi 
provano  nella  medefima  guila  in  qualunque  numero  di  propor- 
zioni, che  coftituifcono  le  due  ferie,  e  in  qualfivoglia  numero 
di  grandezze,  che  fi  aggiungono  agli  antecedenti  della  propor- 
zionalitk  (  3  ),  o  s'aggiungano  quelle  grandezze  dalla  parte  de- 
lira degli  antecedenti,  o  dalla  parte  finiltra,  ovvero  dall'una, 
e  l'altra  parte,  e  conieguentemente  quelci  tre  corollarj  fono 
generalmente  veri. 

Nel  prclente  teorema,  e  nei  tre  corollarj  precedenti  fi  con- 
tiene la  piopofizione  feconda  del  libro  d'  Archimede  delle  Sfe- 
roidi, e  delie  Conoidi  diiimtiiUmamente  dimollxata. 

Corollario  IV* 

COnverfendQ  le  proporzionali tk  (3),  (4),  (5),  e  (7)  gli 

Z  2  ante-  ' 
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antecedenti  diventano  conlèguenti,  e  i  confe^uenti  anteceden- 
ti; adunque  fé  fi  danno  ipotefi  taU,  che  attribùifcano  ai  con- 
feguentt  ciò,  che  nel  teorema  y  e  ne*  tre  corollari  fuddetti  fi 
è  attribuito  agli  antecedenti ,  ne  rifultex^  la  dimoftrazione  d* 
un  altro  teorema  ^  e  di  tre  firn  coroUarJ  j  corrifpondenti  al  teo- 
rema qui  dimoftrato,  e  ai  tre  corolhuj^  che  lo  fieguona  Per 
altro  potrebbero  dimoftrarfi  anche  direttamente  P  altro  teoremsy 
che  accenno  in  quefto  corollario,  t  i  tre  faci  eondlarf  con  ra- 
ziocini rimiii  a  quelli,  che  fì  fono  impiegati  per  provare  il  .teo- 
rema LIV,,  e  i  tre  corollarj  di  eflb:  al  quale  effetto  in  vece 
di  valerfì,  conforme  fì  è  fatto  del  corollario  III.  del  teorema 
L.^  dovrcbbcfi  iar  ufo  del  corollario  III.  del  teorema  LL 

Corollario  V. 

Se  le  due  ferie  di  proporzioni  i,  ^,  ^,      ec.  j^L^L^ 

ec.  fono  tali,  che  ->  fia  maggiore,  ovvero  minore  di  ^  / 

|-  fia  maggiore,  ovvero  refpettivamente  minore  di  j-;^  fia 

maggiore,  ovvero  refpettivamente  minore  di  ,  e  così 
fempre,  ec.  ^ 

E  tali  ancora,  che  fi  abbiano 'quelle  proporzionalità  j  =  ^  , 

farà  maggiore,  ovvero  refpettivamente  minore  di  rj*|?r^^'  • 

Imperciocché  fi  concepifca  in  virtù  del  poftnlato,  che  1  con- 
feguenti  delle  proporzioni  della  prima  ferie  fieno  accrefciuti, 
ovvero  relpettivamente  diminuiti  in  modo,  che  le  proporzioni 
fuddette  divengano  eguali  alle  pn>porzioni  corrifpondenti  della 

feconda  ferie  :  $*  immagini  per  cagion  d*  efempio  f4;r^  f  > 
c51  =  7  >  e  fimilmcnte,  ec.  fi  avrà  in  virtù  di  quefto  teorema 

(fz±/)21g^^  eguale  ad         ed  eflcndo  pel  corolU  XIX. 

de'  - 
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de'  principj  maggiore ,  ovvero  relpetiivamente  mino- 

re ài  7ir-TrA^T?r^-^ —  eziandìo  pel  corollario  VI.  del 
teorema  IL  maggiore ,  ovvero  refpcttivamente  mi- 

nore di 


tt-^b .  ec. 


y-^^,  ec. 

Corollario  VI. 

S^^  le  due  ferie  di  proporzioni  jono  come  nel  precedente  co- 
rollano  y>  g*»  ffi  7»  ec.  jr,  j-,  7,      ec.  tali,  che  j  iia 

maggiore,  ovvero  minore  di  ^r,  —  fia_maggiore,  ovvero  rc^ 

fpettivamente  minore  di  — ;     fia  maggiore,  ovvero  refpetti* 

vamente  minore  di  j,  e  così  fempre,  ec. 

£  tali  ancora,  che  fi  abbiano  quefte  proporzionalità  -= , 

-=^,  7  =  7>  e  COSI  fempre. 

Io  dico,  che  f^^^^^^^—  fa»  maggiore,  ovvero  rc- 

fpettivamente  mmore  di   ? — - — 

Imperciocché,  in  virtù  della  prima  fuppofizione,  e 

fi  il  pel  corollario  VI.  del  teorema  XXIX.  -  mìnony  owe* 

IO  refpettivamente  maggiore      7>  7  minerr,  ovvero  refpet* 

tivamente  maggiore  di  7»  ^  minore  y  ovvero  refpettivamen- 
te maggiore  di  e  cos)  Tempre,  ec  adunque  pel  corollario 
pFccedente  farà  mnwcy  ovvero  relpettivamen- 

te  jnaggiore  di  7—^1^^  I^'^--"';  poiché  gli  antecedenti  della 

-prima  di  quefte  due  proporzioni  fi  fuppongono  proporzionali 
agli  antecedenti  della  leconda  propor^  '^ne  prefi  per  ordine^  ec. 
e  perciò  convertendo  pel  corollario  Vi.  del  teorema  XXIX.  fi 

ve- 
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«««  J^G^H^i,  ec  ™aSS»or«>  ovvero  refpettivamcn. 
te  minore  di  r^~f^4^ 

Scolio. 

Quefto  corollario  potrebbe  dimoftrarfi  direttamente  d'  una 
maniera  fimighante  a  queUa ,  che  fi  è  tenuu  in  dimoftrare 
Il  corollario  che  lo  precede,  e  perciò  efeguire;  dovrebbero  in 
vigore  del  ^oftulato  conccpirfi  diminuiti ,  ovvero  lefpetuva- 
mente  accreicmti  gli  antecedenti  delle  proporzioni  della  pii. 
ma  ferie  m  maniera,,  che  le  fuddette  proporzioni  divenifliero 
eguaU  aUe  proporzioni  corrifpondcnti  della  feconda  ferie,  v.  g. 
dovrebbe  immaginariì  ^31  eguale  ad  j ,  come  pure 
eguale  a  j ,  e  fimilmentc ,  ec.  indi  xftituire  il  raziocinio , 
come  appunto  fi  è  fatto  nel  corollario  V. ,  e  in  vece  di  ado- 
perare il  corollario  XIX.  de*  principj,  iyi  citato,  vakrfi  dd 
corollario  XVll.  de  principj. 

Quello  teorema  LIV. ,  e  i  fuoi  corollari  IV. ,  V. ,  e  VL 
comprendono  U  teorema  XXXyjll.,  e  il  fuo  corollario. 

Teorema  Z-V. 

Le  due  proporzioni  date  ^,  |  fieno  eguali,  e  fieno  date  le 
due  grandezze  £,  F;  io  ^ico,  che  iulfiftc  quella  proporzio- 

Le  lèi  grandezze  ^,  J5,  C,  Z),  E,  F  debbono  effcrc  o- 
mogenee  p 

Dimostrazione.  * 

Avendofi  per  1' ipotefi  A.B::C,D,  fi  avrk  permutandù^ 
A.C::B,D;  ma  E.F::E.F  pel  corollario  VIIL  dc'pritt. 
cipj;  adunque  pd  teorema  XLIX.      ^  '  'h'  ^ 
dovea  dimoftcarfi»  ^ 

Altra 
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Mira  dimoflraxjwe  • 
Si  è  provato  nella  prima  dimoftrazione)  che  y  adun* 

que  pel  corollario  Vili,  de' principj  ^*  y  •*•*  5"*  y  V  '"«^  P^^ 
corollario  II.  dei  teorema  XXIX.  fta  a  come  ^  ad  ^  i 
e  pel  corollario  VII.  dello  icelTo  teorema  XXIX.  ^  fta  j  > 
come  -  ad  -  ;  adunq^ue  pel  corollario  XII.  de'  principj  j .  j 

F  E 

/.*  ^.        li  che  doTca  dimortrarfi. 

Definizione  XXXIV. 

Dlcefi)  che  c^ualun^ue  proporzione  ^  fi  divide  per  qualun* 
que  proporzione  ^,  quando  (ì  trova  una  nuova  proporzione 
^  tale)  che  la  proporzione  dmdenH  ^  ilia  alla  proporzione 
àìwdenàa  come  la  proporzione  d'egualità,  v.  g.  fta  al- 
la proporzione  ^9  cioè  la  proporzione  ^  deve  efler  tale  »  che 
abbiali  quella  proporzionalità  '  d  'ti  '  '  1  'L' 

E  la  nuova  proporzione  ^ ,  eh*  è  il  quarto  termine  deUa 
ibprafcritu  proporzionalitli  y  chiamafi  il  quoziente  di  ^  divilA 

C  G  C 

5  *  Quefto  quoziente  fi  efprime  aftcoia  cosi  ^  •  ;^  • 

Scolio. 

I.  Da  quefta  definizione  immediatamente  fi  deduce,  che. fe 
una  proporzione  è  diviia  per  un*  altra  ad  eflà  eguale ,  il  quo» 
ziente,  che  ne  rifulta,  è  la  proporzione  d'egualità; 

Imperocché  fupponendo  quella  proporzionalidt  7  •  u  '  •"2  *  l  * 

fc 
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£e  la^  è  uguale  alla       anche  U  ^  dev'  eiTere  eguale  ai« 

la  ^  pel  coronario  X.  de'  principj  (  di  modo  che  deve  ef> 
fere  eguale  ad  X  per  lo  ftefTo  corollario  X.  de' princi  pj  )  ;  ma 
per  quella  definizione  XXXIV.  ^  è  la  proporzione  dividenn^ 

la  proporzione  dividcnda^  ^  ^     q^uoziente-  adunque  >  ec» 

II.  Qualunque  proporzione  ~  divifa  per  la  proporzione  d* 
egualità,  V.  g.  per  da  una  «quoziente  eguale  alla  medefima 
proporzione  divifa  ^; 

Imperciocché  per  la  definizione  prefehtc  farlr  "z      ''"z  * 

•    ZA  ZA 

ma  pel  corollario  Vili,  de' principj  "z  *  '  '  '  "b  *  ^^^^^^ 
cflendo  i  primi  tre  termini  della  penultima  proporzionalità  e- 
guali  ai  primi  tre  termini  deli'  ultima  (  mentre  iono  i  mede* 

fimi),  fark  ancora  pel  teorema  L  il  quarto  termine  ^di  queU 
la  eguale  al  quarto  termine  di  queiìa,  cioè  il  qHOT^ientc  farà 
eguale  alla  proporzione  divtfa  • 

c  o     z  o 

III.  Tra/ponendo  la  proporzionalità  j      •••"5  •  j"»  vie- 

Z     O        C  G 

ne  quefF  altra  ^  •  ^  ^  •  77  /  adunque  per  le  definizioni  XXI. 
e  XXII.  la  proporziene  diviéenda  ^  è  il  prodotto  dei  quozien- 
te ^  moltiplicato  per  la  proporzione  dividente  ,  e  confeguen- 
temente  pel  teorema  XXIII.  la  proporzione  dhoìdenda  ^  ^  ^ 
che  il  prodotto  4ella  proporzione  dmdemc  ^  moitipU^ta  pd 
quoziente  ^* 

t.  Teor^t 
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esprimano       ed      due  proporzioni  date,  1  termini  di 

una  delle  quali  poflbno  eflere  non  omogenei  ai  termini  deli* 
altra ,  e  fieno  le  quattro  grandezze  Ky  /*>  Tf  S  tali>  ab* 

-  Jf      AH      A    r      H       y   A  H 

Io.  dico>  che  il  quoziente  della  proporzione  data  divifa 

jpcr  i'akfs  proporzioiie  4tta  y  /  cioè     •  7  ^  uguale  a  eia* 

fcuna  delle  quattro  proporzioni  infraicritte  ^  >  7  '  r  *  7  * 

Dimostrazione» 
PEr  la  definizione  XXXIV.  fi  à 

.    .    H    A        Z     A  ^  H 

V  O  7  •  B  *  z  •  "Is  •  7  • 

Pel  corollario  I.  dei  teorema  IV.  fi  ^ 

Pel  teorema  VIII.  fi  k 

..UH       F  F 

V  3  ;  7  •  7  *  7  •  7  • 

Pel  corollario  V.  del  teorema  IX.  fi  k 

-    V   T     i<       A  A 

(4)  ^'-^  •••^•f  • 

E  finalmente  pei  teorema  VIIL  fi  k  . 

.    .    A     A       S  S 

(5)  7-7  •'•*7-7- 

Dopo  quelle  premelTe  fi  rifletta ,  che  i  tre  primi  termini 
wrdinatamentc  preft  delle  proporzionalità  (j),  (2),  (3)>  (4)> 
(5)  lono  eguali  tra  loro;  mentre  i  loro  primi,  e  iecondi  ter- 
mini lono  eguali  per  l' ipotefi  ,  o  comuni  ,  e  i  terzi  termini 
di  efle  lono  eguali  pel  corollario  VII.  dc'principj;  adunque  pel 
teorema  I.  gli  ultimi  termini  delle  ftelTe  proporzionalità  iono 

tgttiU ,  doè  fl  quoziente  ^  :  7  è  uguale  a  ciakuna  delie  quat- 

X    F     A  S 

tro  proporzioni  infirafcritte  ^  ;  7  ;  ^  /    •  Il  che  dovea  dimoft  rarfi. 

A  a  ScQ. 
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CJ^e  contiene  quartr»  immiere  i$  dhukte  qualftvogìm 
propm^one  per  qualfivoglia  édfrs  propongane  • 

POcendofi  pel  poftalato .  fcrapre  affumere  le  due  grandezze 
X,  ed  r  tali,  che  fi*  abbia  if^i,  ed  7  =  ?  »  «  te  altie  due 

.     T       W  AH 

grandezze  T,  ed  5*  tali , ^che  fi  abbia  -ss-,  ed  j^fy  è 
manifefto,  che  dal  pidestc  teottoia- «aiooiio  quanm  ounieii 
di  dividere  ^ualun^ue  proporzione  -  ^er  qualunque  altfa  j  • 

CoftOLLARI/Q»  . 

I.  Comparando  infieme  le  due  proporzionalità  (  i  )  ?^  ^  (^) 
il  provera  con  un  modo  fomigliante  a  quello ,  che  fi  è  tenu- 
to nella  dimoftiazione  del  teorema,  che  fe     è  uguale  ad  j 

:      anche  y  farìi  eguale  ad  . 

IL  Come  anche  confronundo  le  due  propprzionalit^  (  i  ), 
e  (  j  )  fi  proverà  nella  medefima  guifa,  cht  le  7  è  uguale  ad 

:  — ,  ancora      lara  eguale  ad  —  .         •  ' 

III.  Similmente  col  paragone  delle  duo  proporzionalità  (i^ 
e  (4)  fi  dimoftretà,  che  fe ^  4  uguaie  ad  ^  -j,  anche  -g 

iarb  eguale  ad  ^  •  '  T  "  ^ 

IV.  £  finalmente  dalla  comparazione  delld  dué  ^ibpotòio* 
lialitb  (  I  ) ,  e  (  5  )  fi  trarrà  iin  modo  cohfimile  di  mòftra^'^ 

che  fe      è  uguale  ad  "5:7,  ancora      fari  ,qguaìc,  ad  . 

Teorema  LVII.  • 

Il  quoziente  di  qualunque  proporzione  divifa  per  qualunque 
altra  c  uguale  al  prodotto ,  che  riiulta  dalia  proporzione  di' 
videnda  moltiplicata  ^  \ak  divìdcais^  preia  al  xóvelcio* 

Di- 
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1  - 

la  -  la  pioporziòne  dhidcnda^  ^  la  propoizionc  dhidmtt^ 
e  jg  '"^  *^  quo7(ien$e  ;  la  proporzione  divìdcntf  freft  d  nvc(cs9 

Dee  provariì ,  che  ^  :^  è  uguale  agX^ieci&fi 
nella  (èguente,  guiik* 
Per  la  definizione  XXXIV.  fi>  |  *|  •*  ' |  •  |  *  |  >  e 

^  .«l  •         :^  /  ma  pel  corollario  V.  dei  teorema 

XXIX.  ^  •  2  •'•*z  •  P^^  corollario  XI.  de' principi 

CrCCT       ZD  /.  .ZZ>       GGC  .1. 

H-U'SJ*'  i-C'  ^  frafptmendù  ^.^  -'h'h 'S  > 
nuovamente  permufando  «l .  ^  ^  *'    •  §  ■  ^  V  vi^  F^'  1^  definii 

Z     G       D    G  D 

zioni  XXI.,  e  XXII.  ^      .•••^  .^X adunque  pel  teore* 

ce       G  D 

ma  L  2j  :  ^       X      n  che  dovea  dimoftrarfi. 

Pef  r  ipotefi  )  e  per  la  definizione  XXXIV*  fi  k  quefta  pro- 
porzionalità : 

.        C     G        Z     G  C 

Ftendafi  pel  poftulato  ^  ^ùale  a  ^,  e  pei  corollario  I.  dei 

teorema  IVfiavÀ  quefta  feconda  proporzionali  A: 

.  X  c    r     c    r  ■ 

^'^^  D  'D      c  'c> 
ma  i  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (i)  foivo  eguali 

ai  tre  primi  della  proporzionalità  (i),  mentre  ^  è  comune , 

G  T  Z  C 

j^h  uguale  per  la  coilruzione  ad  ^  »  e     è  uguale  a  pei 

Aa  a  coroU 
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coro  lario  VII.  de'principj;  adunque  pel  teorema  I.  fono  egua- 
li i  quarti  termini  d'ambedue  le  proporzionalick  (i),  e  (2). 
IL  Pel  corollario  I*  del  teorema  IV,  (k    queflLa  terza  prò* 

porzionalit^  : 
,  .  D  r     D  r . 

£  per  le  definizioni  XXI*,  e  XXIL  fi  k  quefta  qnaru  pio- 

porzionalitk: 

.    i   D    G  ,    D    C  D 
o  'H  '  '  C  'H^C' 

i  tre  primi  termmi  delia  quale  fono  eguali  ai  tre  primi  ter- 
mini  della  pfopoizionalità  (3);  atteiòchè  ^  è  comune»  ^  per 

la  coftruzione  è  uguale       ^  >  c      è  comune  ;  adunque  pel 
teorema  I.  i  quarti  termini  d' ambedue  le  proporzionalità  ( g), 
e  (4)  fono  eguali,  cioè  ^X'f=^. 
IIL  Nel  primo  punto  6  provato,  che  ^  :~  =  ^,  e  nel  (è- 

G     D  f 

condo  punto  ò  provato,  che  77X^2=^;  adunque  pel  corolla» 

rio  XI.  de'  principj  ^  -  ^  =  7^  X  ^  •  U  che  dovea  dimollrarfi . 

CO&OLLARIO  L 

P  £1  teorema  XXIIL ,  il  prodotto         è  uguale  al.  pradot- 

ly    c  ce 
to  5-  X  7;  ;  adunque  il  quoziente     •  ^  ^  uguale  anche  ai  prò- 

A»»»  |x|. 

*  Corollario  II. 

Che  moke  wtomiere  di  dividere  qualmique  prò- 

per:^9ue  per  qualumque  altra  propenfjone. 

S  E  fi  k  da  dividere  qualunque  proporzione  ^  per  qualunque 

•       c  '         G        D  ly  G 

proporzione      fi  moltiplichi  —  per  — ,  ovvero  —  per  con 

i  modi  efpofti  nello  iicolio  annefib  alla  definizione  XXI.,  e  nel 

corol- 
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corollario  II.  del  teorema  XL  V 1  IL,  e  nel  corollario  II.  del 
teorema  XLIX.,  e  il  prodotto ,  che  rilulterk  da  quella  molti- 
plicazione y  farà  il  quo3(ten$t  di  ^  divifà  per  ^  • 

Corollario  III. 

JDUe  pn^rzioni  tra  loro  eguali  divife  per  due  pfoporziont 
tra  loro  eguali  danno  quozienti  eguali. 

Rapprefentino  ed  ^  le  due  proporzioni  eguali  dhtdimkf 
iiccome      ed  -r  le  refpettive  dividenti  eguali  >  faÀ  pel  teo- 

rema  preiente  —  x  7  il  quoziente  di  —  divila  per  —,  ed  j-X  j" 
im  il  qtio?;iettt€  di     divifa  per      ma  eflèndo  per  Tipotefi 
^ark  ancora  convertendo  —  adunque  pel  corolla* 

rio  I.  del  teorenu  XXIV.  il  quoziente  ^  X  7  eguak  al 
quoziente  7X^9  mentre  fi  è  fuppollo  eifere  ^^j* 

Altra  dimoJìraT^jone  di  quejìo  corollario* 
P£r  la  definizione  XXXIV.  fi  anno  le  due  proporzlonalidl  in- 

e    r    •  1     M         Z     M      J         .SO        Z     O  S 

frafcrittc  j  *  j: ^  "n  '  T  '  p 7  '  p' r  >  ™* 

r  ipotefi  fono  eguali  tra  loro  relpettivamente  i  primi ,  e  i  fe- 
condi termini  d'  ambedue  quelle  proporzionalità,  e  i  terzi  ter- 

mini  di  efie  lono  identici;  adunque  pei  teorema  I.  ^  :  ^9  quai^ 

to  termine  della  prima  proporzionalità,  è  uguale  ad  j  :  quarto 
termine  della  feconda. 

CoROLLaaio  IV* 

Dividendo  una  proporzione  per  un*  altra  ,  che  abbia  il  me- 
defimo  conieguentc,  ne  viene  per  quoziente  una  terza  propor- 
zione, che  a  per  Ino  antecedente  l'antecedente  della  dtvidenda^ 
e  per  fuo  conleguente  V  antecedente  della  dividente;  impercioc* 

chè) 
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TbohiaQekeralc 
chè ,  fé  a  divide  ^  per  |  il  quoziente  iàÀ  j X  ^,  che  pel 

teorema  XXII.  è  uguale  ad  - , 

Corollario  V. 

£  Quindi ,  fé  dividefi  una  proporzione  per  fe  medefinu  ^  il 
quoziente  fark  la  proporzione  d'  egualità* 

•  Pwh*  ^.^=s^x|  peraueftaieoi«iu,«d  ix^=:f 

pel  teorema  XXII. 

-  

Corollario  VI, 

L  Aonde  fe  G  divideià  una  proporzione  per  un*  altra  ad  A 
eguale  >  ne  rifubeA  un  quoziente  eguale  alla  proporzione  d* 
egualità. 

Imperciocché,  fia  j= il  quoziente  j:  ^ laA  eguale  ai 

prodotto  ^  X  7  >  9  quefto  al  prodotto     X  j  pel  corollario 

VII.  del  teorema  XXIV.  ;  ma  j  X  ^  è  uguale  ad  ^  ,  come 
fi.  è  veduto  nei  corollario  precedjcnte;  adunque  pel  coroUano 
J,  d^l  teo^:9m^  II,  j  :  j  far^  eguale  ad  j , 

COHOLLARIO  VII, 

Se  dividefi  una  proporzione  per  un'altra,  che  abbia  il  me- 
dcfimo  antecedente,  ne  proviene  per  quoziente  una  terza  pro- 
porzione, la  quale  a  per  luo  antecedente  il  confeguente  delia 
proporzione  divìdente^  e  per  fuo  conlegupnte  \  il  conlcguente 
delia  proporzione  dividenda , 

Impprciocchè  y  divifa  per  ^  dà  per  quoziente  yxf  jche 
pel  teorema  XXIIL  è  uguale  a  §X  y,  ed  elfendo  pel  teore- 
ma XXil.    X  7  eguale  a      ne  fiegue  pel  corollario  XI* 
principi,  che  yXj- j^cioè  è  uguale  a  y-  • 

Teo- 
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Tborbm>  LVIIL 

S  E  quattro  proporzioni  Tono  proporzionali ,  anche  roverfcia- 
tei  e  prele  col  medcfimo  ordine  laranno  proporzionali. 

DlMOSTRAZIONB.  ' 

L  £  ^UAttro.  proporzioni  proporzionali  fieno  le  feguenti  ^ .  ^ 

y^jiì  àcc  provarfi,  che  ~ •  c      T*  cT *  corollario  V. 


del  teorema  XXIX*  y  •  g: •*  ^ •  71, cioè  mfp^ncndo  2. .  £..•.• 
B'D^^  per.  la  Ikflfa  ragione     •  5"  •*  •*  ^  *  F>  frafpMemk. 
c  •  F  •  F  h'       fi  fuppone  s-.^-- •  j-.^;  adunque  pd 
corollario  XII.  de  principj      j.*.*      ^|  e. talmente  fojf 

j    JJ    D  . .  F  H 
^    C  c 

Scolio. 

Da  Quello  teorema  .fi  può  defumere  un'altra  dimoiirazioiie. 
d^r  teorema  LI.  . 

A  C  F  C?  • 

Dee  provarfi  ,  che  fe  j  fta  a  — ,  come  —  fta  a  — ,  e  fc 

di  più  JB  lìa  a  £),  come  F  fta  ad  H;  la  ftara  alla  C,  co- 
me la  £  alla  G.    Ciò  fi  dimoilrer^  nel  leguente  modo. 

Poiché  per  la  fuppofizione  abbiamo  j  •  5*  *  •*  f'jji  avre^ 

mo  pel  prefente  teorema  7  •  c*  *  **  ]p  '  g  >  ^'  ipoted  ab- 

biamo ancora  B.D::F.H;  adunque  pel  tcoreikia  avremd 
jt.C::B.G.   Il  che»  ec 

'Teoreua  LIX. 

Quattro  proporzioni,  che  fono  tra  loro  proporzionali  mol. 
tlpHcate  termine  a  termine  ^  e  còl  medefimo  ordine  per  altre 
quattro  proporzioni  >  che  fieno  anch'  effe  proporzionali  fra 
toy  formano  quattro  prodotti  proporzionali.  * 

4'  DlMO- 
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Dm  OSTHAZIONB. 

Le  lettere  y  E  j  O  j  y  rapprelentino  le  quattro  propor- 
zioni, coficchè  il  abbia  e  ^  ^««re  ^,  o,  »  rap- 
prefentifio  le  altre  quattro  proporzioni,  talché  ila  ^sr^Dce 

provarfi  T  infrafcritta  proporzionalità  A4  *  Ee  :0o  .Vu. 

I.  Denoti  /  la  proporzione  4' egualità,  e  prendali  il  prodo^ 
to  delle  due  proporzioni  come  pure  il  prodotto  deli' al» 
tre  due  proporzioni  £,  tf;  cosi  (ì  avranno  queft^  due  propor- 
zionalità l,A.\'a.Aa^      I.E:.'0.Ee^  e  pel  teorema  XLVIII. 

fi  avrà  eziandio  f  »  y  *  •  J*^»^^  maniera  che  in  virti  del- 
le definizioni  XXI. ,  c  XXII,  la  proporzione  ^  *  U  fnào^ 

to  di  moltiplicata  per  f ,  cioè  ^ssjx  f ,  «  confcguen- 
temente  in  virtù  della  deCnizione  XXJIL.la  ftcffii  proporzione 

^  è  compofta  delle  due  proporzioni       ed  — . 

II,  Similmente  prendendo  il  prodotto  delle  due  proporzio- 
ni O,  ed  0,  e  il  prodotto  dell'  altre  due  proporzioni  fi 

'  avranno  le  due  proporzionalitk  leguenti  J.O::o,Ooy  ed  J»^ 
i:i$*Vuy  e  il  teorema  XLVIII.  £»rk  parimente  conolcerc 

7*  Vu^        P^'  ^  definizioni  XXI.,  e  XXII.  la  pro- 

porzione  ^  ^  ^1  prodotto  di  ^  moltiplicato  per  ^,  e  (quindi 
p^r  la  definizione  XXIIf.  ^  è  compofta  di  ^,  e  di  ^  ;  e 
perciò  eflcndo  pef  1*  ifoteSx  le  proporzioni  j ,  ^d  4-,  comfo» 
mnt$  la  proporzione  ^  eguali  alle  proporzioni  refpettiye  ^ , 

N  '  firn 

ed  ^ ,  Sfoltenti  V  altra  proporzione  ^,  np  fiegue  pel  I.  co* 
wlUrio  del  t^orem^  ?XIV.,  che  5»^.   U  cl^e  dpvca  di- 

Tao- 
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Q^UattiD  proporzioni,  cHe  fono  tra  loto  proporzionali,  divi- 
fe  termi»  m  mmmfy  e.  td  mtdefimio'^tKrt^ne  per  altre  quattro 
proporziifiii^  che  fieno  anch'  cflè^proporzionaU  formano  quat- 
tro  quozienti  proforzibnàli^. 

Dimostrazione. 

S  Iene  rìnfirafcritjte  due  proporzionalirìi  ^  *7'  '  Ti  '        T'  ^ 

:  :  j.  ^;  dee  piovarfi,  che  ^  diyiià  per  ^  fta  a  .  ^  dtviiaper 

yy  come  —  divifa  per  |»  fta  divila  per  jy  cioè  in  vi- 
gore del  teorema  LVII.  dee  provarfì  quella  proporzioAalit^i  : 

l^r-f  X7**l>^7- a  che  fi  fer^  agevolmen. 
te  9  poiché  efièndo  proporzionali  per  la  fuppofizione  le  quattro 
proporzioni  —,  fulfifteA  ancora  pel  teorema  LVIII. 

queft*  altra  proporzbnalitk  7  •  7  '  '  ~  •  j-  >  e  per  1'  anteceden^ 

u  teorema  il  prodotto  7X7*  ^r^  al  prodotto  j  X  7  >  come 

Si  prodotto  ^  X  2" .  ^  prodotto       p  II  che  dovca  dimoftrarfi. 

■ 

Tborbma 

Sb  j  fta  a      come  I  fta  a  |,  e  fe  f  fta  a  |,  come  f 

fta  ad  ^;  e  fé  di  pm  ^  ila  a  C,  come  £  fta  a  Gj  io  dico, 
che  i  fta  a  iC ,  come  L  fta  ad  j)f  • 

DilfOSTRAZIONB. 

In  virtù  delle  due  prime  fiippofizioni ,  e  del  teorema  UX. 

(i)  jxf  fta  a|.x|,  come  j-xf^a^x^- 

ma  pel  teorema  XXIL  yX 7=7; ^T^ K^jf>  F^l^l  ' 

Bb  e 
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c  K  X  zV  a<lunque.  ponendo  nella  proporzionali  A  (  i  )  gran- 
fmt  eguali  in  luogo  4*  eguali  lati  pel  CQiollanaXX.  de*pria^ 

cipj  y*^''T*Ta'*  ^  ^  ^  ttnz:  fuffofizMHie  di  quei!» 

teorema  fi  \  A,€::E,G;  adunque  pei  teoreaia  L.  Ì»K::L,M, 
lì  che  dovca  dimoftraifi.  *  •  " 

CÒ&OLLÀItkb* 

Se  ^  fta  a  I»  eomo  I  fta  a  |;  fé  i  fta  a  |; 'Urne  ^ 

fta  ad  r*;  e  fé  di  piìi     (la  a  C,  come  £  (la  a  G:  io  di- 

co,  che  /  (la  a  iìC,  come  L  (la  ad  iW. 
Jmperciocchè  effendo  per  la  kconda  ipotelì  di  quello  corol- 

lario  1.^::^.^,  iaii  asooca  >el  teorema  LVIIL  f*]^^*: 
r*5'  adunque,  ce. 

D  Ividafi  la  proporzionalità  della  prima  ipotefi  per  la  propor- 
rionalitk  della  feconda  ipotefi,  e  in  virtù  dei  teorema  LVII., 
e  del  teorema  LX.  fi  otterrà  quella  medefima  proporzionalità 
fegnata  (  i  )  nella  dimollrazione  del  teorema  prelente  ;  di  mo- 
do che  riinarrìi  dimoliiaco  nella  fìeSà  |^uiia  anche  quefto  co- 
rollario. . 

DBViniziofift  XXXV.  - 

XjNa  ferie  di  grandezze ,  che  fono  in  proporzione  geometri- 
ca continua  chiamafi  progrej/ione  ^eomepr'tca ^  e  quella  dicefi  ere* 
fcente ,  (e  il  iuo  primo  rtrmine  e  minore  del  fecondo ,  e  di' 
erefceme^  le  il  iuo  primo  termine  é  maggiore  del  iecondo. 

.Tmebiia  LXIL 

I  Termini  di  una  progreflTione  geometrica  prefi  con  ordine 
inverio  (  talché  il  primo  divenga  l'ultimo,  e  T  ultimo  primo) 
fono  in  progrelHone  geometrica. 

DiMO- 
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S  la  per  cagion  d'  efempio  V  infrafcrìttt  progrefsione  geomr» 
thca       jB)  C,  J[>9  rraffoncndo  far^  U  penultimo  ter«> 

jpine  E  della  pro^efsione  ali*  ultimo  F ,  coinc  l'antipeaultif 
mo  D  ai  penultivDo  £9  aduaque  eomverfmuU  faik  l'ultimo  teiv 
mine  F  al  penultimo  come  il  penultimo  E  all' antipenut 
timo  .       •  \       '     •   ■  * 

Similmente t  fr^fimetul^^  l'antipenultimo  tannine  J)  ftaik 
fX  peimitimo  pome  il  tarmine  C,  che  preceda  l'anitipenuL 
pmo  9  fta.  air  antipenultimo  P  »  e  cwwiwaA  il  |peniÀtimp  tti> 
mine  £  ftailit  all'  antipenultimo  Ì>,  come  f  antipenultimo  D  fta 
al  termine  C,  che  precede  .l'antipeniiliumot 
.  Ma  fimigliante  prova  fi.upiica  evidentemente  a  tutti  i  cei^ 
mini  della  piogreflione  pieu  con  ordilie  inveife  ;  adunque  il 
tepxeioa-4  {^iiefaliiiente  ven»^* 

TEOBSHa  LXIII. 

S  la  una  progreflìone  geometrica  di  qualunque  numero  di  ter^ 
mini)  V.  g.  By  C,  e  prendali  qualunque  grandezza  O 
ad  e0i  omogenea  ;  io  dico ,  che  le  ut  i^ri^  infxalcritte  ipn^ 
anch' effe  in  progreffiòne  geooaetrì^a» 

A    B    c  D 

0000 

DOGO  ' 

PEt  l'ipotefi  ^.B::B.C>  e  pd  laorema  IXL         \  x4, 
coma  pure  ^  •^::jB.C/  adunque  pd  cofpUano  XXL  da' 

^     B      S  C 

pnncip,  ^.-5::-.^. 
Siaùlmcntc  per  1*  ifotciì  B.Ci^.C.D^  a  pel  ceocema  III» 

Bb  a  c 
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2.^::£.C,  come  anche  -j'-j--^»^;  adunque  pel  corol- 

krio  XIL  de  pnncipj  ò  *  o  *  ó  *  o  • 

Egli  è  evidente,  che  col  medefimo  raziocinio  fi  ftovetk  lo 
Ueflb  in  qnalfivoglia  numero  di  termini,  che  coftitnudi  la  prò 
grefsione  ;  adunque  la  prima  parte  del  teorema  è  generaimeA* 
te  vera. 

JXmoftnKQone  della  feconda  part9*  •  ** 

PEf  ripotefi  A*B::B.Cj  e  emvenernh  B.At:C.By  mà 

pel  teorema  IX.  ^  ,^::B  .A.  ed     .    :  :  C.B;  adunque  pel 


corollario  XII*  de*  principj  ~  *  7  *  *    *  * 
Similmente  per  T  ipotefi  jB.C::C.O,  e  cmvemndù  C.B 

::D*C;  ma  pel  teorema IX,  ^  . -2 :  :C . ed  -2  . ~ , ; £) , C^* 

adunque  pel  corollario  XH«  de* prìncipi  ^  '^'-  '^  • 

Lo  (leflb  fi  moftrei^  in  qualunque  numero  di  termini ,  foc^ 
mando  il  medefimo  raziocinio;  adunque  anche  la  feconda  par* 
te  di  quello  teorema  è  generalmente  vera. 

DmoflrénQoae  della  tefT^  parte, 

Pfir  Tipotefi  B.C::C.Dy  e  ttafponendo  C.ÙitB.C  ;  pel 
teorema  IX.  ^  •  ^  :  :  C .  D,  ed  «2  .  -  :  5 ,  C;  adunque  pel  co- 

xollario  XIL  de' principi  I  .  I    I .  I  • 

Similmente  per  1'  ipotcfi  A  ,B::  B  .C  ^  e  trafponendo  B .  C 

::A.B;  pei  teorema  IX.  ^.^iiB.Cy  ed     .^::jì.B;  a- 

dunque  pel  corollario  XIL  de*  prìncip)     •    *  *    •  • 

Lo  ftefTo  dilcorlo  provera  la  medefima .  cola  in  qualunque 
numero  di  termini  ,  de'  qtiali  coftar  pofTa  la  procrclsione  ;  a- 
dunque  anche  la  terza  parte  del  teorema  è  vera  generalmente. 

jtìtra 
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itrxa  parìe. 

Si  è  provato  nella  feconda  parte  cflbe  ^  ,|  ,|  ,|  in  pfo^ 

il^sione  geometrica  ;  adunque  pel  teorema  LXIl.  anche  -  « 
»  o    o    o  ^  . 
c  i^i^  ui  progre^ione  geometrica. 

Corollario, 

Giacché  ^j*!,-!,-!  fono  in  progrefeionc  geometrica  per 
If.pnim  parte  di  qnefto  teorema  ;  anche  | , |  ,|  ,^faran- 
no  in  progrefsione  geometrica  pel  teorema  LXil. 

Teorema  LXIV. 

Il  primo  termine  di  una  progrefsione  geometrica  decrefcente 
meno  U  imido  (la  al  fecondo,  come  il  primo  termine  meno 
\  ultimo.  Aa  alla  fomma  di  tutti  i  termini  della  progrclsionc 
fenza  il  primo,  .  , 

DiUOSTRASZONB. 

S  la  per  e^mpìo  la  feguente  progrefsione  geometrica  decrc- 
C    D   f ^'       ^*  avranno  quefte  proporzioni, 

'  c  '2J  ^  £  '7  ^""e  eguali  fra  bro;  onde  pel  corollario  II. 
del  teorema  XXXVI.  fark  la  A  alla  B,  come  ^ -4- 5 -+ C 
p-+£  a  B^C-^D-^E-^F  ,  e  dividendo  A^B  lar^  al- 
la come  ^-»-B-+Ch-Z)-+£— B— C— £>— £  — F  a 
f^^-^O^E-}-F  ;  ma  per  T  aisioma  V.  A^B^C^ 
D^E—B^C^D^E^F  è  lo  ftefTo,  che  A^F.  adim- 
^^nif""^       ^  5,  come  ^— F  fta  a  Bn-Cn-D-f 

Chiaramente  fi  fcorge,  che  qnefta  dimoftrazione  h  «uoro  in 
qualunque  numero  di  termini,  che  coltitiiifca  la  piogrelsione; 
adunque  il  teorema  è  generalmente  vero. 


Tbo- 
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Il  primo  termine  di  una  progrefsionc  giometrtca  dcerefcenff 

diminuito  dal  fecondo  fta  al  primo  termine  intiero  ,  come  il 
primo  termine  meno  T  ultimo  iU  alla  tomnu  (U  tutti  i  tcriil> 
ni  della  progrelsion«  fenza.  T  ultimò* 

Av  VBRTIMBNTO. 

In  avvenire  refprefsione  5,  C,  Z>,  E,  ce.  ^'figni* 
^cher^  tutti  i  termini  di  qualunque  progrelsione  geometrica  ^ 
di  modo  che  A  lark  il  primo  termine  di  efT*  ,  B  il  fecondo  « 
ce,  ed  f^r  ultimo,  e  U  lettera  S  dinoterà  la  lomma  di  tut* 

ti  i  termini  della  progrelsione ,  cioè  lark 

5'=^h-£h-C-#;Z?-+£h-F,  ce,  -^V. 

DiMOSTEAZIOfVB. 

In  virtù  del  teorema  precedente  fi  k  qucfta  proporzionalità: 
jìmmB.Bw^^V.S^A ;  adunque  per  la  compofiiQon  eon^ 
vcrfi  di  tlroforzìone  ,  cioè  per  la  feconda  parte  dd  teamia 
3C3CXIV.  toisiftc  queft*  altra  proporzionali^  ! 

(  I  )  Ì)^B::u/— r.(^-p.F)H-(S*— ^ 

Ma  per  Falsiom  V.  l'cipneUionc  d^^^B  è  luiialt  ad 
*^^<l*^pre{sioiiB  h-^V^S^A  è  ugnale  ad  S-^Vj  aduli» 
^ue  ponendo  nella  pioporzi^nalii!^  {%)  in  luogo  di  quelle  due 
ffprclsioni  i  Ipro  valori,  £  rende  maniiefta  la  proporzionalità 
^lie  fègue: 

'  (a)  A^B.Aii4'^V.i^V.  n  che  dovea  dimeIbBiC.  " 

Scolio» 

S  £  1^  progrefsionc  decnfcente  contiene  UH  numero  infinito  di 
tiiSTminii  egli  è  vifibik)  che  T  ultimo  termine  V  farìi  infinita»» 
mente  piccolo ,  vale  a  dite  ùlA  incompacabilc  per  la  fua  pic- 
eolcaza  a  qualfivt^lia  grandezza  finita ,  di  modo  che  lo  fteifo 
tennine  V  rifpetto  d  termine  Ay  e  molto,  più  rifpctto  alla 
;fi>mma  di  tutti  i  tenniai  della  profrefiione)  potÀ  confideias^ 
fi  cenile  nullo. 

Co. 
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* 

COROLLAaiO* 

tA.  fimmia  di  tu|ti  i  ttrminl  di  una  progrelsione  eeometiicB 
fcfcente  cminuata  in  $fUu$if»  h  uguale  ad  una  grandiaza ,  che 
fia  terza  gropejrzbnate  aopo  il  primo  termine  diminuito  del 
iècondò)  e  il  primo  termine  intiero. 

Impercioccne  confiderUndo  come  nullo  l'ultimo  tertnine  V 
ddla  progreffhme  ggometncs  éterefcwH  cmmmmfs  m  Mmt9y  la 
pfDpofzionaUÀ  (i)  dd  'pielente  teorema  diviene  Tinìrafcncta: 

-  •      *  Teorema  LXVI.  ^ 

Il  primo  termine  di  una  progrelsion  geometrica  decrefimm 
fta  al  fecondo  >  come  la  fomma  di  tutti  i  termini  della  prò* 
greOsione  lenza  l' ultimo  fta  alla  medefima  fomma  lenza  il  jpiimo  . 

Dimostrazione. 

Pei  teorema  LXV.  fi  \  A-^B.Av.A-^V.S^V  ^  e  invet- 
nmdo  A,A^B::S^V,A^V ;  ma  pel  teorema  LXIV.  fi  \ 
jf— B.B::^ —F.i'  —  -^;  adunque  per  T egualità  ordinata 
(z)  A.BiiS-^V.S^A.  Il  che  dovea  dimoftiarii. 

Corollario. 

S  £  1^  progrefsione  geometrica  decrefcente  fi  concepifce  continua' 
to  in  infinito  ;  io  dico  ,  che  il  primo  termine  della  ftelfa  pro- 
grelisione  (la  al  lecondo ,  come  la  lomma  di  tutti  i  termini  di 
eilà  fta  alla  medefima  lomma  ,  diminuita  dal  primo  termine^ 
Imperciocché  annullando  in  virtù  del  precedente  fcolio  nel- 
la proporzionahtk  (  i  )  di  quefto  teorema  la  grandezza  F,  i». 
finitamente  piccola^  fi  ottiene  la  proporzionalità  che  legue:  A9 

d  C  O  L  I  0« 

Qui  può  inferirfi  il  feguente 

Tborbma* 

RApprefcntino  A^  B^  ec.  i  termini  di  qual- 

fivo- 


fivoglia  progre^kme  gieometri^^  demfccnte;  io  dico ,  che  le 
differenze  di  efei  termini ,  v.  g.  A^B^  B-^C^  .C«v*£>,  ce» 
ferbano  fìra  di  loco  k  medefioia  pDopofzionf ^»  okm  f^ù*  W  i. 
fnddem  termini: 

Dee  provaril,  che  A'^B.B'^CiiA^^  %  che 
C.C— />::^.C,  e  cosi)  ec. 

Dimostrazione. 

pEr  r ipoteli  abbiamo  A.BuB.C:,  e  B.C.. CD;  adunp. 
que  pel  teorema  XXXIII.  avremo  A— B,  A'-B-^C ^B^  ed 
anche  B — C.B::C— X^.C;  e  fcniw$ti^  ie  due  ultime  pio- 
^rzionalità  avremo  altresì 

.  £  finiiimente)  ec;  adunque  >  ec. 

Tborbma  LXVIL 

Sleno  due  progrefsioni  geometriche  decrefcenti  coftituite  da 
qualunque  numero  di  termini  (  non  efTendo  nè  anche  necefla- 
rio ,  che  il  numero  de',  termini  di  una  fia  eguale  al  numero 
de'  termini  dell'  altra  )  e  quefte  progrelsioni  abbiano  ambedue 
una  medcfima  grandezza  per  fecondo  termine  ;  io  dico  ,  che 
la  proporzione  ,  che  pafla  tra  il  primo  termine  della  prima 
progrelsione  diminuito  del  lecondo  termine  comune ,  e  il  pri- 
mo termine  della  feconda  progrefsione  diminuito  anch'  effo  del 
fecondo  termine  comune ,  è  compoila  della  proporzione  ,  che 

Saflà  tra  il  primo  termine  della  prima  progrefsione  diminuito 
eli*  ultimo  termine  di  ella ,  e  la  iòmma  di  tutti  i  termiot 
della  medefimalprima  progrefsione  fenza  il  primo,  e  delk  pro- 
porzione ,  che  à  la  footma  di  tutti  i  termini  ddla  icconda 
^rogreisione  (ènza  il  primo  verfó  il  primo  termine  della  fteflà 
lÌBConda  progrefsione  diminuito  dell'ultimo  termine  di  tSk» 

Avvertimento* 

Il  fecondo  termine  comune  fi  chiami  il  primo  termine 
delia  prima  progrelstone  .  fi  chiami  ^}  ed      ultimo  ,  tennine 

della 


T 
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della  medefima  ^  e  la  lomma  di  tutti  i  tuoi  termini  Ci  chiami 
5"  ;  ma  il  primo  termine  della  feconda  progrefsione  fi  chiami 
(a)  y  r  ultimo  luo  termine  («)>  ed  {s)  la  lomma  di  tutti  ì 
termini  della  ftelTa  leconda  progrelsione . 

Dovià  provarfi,  che  la  proporzione  -^^^  è  compofta  delle 

due  proporzioni  ^  ^,  ed  ^  ^« 

Le  due  ferie  S",  ed  j  pofTono  eflcr  cofl:ituite  di  qualfivoglia 
numero  di  termini,  e  non  è  punto  nccefTario,  che  il  numero 
de*  termini  di  una  ferie  Ila  eguale  ai  numero  de'  termini  dell' 
altra. 

Dimostrazione. 
P  £1  toorema  XXIL,  e  per  la  definizione  XXIII.  è<»tnK 
polla  delle  due  proporzioni  — ^ — ,  e  7^:^  >  e  pel  teorema 
LXIV.  la  proporzione         ^  uguale  aUa  pioporzione  , 
ma  eifendo  per  lo  fteflb  teorema  LXIV.  ,  e  in- 

vertendo  la  proporzione  ^  ^  eguale  alla  proporzione  ; 
adunque  pel  teorema  XLIII.  la  proporzione  è  compoUa 

ddle  due  proporzioni  j^^i^y     1-^^*  Uchedoveadimoftrarfi. 

CoaOLLAEIO. 

S  E  le  due  progreflìoni  confiderate  in  quefto  teorema  s'  in- 
tendono continuate  in  infinito ,  fi  riguardino  come  nulli  i  ter- 
mini      ed  «  ultimi  delle  due  progrelsioni  (  i  quali  fono  in» 

comparabilmente  piccoli  )  >  e  fi  vedr^  >  che  la  proporzione  ^ 
è  compofta  deUe  due  proporzioni        ,  ed  — 7— • 

Tborbma  LXVIII. 

S  leno  due  progrefsioni  geometriche  decrefcenti^  e  abbiano  am- 
bedue una  medeiìma  grandezza  per  primo  termine; 

Ce  Io 
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Io  dico,  che  la  proporzione,  che  pafla  tra  il  primo  termi* 
ne  comune  diminuito  del  fecondo  termine  della  prima  progrei^ 
£one  9  e  il  primo  termine  comune  diminuito  dei  fecondo  ter- 
mine della  feconda  progrefiione  è.  compofta  della  proporzione-, 
che  k  il  prìnio  termine  comune  diminuito  dell*  ultimo  termi- 
ne della  prima  progfeffione  verfo  la  fomma  di  tutti  i  termini 
della  prima  progreffione  fenza  l' ultimo ,  e  della  proporzione , 
che  k  la  fomma  di  tutti  i  termini  della  feconda  progrefsione 
fenza  r  ultimo  verfo  il  primo  termine  comune  diminuito  dell' 
ultimo  termine  della  feconda  progreffione* 

Avvertimento, 

Tl  primo  termine  comune  dicafi  il  fecondo  termine  del- 
la pnma  progrelsione  B,  T  ultimo  termine  ed  5"  la  fomma 
di  tutti  i  termini  della  prima  progrelsione  :  il  lecondo  term^ 
ne  poi  della  feconda  progrelsione  fi  dica  {h)y  T  ultimo  tèrmi* 
ne  di  eflà  («),  ed  (s)  la  fomma  di  tutti  i  fuoi  termini. 

Dee  provatila  che  la  proporzione         è  compofta  delle  due 

proporzioni  ed  • 

Le  due  ferie  5,  ed  f  poflbno  efser  colli  tu  ite  di  qualfi  voglia 
numero  di  termini,  e  non  è  punto  necefsario,  che  il  numero 
de* termini  d'una  fia  eguale  al  numero  de'  termini  dell'altra* 


Dimostrazione. 

A 


1  ITI  vy  o  1    i\  n       i  vy  li  • 

A  proporzione         è  compofta  delle  due  proporzioni 


A  - 

ed  -^zn,  P^^  teorema  XXn. ,  e  la  definizione  XXIII.  ;  ma  hi 
proporzione  -■'^^  è  uguale  alla  proporzione  ^21?^  P^^  teore- 
ma LXV, ,  pel  qiial  teorema  anche  è  uguale  ad  j 
cioè  amvertcndoy  la  proporzione  è  uguale  alla  proporzio- 
ne  ^^^y  e  quindi  pei  teorema  XLIII.  la  proporzione 

è  compofta  delle  due  proporzioni  j^lj^y  a^I* 

vea  dimoftrarfi .  Co- 
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Corollario. 

S£  fi  concepifcC)  che  le  due  ptogrefsioni  conGderate  nel  teo- 
fcma  prefente,  fieno  continuate  in  h^nifo^  1*  annullamento  di 
u  ultimi  termini  delie  due  progreisioni  (  i  quali  fono  infi' 

nìtameme  piccoli  )  filili  conofcere  y  che  la  proporzione  j^jf  ^ 
compoila  delle  due  proporzionr  j>)  ed  j>  cioè  per  la  defini- 
zione iSllhy  che  ^  uguale  al  prodotto  di  ^ ,  ed  j  , 
oweco  pel  teorema  miL,  che  ^[~ir^^y^T^  ^  quindi  pd 
teorema  3uCII.  - —  =r--,  e  finalmente  convertendo^  e  pofcia 
trafpwendo  7=^^. 

'  Altra  dimoftra7;Ì9tie  di  quefto  corollario^ 

Pei  corollario  del  teorema  LXV.,  fi  vede  eiTere  "^J^g^  , 
cipè  traj^onendoj  indi  foirvertondo. 
(i)  j=j^7>  e  per  lo  fteflb  corollario  fi  k        ss^  , 

cioè  tra/ponendo  ^-ss^^^,  fi  paragoni  ora  queft'  ultima  pro- 
porzionalità con  la  proporzionalitli' (i),  e  fi  renderà  manife^ 
fto  per  r  egualità  perturbata,  che  -f*^^^-^  • 

Tborbua  LXIX. 

Se  in  una  progreflione  geometrica  fi  prendono  quattro  ter- 
mini tali,  che  tra  il  primo  di  efli,  e  il  lecondo  fi  frappongano 
tanti  termini ,  quanti  tra  il  terzo  ,  e  il  quarto  ;  io  dico  ,  che 
il  primo  de'  quattro  termini  alTunti  ila  al  fecondo ,  come  il 
terzo  al  quarto. 

Dimostrazione. 

pEr  l'ipotefi  il  primo  termine  ajfunto  gli  altri  frappofii,  che 
lo  fegnono ,  e  il  fecondo  termine  affiutfo  (anno  un  ordine  di  - 

Ce  2  gran- 
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grandezze  ;  ficGome  il  terzo  termine  ajfunto  ^  gli  altri  firappo- 
ni  ,  che  lo  feguono ,  e  il  quarto  termine  affìtmo  fanno  un  ai« 
tr'  ordine  di  grandezze ,  in  maniera  ,  che  fì  anno  pante  gran- 
dezze da  una  pirte,  quante  dall'altra,  e  la  prima  grandezza 
del  prim'  ordine  fta  alla  fua  feconda ^  come  la  prima  grandezza 
del  lecond'  ordine  fta  alla  feconda  fua  :  la  feconda  grandezza 
del  prim  ordine  fta  alla  lua  terza,  come  la  feconda  grandezza 
del  lecond'  ordine  fta  alla  terT:^  fua;  e  così  lempre ,  finché  fi 
giunga  da  una  parte  al  lecondo  termine  rjfunto  ,  e  dili'  altra 
al  quarto  termine  nJfunto\  adunque  per  T  egualiih  ordinata  il 
primo  de'  termini  ajfunti  fta  al  lecondo  di  eflì,  come  il  terzo 
de*  termini  ajfunti  Ita  al  quarto  de'  medefimi.  ^ 

Corollario  L 

S  E  in  una  progreftìone  geometrica  fi  pigliano  tre  termini  ta» 
li,  che  dal  primo  di  efli  al  fecondo  fi  frappongano  tanti  ter- 
mini, quanti  tra  il  lecondo,  ed  il  terzo,  i  tre  termini  ajfunti 
faranno  in  proporzione  geometrica  continua;  imperciocché  il 
iìxondo  de*  termini  affitnti  fa  figura  di  ultima  grandezza  nel 
primo  ordine,  e  di  prima  grandezza  nel  fecmut  ordine,  di  mo- 
do che  b  dimoftiazione  dei  teorema  prelente  fi  adatta  egual- 
mente anche  a  quello  calò. 

Corollario  IL  ^ 

S  £  in  una  progrelGone  geometrica  fi  prendano  quanti  tenni- 
ni  fi  vogliano,  i  quali  fieno  tra  loro  egualmente  difianti,  cioè, 
abbiano  tra  loro  un  egual  numero  di  termini  intermedi;  la  fe^ 
•rie  de'  fuddetti  termini  ajfumi  lark  anch*  eifa  una  progreflione 
geometrica  • 

'   Quefto  fecondo  corollario  fegue  dal  primo  evidentemente* 

Teorema  LXX.  * 

La  proporzione  di  due  termini  fra  loto  diftanti  di  una  prò* 
reffione  geometrica  è  uguale  al  prodotto  della  proporzione  di 
ue  termini  prolsimi ,  moltiplicata  per  fe  ftefta  tante  volte , 
foami  fono  i  termini  firappoili  tra  i  cluc  tennini  diftand;  v.g* 

in 
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in  quefla  progreisione  C,  ec*k  proporzio- 

ne di  ^  è  uguale  ad  j  X  j  X  j,  ed  c  uguale  »  §X l'X  |  • 

ed  è  uguale  anche  a  ^X^-X^- 

Dimostrazione. 

I.  P£r  le  defìnizioni  XXL,  XXII.,  e  XXIII.  il  frodotto  della 
proporzione  dì  due  termini  prolsimt,  moltiplicata  per  le  ftelTa 
un  certo  numero  di  volte,  è  una  proporzione  compoda  di  tan» 
u  proporzioni  tra  loro  eguali  (  mentre  tutte  tono  le  ileffe  ) 
quante  piì*  una  fi  è  fatta  la  medefima  moltiplicazione. 

II.  La  proporzione  poi  di  due  termini  diftanti,  pel  teore- 
ma XXII.,  per  la  definizione  XXIII.,  e  per  l'ipotefi,  è  com- 
porta di  proporzioni  eguali  tra  loro  ,  ed  eguali  alle  proporzio» 
Hi  ,  che  compongono  il  luddctto  prodotto  elprcfTo  nel  primo 
punto:  e  in  oltre,  effa  è  compolta  di  tante  proporzioni  piì*  una 
quanti  lono  i  termini  frapponi  tra  i  due  termini  diftanti;  a- 
dunque  tante  lono  le  proporzioni  componefitt  la  proporzione  di 
due  termini  dillanti,  ec.  quante  lono  le  proporzioni  ad  eflfe  c- 
guali ,  e  che  ad  elTc  corrilpondono,  le  quali  compongono  il 
prodotto  elpreffo  nel  primo  punto,  e  conleguentemente  pel  co- 
rollario li.  del  teorema  XLll.,  la  proporzione  di  due  termini 
dillanti,  ec.  è  uguale  alla  proporzione  di  due  termini  prolsimi 
moltiplicata  per  le  ilelTa  tante  volte,  ec.  Il  che  dovea  di- 
moiirarfi. 

Teorèma  LXXL 

Si*  qualunque  progrefsiòne  geomemcft  B,  C,  Z>,  £,  ec« 
c  concepifcafi  tra  e  B  qualunque  numero  di  grandezisé  ài 
proporzione  geometrica  continua  in  mòdo ,  che  il  primo'  ter- 
mine di  tal  progreisione  fia  e  T  ultimo  B  ;  egual  numero 
di  gfandez2e,  parimente  in  proporzione  geometrica  continua , 
fi  concepilca  tra  JB,  e  C  in  maniera,  che  B  fia  il-prìÉio,  « 
C  r  ultimo  termine  di  quelb  nuova  progreisione,  il  umile  fac- 
ciafi  tra  C,  e  D\  tra  D,  ed  £,  ec. 

Io  dico,  che  i  termini  Ay  By  Cj      £,  ec-dellà  progrcfv 

fio. 
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fione  primitiva  con  le  grandezze  elsi  interpone  formaiio 
una  progrefsione  geometrica* 

DlMOSTRAZlONB«- 

S  i  defigni  con  X  quella  grandezza  frappofta  tra  e  B,  la 
quale  dee  precedere  immediatamente  5  ,  e  fi  elprima  con  r 
quella  grandezza  frappoila  tra  ^ ,  e  C  |  la  ^uaie  dee  ieguire 
immediatamente  B, 

Indi  fi  confideri ,  che  enfendo  in  egual  numero,  ed  in  prò» 
grelsionc  geometrica  continua  le  grandezze  intermedie  tra 
e  fi,  e  le  grandezze  intermedie  tra  fi,  e  C,  farà  per  la  defini- 
zione XXVXII^  e  pel  teorema  precedente  4  egualmente  molti- 
flke  di  ^,  che  —  ài.j;  adunque  per  lo  fcolio  anneflo  aUft 

definizione  ^IX.  j  ^  ugualmente  fummoltiplice  di      che  p 

di  ^;  ma*  per  la  fuppòfizione  ^  è  uguale  a  f-;  adunque  pel 

X  B 

corollario  JV.  del  teorema ^XLIL  j  è  uguale  a  y)  e  confe- 

guentemente  jdefign^indo  coi  punti  le  grandezze  ihippofte  tra 
e       e  tra      le  C;  r  infirafcritta  ferie: 

^.....X,  fi,         C  è  una  progreflione  geometrica. 

K  chiaro ,  che  il  fimile ,  e  nella  Aeffa  maniera  fi  proveik 
di  tutti  i  termini  jdella  Diogrefsione  primitiva  >  e  delle  grande2»> 
^  fra  elsi  interpofté;  .adunque  il  .teorema  è  generalmente  vero. 

.Definizione  XXXVI. 

I^Ico,  che  una  grandezza  A  fi  moltiplica  per  un*  altra  fi, 
quando  fi  aflume  una  grandezza  arbitraria  Z ,  e  fi  prende  u^' 
altra  grandezza  P  tale,  che  fi  .abbia  ^ueiU  piopofzionalià: 

Chiamo  unita  ajfunta  la  prima  grandezza  di  quefta  propor- 
'  zionalitk,  cioè  la  Z ,  prefa  W  arbitrio ,  e  chiamo  prodotto  la 
grandezza  P ,  jcbe  è  quarta  proporzionale  dopo  Ja  grandezza 
arbitraria  Z,  la  grandezza  jl  moltiplieamUy  €  la  grandezza  fi 
mdfipliamfi* 

II 
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Il  prodotto  P  fi  e  I  prime  ancora  così,  AB  le  ri  vendo  fernpli- 
cemente  la  grandezza  mMplicanda  avanti  la  mohipUcanfc ,  • 

.Scolio* 

^*  S^^ondo  qucft*  idea  generate  della  moltiplicazione,  pofTano 
moltiplicarfi  tra  loro  anche  le  grandezze  di  fpecie  differente, 
e  in«cal  cafo  l'unitk  ajfuma  Z  dev'effcre  omogenea  alla  gran- 
dezza dà  moltiplkarfi  A  ;  ma  il  prodotto  AB  h  lempre  una 
grandezza  omogenea  alla  erandezza  5,  che  moltiplica, 

IL  In  'qaefh)  medefimo  caio ,  fe  la  grandezza  moltiplican- 
.  te  B  fofle  tin  numero  «  farebbe  più  proprio  di  aflTumere  V  imi- 
A  arbitraria  Z  In  moda,  che  efla  foflè  commenfurabile  alla 
grandezza  moltiplicanda  A;  e  quello  acciò  il  prodotto  AB  riu. 
fciue  un  nomerò  razionale,  conforme,  è  .0,  il  quale  é  la  gran^ 
dezza  moltiplicante* 

IIL  Ma  le  la  grandezza  da  moltiplicarfi  A  (ofSt  un  nume- 
ro, farebbe  allora  piò  a  propofito  1'  alTumere  f  uniti  natmak^ 
m  vece  dell'  unitk  arbitraria  ;  benché  per  altro  qualfivoglia  nu» 
«ero  fia  valevole  a  fiur  la  figura  der  unitk  aflunta  fecondo  k 
prelente  definizione* 

IV.  Similmente ,  fe  la  grandezza  da  moltiplicarfi  A  foflè 
una  proporzione,  farebbe  più  a  propofito  di  prendere  per  u- 
nita  la  proporzione  d' egualifà ,  in  vece  di  qualunque  altra 
proporzione  arbitraria^  conforme  fi  è  da  me  fatto  nel  prefen- 
te  trattato ,  quantunque  ogni  proporzione  fia  idonea  a  far  le 
veci  d'  unirà  ajfunta  a  tenore  di  quefta  medefima  definizione. 

V.  Quando  fi  paragonano  fra  loro  due  prodotti  v.  g.  ABy 
e  CD,  dee  prenderfi  una  fola  grandezza  arbitraria  per  unitk 
alTunta  ,  e  formare  quefte  due  proporzionalità  Z .AwB.AB'^ 
e  Z,C:.D.CD  ;  ovvero  debbono  prenderfi  per  unità  affunte 
due  grandezze  arbitrarie  tra  loro  eguali,  poiché  fe  l'unità  af- 
funte fofTero  tra  loro  di  valore  diverfo,  fi  vedrebbe  Tempre  va- 
riare la  proporzione  di  effe,  e  i  due  prodotti  AB^  e  CD  non 
ferbarebbcro  fra  loro  una  proporzione  fiffa,  e  coftante." 

VI.  Allorché  due  prodotti,  v.  g.  ^S,  e  CD  fono  parago^ 
nati  infieme,  è  necefsario,  che  le  due  grandezze  moltiplicate 

^1 
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e  C  fieno  omogenee  tra  foro^  altrimente  1' unitk  arbitra* 
ria  y  che  lerve  per  uno  de*  prodotti ,  e  dev*  eficfe  omogenea 
alla  grandezza  mMplicanday  non  po(icbb'~efser  la  medefima, 
ovvero  eguale  a  queilà';  che  ferve  per  1*  altro  prodotto,  fecon- 
do che  rag^  V  articolo  precedente  • 

,  £'  parimente  neceisirio)  che  fieno  tra  km  omogenee  anche 
le  due. grandezze  moltiplicanti  By  e  D;  poiché  i  prodotti  fo^ 
no  della  medefima  fpccie  delle  grandezze  moltipllcanti.  . 

VII.  U  prodotto  di  qualfi voglia  numero  di  grandeiiCf  ben- 
ché non  omogenee  tra  loro^  é  una  grandezza  pura  omogenea 
all'ultima  delle  grandezze  moltiplicanti:  v.  g.  (A9)  C  è  una  , 
grandezza  pura  omogenea  alla  C;  {jìBC)  D  c  una  girandez- 
za  pura  omogenea  alla  Pj  e  così,  ec. 

Vili.  Quantunque  le  trp  grandezze  Ay  B,  C  folseio  omogenee 
tra  loro,  non  é  punto  necelsario,  che  per  fi^rmare  il  prodotto 
(AB)  à  fia  prefa  la  medefima  unitk  afsunta,  che  ferve  per 
formare  il  prodotto  AB  ;  attefoché  nella  moltiplicazione  di 
AB  per  C  il  prodotto  AB  può  confideraiii  come  una  gran- 
dezza pura. 

Il  fimile  dee  dirfi  di  qualunque  numero,  di  grandezze  o- 

mogenee . 

IX.  Se  r  unitk  affunta  Z  moltiplica  qualfi voglia  grandezza 
C,  il  prodotto,  che  ne  rilulta ,  è  la  Itclsa  grandezza  C; 
conciofiachè  per  quel  ta  medefima  definizione  ,  Z .  C  :  :  Z .  CZ  ; 
ma  pel  corollario  Vili,  de' pnncipj  Z .C::Z .C ;  adunque  pel 
teorema  I.  CZ  quarto  termine  della  penultima  proporziona^ 
lìù.  è  uguale  a  C  quarto  termine  deli'  ultima . 

X.  Se  r  unitk  ajjunta  Z  è  moltiplicata  per  qualunque  gran* 
dezza  C,  il  prodotto,  che  ne  viene,  e  la  itelsa  grandezza  C; 
perchè  per  la  prelente  definizione  Z.Zr.C  ZC  ;  ma  pel  co- 
rollario VII.  de'  principi  Z,Z::C,C  ;  adunque  pel  teorema 
I.^  i  quarti  tefmini  di  quefte  due  proporzionalità  iòno  eguag- 
li, cioè  ZCzzC. 

XI.  £  quindi  )  fe  1'  unità  sfffuHfé  Z  é  moltiplicata  per  k 
medefima  quante  volte  fi  yorAy  il  prodotto  é  (empre  eguale 
alla  femplice  unitk  affunta  Z  ;  purché  per  formare  i  diverfi 

pro- 
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.  prodotti  di  Z  moltiplicata  per  le  medefima  quante  volte  fi  vor* 
rk)  aifuniaiì  Tempre  la  Itelia  unitk  arbitraria. 

•  ■  * 

AvVB&TÌlÌBNTe« 

In  avvenire  la  lettera  Z  fignifichera  fempre  Tunitk  affuma; 
e  quando  fi  dirk,  che  T  unitk  ajjunta  dev'eflere,  o  è  la  mede" 
fima  ,  s'  in  tenderà  ,  che  1'  unitk  ajfunta  dev'  efTcrc  ,  o  è  una 
grandezza  medefima ,  ovvero  una  grandezza  eguale  ;  poiché 
àzW  identità  dell'unità  affunta,  ovvero  dall'egualità  delle  unitk 
ajfunta  derivano  le  medefime  conclufioni. 

Tborbha  LXXIL 

S  E  due  grandezze  omogenee  fono  moltiplicate  per  due  gran- 
dezze tra  loro  eguali  (che  polTono  efTere  di  Ipecie  diverfa  dal- 
le moltiplicanti);  io  dico,  che  i  due  prodotti,  che  ne  rilul- 
tanO)  Ibno  tra  loro  come  le  grandezze  moltiplicate . 

DlMOSTBAZlONB* 

S  leno  mdtiplicate  ^ ,  e  C  per  le  due  grandezze  eguali  B , 
t  it;  dee  provarfi,  che  jfB.Ch::A,C. 

Abbiamo  due  ordini  di  grandezze  y  cioè  Z  ,  Z ,  C  da 
4ma  pane»  ed  jfBy  by  Cb  dall'altra  tali,  che  la  frima  A 
del  prim'  ordine  è  alla  fua  feconda  Z ,  come  la  frima  AB  del 
fecond*  ordine  è  alla  fua  feconda  B  ;  poiché  per  la  definizione 
XXXVL  Z.A::B*JÌBy  t  convertendo  A.ZiiAB.B: 

In  oltre  la  ftcomds  Z  del  prim' ordine  fta  aUa  fua  m^a  pa« 
lìmente  Z ,  come  la  feconda  B  del  fecond'  ordine  è  alla  fua 
ten^  b  pel  corollario  VII.  de*  principe ,  mentre  ambedue  le 

proporzioni  2>  ^  7  ^^"^  ^*  egualità.    In  fine  la  ter?^  Z  4cl 

prim'  ordine  è  alla  fua  quarta  C,  come  la  ter7:a  b  del  fecond' 
ordine  è  alla  iua  quarta  Cb^  e  ciò  per  la  definizione  XXXVI.  ; 
adunque  per  l'egualità  ordinata  la  prima  A  dell'  ordine  primo 
fta  alla  iua  ultima  C ,  come  la  prima  AB  dell'  ordine  fecondo 
ila  alla  fua  tdtima  Cb^  e  tra/ponendo  AB ^CbiiA.C.^  . 

D.d  Co- 


Digitized  by  Google 


aio  TeOHIA    G-EMBJt.ALS  ' 

COIIOILLARIO, 

la  grandezza  moltiplicata  A  ÙlA  eguale,  ovvero  ma^« 
giore  ,  o  minore  dell'  altra  grandezza  moltiplicata  C  ,  anche 
il  prodotto  AB  fark  eguale  ,  ovvero  refpettivamente  maggio» 
re,  o  minoxe  dell'altro  prodotto  Ck: 

£  vexfavice  ie  il  prodotto  AB  fiuk  eguale,  ovvero  maggio* 
xe,  o  minore  dell'  altro  prodotto  Ck^  ancJie  k  grandezza  mok* 
tiplicata  A  lark  eguale  v  ovvero  reljpettivamente  maggiore ,  o 
minore  dell'altra  grandezza  moltiplicata  C:  tutto  ciò  in  vir« 
tù  dei  cioroUario  X.  de'  principi . 

Teorema  LXXIIL 

Se  due  grandezze  eguali  fono  moltiplicate  per  due.grandez* 
ze  tra  loro  omogenee  i  cioè  una  delle  eguali  per  una  delle 
mogenee ,  e  l' altra  ddle  grandezze  eguui  per  1'  altra  delle  o- 

.  Io  dico,  che  i  due  prodotti,  che  ne  rifultano, fono  tra  ìor 
ro  come  le  grandezze  moltiplicanti^  le  quali  poflbno  .eflère  di 
fpecie  diveru  dalle  moltiplicate.  . 

Dimostrazione* 

L£  due  grandezze  eguaH  B  y  è  fieno  moltiplicate  rper  due 
grandezze  A^  C  tra  Ictfo  omogenee ,  cioè  B  per  e  ^  per 
C;  dee  provarfì,  c\\t  BA.bCi-.A.C ; 

Si  h  per  la  definizione  XXXVI.  Z.Bi.A.BAy  e  Z.biiC. 
èCy  cioè  tra/ponendo  A .  BA :  : 2  .  e  c  .bCwT^nh ;  ma  pd 
Corollario  Vili,  de*  principi  Z  .  B  :  :Z  ,b ;  adunque  pel  corolla- 
rio XIL  de*  principi  A.  BA  -r.C  .bC  ^  c  pennufanie  A ,  C  :  :  BA, 
èCy  t  tréffonendo  BA*òcz:^,C,  li  che  dovea  dimoftrarfi. 

Corollario. 

S  £  Ja  farh  eguale',  ovvero  maggiore  >  o  minore  della  C, 
anche  BA  iark  eguale  ,  ovvero  relj^ttivamente  maggiore o 
n^inore  di  ^C. 

£  verfavice ,  fe  BA  iarSi  eguale  ,  ovvero  maggiore ,  a  mi- 
nore 
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nere  di  bC  ;  anche  A  lark  eguale  ,  ovvero  refpettivamentc- 
maggiore ,  o  minore  di  C  :  tutto  quefto  pel  corollario  X.  d«* 
principj. 

Teorema  LXXIV. 

S  lano  Fy  c  G  due  grandezze  omogenee  tra  Im-o  y  ed  /,  e  ^ 
due  altre  grandezze  omogenee  tra  loro  (  potendo  però  eflcrc 
di  Ipccie  diverla  dalie  due  prime)  ;  fia  in  oltre  F  maggiore, 
ovvero  mmore  di  G,  e  fia  /  maggiore |  ovvero  rclpcttivamen- 
te  minore  di  g  ; 

Io  dico  primieramente,  che  il  prodotto  Ff  k  maggiore)  ov- 
vero relpcttivamente  minore  di  Gg; 

Io  dico  iecondariamente  ,  che  il  prodotto  fF  è  maggiore^ 
ovvero  refpettivamente  minore  del  prodotto  gG* 

DimùftréK(hime  della  frìma  forte  • 

Pei  corollario  del  teorema  LXXII.  il  prodotto  Ff  è  maggio- 
re ,  ovvero  relpettivamente  minore  del  prodotto  Gf:  pel  co- 
rollario del  teorema  LXXII I.  il  prodotto  Gf  è  maggiore,  ov- 
vero refpettivamente  minore  del  prodotto  Ggy  adunque  tan- 
to più  il  prodotto  Ff  lark  maggiore  ,  ovvero  relpettivamente 
minore  del  prodotto  gG  .  U  che  dovea  dimollrarfì  in  primo 
luogo. 

'    IXmoJhén(iom  della  feconda  parte  . 

Pei  corollarìo  del  teorema  LXXIII.  il  prodotto  fF  è  mae- 
giore  y  ovvero  refpettivamente  minore  del  prodotto  fG.*  pel 
corollario  del  teorema 'Lmi.  il  prodotto fG  è  maggiore,  ov- 
vero refpettivamente  minore  del  prodotto  gG  ;  adunque  tan- 
to più  il  prodotto  fF  ÙLÙk  maggiore  ,  ovvero  relpettivamente 
minore  del  prodotto  Gg.  Il  che  dovea  dimoflraru  in  fecondp 
luogo.  .  - 

Teorema  LXXV. 

S  leno  i  due  prodotti  tra  bio  eguali  AD ,  FG  formati  coii 
mia  medefima  unità  aJfmttaZ ;  io  dico,  che  fe  la  grandezza  Ji 
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componente  il  primo  è  maggiore  ,  ovvero  minore  della  gràil* 
dezza  F  componente  il  lecondo  ;  1*  altra  grandezza  D  compo- 
nente il  primo  Tara  minore ,  ovvero  relpettivamente  maggiore 
deli' altra  grandezza  G  componente  il  lecondo. 

Scolio* 

I M  virtù  delle  fuppofizioni  di  queflo  teorema  ,  e  degli  arti- 
coli primo  ,  Icfto ,  e  fettimo  dello  Icolio  ,  che  precede  il  teo- 
re. na  LXXIl.  ,  le  due  grandezze  ed  F  debbono  elTere  o- 
mogence  tra  loro,  e  le  altre  due  grandezze  D,  e  G  omo:^e- 
jfice  ira  loro,  ma  quelle  poObno  clfere  di  ipecie  diveria  da  ^ueite* 

DlMOSTRAZIONB* 

S  E  la  grandezza  D  non  fofle  minore^  ovvero  refpettivamen- 
te  maggiore  della  grandezza  G,  la  Z>  farebbe  eguale,  o  mag. 
giore,  ovvero  reipettivamente  eguale,  o  mmore  della  G  ;  ma 
fe  D  foffe  eguale,  o  maggiore  di  G,  il  prodotto  AD  dovrebb* 
elsere  maggiore  del  prodotto  FG  pel  corollario  di.*!  teorema 
LXXIL,  o  pel  teorema  LXXIV.,  il  che  fi  oppone  all' ipotefi  : 
E  le  D  folse  eguale  ,  o  minore  di  G ,  il  prodotto  AD  do- 
vrebb' elsere  minore  del  prodotto  FG  pel  medefìmo  corollario 
del  teorema  LXXII.,  o  per  lo  fleiso  teorema  LXXIV.  (poiché 
in  tal  cafo  A  è  luppoda  minore  di  F)  li  che  è  parimente 
contrario  alla  fuppofìzione  di  '^  eguale  ad  FG  ;  adunque  la 
Defser  dee  minore,  ovvero  refpettivamente  maggiore  della  G. 
Il  che  dovea  dimoilrarii. 

Corollario  L 

• 

I L  prodotto  i*  fia  'compofto  di  due  grandezze  Ay  t  D  omo- 
genee tra  loro;  io  dico >  che  fe  una  delle  grandezze  compo- 
nenti ,  V.  g.  ^  è  maggiore  ,  ovvero  minore  del  prodotto  P> 
r  altra  grandezza  componente  D  è  minore  ,  ovvero  relpettivap 
mente  Maggiore  dell'  unit^  Z  alsunta  per  formare  il  medefimo 
prodotto 

Iinperciocchè  per  1*  articolo  IX.  dello  fcolioi  the  precede  il 
li^rcma  LXXIL,  il  nuovo  prodotto  jRZ,  che  nalce  dal  mol» 

tipli- 


Delle  Proporiiont  Geometriche,  arj 
tiplicare  il  primo  prodotto  P  per  1'  unita  aflunta  Z  è  uguale 
al  medefimo  prodotto  di  modo  che  eflfendo  per  la  luppo- 
fizione  il  prodotto  AD  eguale  ai  prodotto  P  >  ne  fegue  che  i 
due  prodotti  AD,^  e  FZ  Iòne  tra  loro  eguali^  ma  fi  fuppone 
A  maggiore,  ovvero  minore  di  P;  adunque  D  è  minore^  òv« 
vero  fefpettivamente  maggiore  dell'  unitk  affunta  Z ,  poiché 
in  quelto  corollario  F  fa  ^ura  di  F,  e  Z  di  G« 

Corollario  IL 

S  £  il  prodotto  F  compofto  delle  due  grandezze  Ay  c  cà 
-efpreflb  nel  corollario  antecedente  è  maggiore,  ovvero  minore 
dell'  unitk  ajfùnra  e  lè  di  più  una  delle  grandezze  compo-  ' 
nenti  il  pròdotto  v.  g.  la  ^  è  maggiore,  ovvero  refpetti« 
vamente  minore  del  medefimo  prodotto  F;  io  dico,  che  l'al- 
tra grandezza  componente  D  è  minore  j  ovvero  refpettiva- 
mente  maggiore  della  grandezza  componente  A. 

I.  Imperciocché  per  l' ipotefi  il  prodotto  P  è  maggiore,  ov« 
vero  minore  dell'uniti  njfunts  Z,  cioè  1' onitli  ìijfunté  Z  è 
minore,  ovvero  reipettivamente  maggiore  del  prodotto  ma 
nell'antecedente  corollario  fi  è  moitrato,  che  la  D  è  minore, 
ovvero  reipettivamente  maggiore  deU*  unitk  ajfunts  Z;  adun- 

3ue  la  £>  è  minore  ^  ovvero  reipettivamente  maggiore  die!  prò*' 
otto  P. 

II.  In  oltre  per  1*  ipotefi  la  ^  è  maggiore^  ovvero  refpetti» 
vamente  minore  del  prodotto  P,  cioè  il  prodotto  P  è  mino- 
re, ovvero  reipettivamente  maggiore  della  grandezza  compo* 
nente  A;  ma  fi  è  provato  nel  pnmo  punto,  che  l'altra  gran> 
dezza  componente  D  è  minore,  ovvero  refpettivamente  mag- 
giore del  prodotto  P,  adunque  la  ilefTa  grandezza  camponenit 
D  è  minore,  ovvero  refpettivamente  maggiore  della  ^ndes- 
za  comfoneuic  A. 

DfiPiNtzfoNB  XXXVIL 

S  £  una  grandezza  fi  moltiplica  una  volta  per  fé  medefima, 
il  prodotto  chiamafi  feconda  dignità  delia  medefìma  grande25- 
za,  e  fi;  una  grandezza  fi  moltiplica  due^  tre,  quattro  volte, 

ce 
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ec  per  mèdefima,  il  pifodotto>  ^he  ne  viene,  dicefi  refpee* 
tivamente  tersa,  quarta,  quinta  dignità,  ec«  della  fteflfa  eran- 
dlezza,  e  cosi  iti^infinito,  de(ìimenao  il  gradè  della  dignia  dal 
numero  delle  volte  f$U  unoy  che  la  grandezza  fi  è  moltiplica» 
tt  per  fe  medefima. 

Definizione  XXXVIIL 

Quando  una  juandezza  (a)  moltipiicatt  mia  vplu  per  fé 
medefima,  ne  produce  un*  altra  Ay  quella  dicefi  radice  fecon- 
da di  quefia,  e  quando  (a)  moltiplicata  due,  tre,  quattro  vol- 
te per  fe  medefima,  produce  la  dicefi,  che  è  refpettiva* 
mente  la  radice  tem,  quarta,  quinta,  ec.  della  A  defnmen- 
do  il  grado  della  radice  dal  numm  delle  volte  ptk  tmo^  che 
la  (if)  dee  moltiplicarfi  per  fe  medefima  ad  enetto  di  pro- 
durre la.  A  m 

Teorema  LXXVI. 

Sleno  due  prodotti,  v.  g*  EEG^  ec*  ed  rfg^  ec.  formati  di 
qualfiyoglia  numero  di  grandezze  (  purché  fante  fieno  le  grac^ 
dezzc,  che  formano  il  primo,  quanto  quelle,  che  formano  il 
fecondo);. e  le  grandezze  £,  F,  G,  ec  delle  quali  é  formar  > 
il. primo  prodotto,  fieno  eguali,  ovvero  maggiori,  o  minori 
delle  cornfpondenti  grandezze,  delle  quali  è  formato  il  fecon- 
do, cioè  delle     /,      ec.  ordinatamente  prete. 

Io  dico,  che  il  pnmo  prodotto  £FG,  ec.  è  uguale,  ovve- 
ro refpettivamente  maggiore,  o  minoro  dd  fecondo  rfgy  ce. 

Scolio. 

,  ■  *  '  • 

D.Alle  fttppofiziom  del  teorema  ben  fi  comprende ,  che  eia- 
fcuna  ^ndezza  cofiitueme  il  primo  prodotto  EFGy  ec.  deV' 
eflere  omogenea  alla  grandezza,  che  gli  corrifponde  nel  fccon- 
do  prodotto  efg ,  ec.  cioè  la  E  alla  r ,  la  F  alla  /,  la  G  al- 
la g ,  ec.  altrimente  le  grandezze ,  delle  quali  è  formato  il 
primo  de'  due  luddetti  prodotti,  non  potrebbero  eflere  uguali, 
ovvero  maggiori ,  o  minori  delle  corrilpondenti  grandezze  or- 
dinatamente prelè,  delle  quali  è  formato  il  lecondo  prodotto. 

Non 


» 
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Non  i  però  neceflarìo,  che  le  gnuidenc  J^,  ec*  fie^ 
no  tutte  omogenee  tra  ìóroy  nè  per  confeguenza,  cfie  fieno 
tutte  tra  loro  omogenee  le  grandezze     /y  ec 

Dimostrazione. 

PCr  la  definizione  XXXVI.,  e  per  l'articolo  VII.  deQo  fcor 
lio,  che  gli  è  annedb,  il  prodotto  di  qualmique  numero  di  graiw 
dezze  è  anch*  eflb  una  grandezza  pura  omogenea  air  ultima 
delle  grandezze  moltiplicanti;  ciò  podo  pel  corollario  del  teo- 
rema LXXIL,  ovvero  pel  corollario  del  teorema  LXXIV.y 
EF  isLik  eguale  «  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore 
di  rf^  come  pure  ^FO  hvk  eguale  >  ovvero  refpettivamente 
m^ggioi^)  o  minore  di  rfg^  e  così  ÉFGy  ec.  faià  eguale,  ov^ 
vero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  efg^  ec.  qualun*- 
quc  cffer  poffa  il  numero  delle  grandezze,  che  formano  i  due 
prodotti t   II  che  dovea  dimoftrarfi.. 

Corollario  !.. 

Se  qualfi voglia  grandezza  £  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o' 

minore  di  qualunque  altra  grandezza  (r);  anche  qualfifia  di- 
gnità di  E  larà  eguale ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o 
minore  di  una  dignità  fìmile  di  (e):  cioè  EE  larU  eguale,  ov- 
vero rcipcttivamente  maggiore,  o  .minore  di  ec.^  cosi  EEE 
di  cecj  ed  EEE^  ec.  di        ec.  .  '  '  '.  . 

Corollario  IL 

Se  una  grandezza  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  minore  di 
un'  altra,  la  radice  di  qualunque  grado  della  prima  farà  egua-. 
le,  ovvero  reipcttivamente  maggiore,  o  minore  d^la, radice 
fim  'ile  della  feconda , 

Rapprefentando  con  EE  ,  ovvero  con  EEE^  oppure  con 
EEE^  ec.  la  grandezza,  di  cui  la  £  è  radice  refpettivamente 
feconda,  terza,  ec.  e  defignando  con  ee^  ovvero  con  eee  ^  op- 
pure con  ece  ^  ce.  la  grandezza,  di  cui  la  [e)  è  la  radice  Jt- 
mile  ,  divien  manifefto  ,  che  fe  EE ,  ovvero  EEE  ,  oppure 
EEEy  ec»  è  uguale,  ovvero  refpettiyamcntc  maggiore,  o  mi- 
nore 


i 
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nere  della  corri(pondente  ee^  ovvero  «0»^  oppiilt  f^y  ec.  an- 
che la  radice  E  fark  eguale,  ovvero  refpetdvamente  maggio» 
rC)  o  minore  di  («)  radice  fimile^  altrimente  la  B  làrebbe 
maggiore)  o  minore»  ovvero  relpettivamente  eguale,  o  mi« 
nore)  oppure  eguale,  o  maggiore  della  (^),  ed  elevando que- 
(|e  gcandezze  ed  {e)  alia  dignità  feconda  »  terza,  quarta, 
ec.  urebbe  EEy  o  EEE^  oppure  ec.  maggiore,  o  m^ 

nore,  ovvero  refpettivamente  eguale,  o  minore,  oppure  egua^ 
le,  o  maggiore  della  correlativa  ee^  o  fìa  eecy  o  na  eee^  ec. 
e  ciò  pel  corollario  precedente,  il  che  dìAruggerebbe  Tjpotefi; 
adunque,  éc* 

Tborbma  LXXVIL 

D  Ate  due  proporzioni ,  i  termini  di  una  delle  quali  pofTo- 
no  effere  di  Tpecie  diverfa  dai  termini  dell'altra;  io  dico, 
che  le  medefime  due  proporzioni  fono  tra  di  loro,  come  l'an- 
tecedente della  prima,  moltiplicato  pel  conleguente  della  fe- 
conda ,  è  al  conleguente  della  prima  molcipiicaco  per  T  ante- 
cedente  della  leconda. 

DlMOSTRAZIONB* 

SA  C 
leno^,  e  propor^ni,  dee  provarfi  quefta  prò* 

A  C 

porzionalitk  j  •  5*  •  •      •  -BC . 

fi  moltiplichino  1'  antecedente  A  y  e  il  confeguente  B  della 
prima  proporzione  pel  conleguente  D  della  leconda,  e  il  pri- 
mo prodotto  j^D  ibrk  al  fecondo  BD^  come  la     ila  alla 

B  pel  teorema  LXXiL,  cioè  faik  jss^ . 

Si  moltiplichi  il  confeguente  B  della  prima  proporzione, 
prima  per  1*  antecedente  C,  e  poi  pel  conleguente  Ù  della  fe» 
conda,  e  pel  teorema  LXXIIL,  il  primo  di  quelli  due  pro- 
dotti, cioè  BC  ftarli  al  iecondo  BD,  come  la  C  alla  D,  cioè 

fark  5*^55/  laonde  pel  corollario  Vili,  de' principj  fufllfte 

A     C       AD  BC 

quefta  proporzionalità  j*^'*  '^•^9  ^  P^  teorema  III. 
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^.^r.AD.BC;  adunque  pel  corollario  XI.  de'principj  y.  £ 
iiAD*BCn  II  che  dovea  dimoltrsuriì. 

5  C  O  L  I  O-. 

N£1U  pfopondonalidi  ^.^iiAD.BC  fi  paragonino  infie* 

me  i  due  prodotti  AD^  e  BC  ;  adunque  nel  formare  ambi- 
due  deve  aflìuneifi  la  Ùettk  unià  srHtréria  ,  giutU  T  articolo 
quinto  dello  fcoliO)  che  precede  il  teorema  LXXII. 

COROLLAaiO  l4 

DAte  due  proporzbni,  i  termini  di  una  delle  quali  elTer  pof- 
fono  di  ipecie  diverta  dai  termini  deli' altra  y  io  dico,  che  le 
medeGme  proporzioni  iono  tra  loro,  come  il  conleguente  del- 
la ièconda  moltiplicato  per  1*  antecedente  delia  prima,  è  all' 
antecedente  della  leconda  moltiplicato  pel  conleguente  dèlia 

prima ,  cioè  j  •^5*  •  •      •  • 
Imperciocché  pel  prefente  teorema  ~.  ^wCB.DA;  adun-* 

A  C 

que  convertewio     ,  j^::DA,CB. 

Quefto  corollario  potrebbe  anche  provarfi  immediatamente  - 
d*  una  maniera  fiiniiiiiima  a  quella,  che  ii  è  tenuta  in  dimo- 
lUare  il  teorema* 

Corollario  IL 

In  virtù  del  corollario  X.  de'principj,  le  il  prodotto  oppure 
DA  degli  eftremi  iail  eguale,  ovvero  maggiore,  o  mmore  del  pr<^ 

dotto  J9C,  oppure  CB  de*  medj;:  anche  la  proporzione  j  ùrk  eguale^ 

ovvero  refpettiva mente  maggiore,  o  minore  della  proporzione 

£  ali*  incontro ,  fé  la  proporzione  j  iark  eguale ,  ovvero 

c 

maggiore,  o  minore  della  proporzione^,  anche  il  prodotto 
degli  eftremi  iark  eguale,  ovvero  relj3ettivamente  maggio- 
re ,  o  minore  del  prodotto  BC  de'  medj ,  e  il  prodotto.  DA 

Ee  de- 
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«iegli  eftreml  farà  uguale  y  ovvero  refpettivamente  maggiore^ 
o  minore  dei.  prodotto  .  CB  de'  medj  • 

S  c  o  L  I  o* 

QjQi  cade  in  acconcio  di  provar  pofitivamente  1'  infrafcritto 
teorema,  che  fu  dimodrato  negativamente  nello  fcolio  annef- 
io  ai  corollario  V.  dei  teoreiùa  II. 

Tborbma. 

fl 

Pofla  quefla  propo|;zionalitk: 

Io  dico,  elle  là  A  è  uguale  alla  B. 

Dimostrazione. 

T^El  prefente  corollario  II.  fi  avrà  AA  eguale  a  BB  ;  adun- 
que pel  corollario  II.  del  teorema  LXXVI.|  la  A  iar^  eguale 
alla  B,    li  che  dovea  dimoilrarfi. 

Coi^OLLARIO  III. 

Sif  C 
£  le  proporzioni  jj  ^  ^  fono  tali,  che  C  ila  eguale 

•  'ai  cioè,  che -fi  àbhnA»Bi:B.Dy  coficchè  la  B  fia  media 
proporzionale  tra  la.  ^  la  Bi,  è  manifefto,  che  ponendo 
nel  teorema,  e  nel  fuo  primo  corollario  la  B  in  vece  della  C, 
che  ora  gli  vien  fuppolhi  eguale,  fi  vedranno  fiifliftere  le  due 

proporzionalità  Tegnenti  j  ,  ^'.lAD.BB^  ed  ^  .  ^  r.DA.BBé 

II.  Laonde  in  vigore  del  corollario  X.  de'  principj,  fe  il  pro- 
dotto ADy  oppure  il  prodotto  DA  degli  eltremi  lara  eguale, 

ovvero  maggiore,  o  xninore  del  prodotto  BBy  la  ~  farh  e* 

gnalè ,  ovVerO  refpetttvamente  maggiore,  o  minore  della 

E  air  incontro,  fe  la  —  fark  eguale,  ovvero  maggiore,  o 

minore  della     ,  anche  il  prodotto  AD;  oppure  il  prodotto 

DA  degli  e  ftremi  faÀ  eguale ,  ovvero  refpettivameftte  mag- 
giore, o  minore  dd  proKlotto  BB* 
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,  •  IIL  £  quindi  le  il  pipdotto  jiDj  oppure  DA  degli  edremi  è 
uguale  ai  prodotto  BB,  ne  (Segue ,  che  j  è  uguale  a  vale 

a  dire,  che  la  B  è  media  proporzionale  tra  la       e  la  D. 

^  £  (e  ^  è  uguate  a      cioè  fe  la  B  è  inedia  proporzionale 

tra  ]a<^«  e  la  'D,  he  fiegùe  ali*  incontro^  ché  ti  prodotto  .40^ 
oppure  DA  degli  eilremi  è  .uguale,  al  £Codqtto  BB  ^  feconda 
dignità  della  media  proporzionale  È» 

Scolio 

Per      imendenn  M  cAcolo  diJfèrffin^hU . 

Placemi  di  efporre  qui  una  maniera  di  trovare  per  via  J* 
analid  il  teorema  XL. 

P&OBJLBMA. 

Le  lettere  t  b  rapprefentino  due  grandezze  date,  ed  omo- 
genee ,  e  la  lettera  /  denoti  qualunque  grandezza  omogenea 
alla  medefima  a  ^  e  ^  y  egli  è  chiaro ,  che  1'  aggregato  delle 

due  proporzioni  j* »  ^ >  cioè  è  maggiore ,  ora  è  mip 

nore  fecondo  U  varia  quantità  della  grandezza  /  :  ed  è  diia- 

•jo  altresì,  che  l'aggregato  può^  crefcete  in  infinito , 

poiché  le  la  /  diviene  infinita  ,  la  proporzione  y  diverrà  /»- 

fnitMmemfi  piccola  in  fequela  del  corollario  XIX.  de*  principi, 

e  la  proporzione  j  diviene  infinitamente  grande  in  confeguen- 

za  del  corollario  XVII.  de'  prìncipj  ;  adunque  1*  aggregato 

y^j"  ^^^^  cafo  una  grandezza  infinita. 

Ciò  poftO)  £  chiede,  che  fi  determini  un  valore  di  /  taìie» 

che  r  aggregato  •^-«•t-  fia  un  miniimj  «ioi  fia  tale,  che  chia- 


mando m  quel  valore  di  / ,  il  quale  fi  cerca ,  T  aggregato 
fia  tuMore  di  qualunque  aggregato  fimile.  *— 1>^« 


Ee  2  So- 
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SOLUZIONB. 

Differenziando  l'aggregato  y-»-^  fi  ottiene ^^^-«-j,  e  que- 
fta  differenziale  dee  fupporfi  eguale  a  zero,  fecondo  i  principj 
del  calcolo  differenziale)  di  modo  che  fi  avrk  ^^—^  d*o». 
de  nafce  fatte  le  debite  operazioni  ■^^=^ ,  e  dà  queft'  ulti- 
ma equazione  divila  per  df  ,  e  moltiplicata  per  byy  ,  rilulta 
queft'  altra  yyzz.ab^  coficchè  chiamando  m  il  valore  di/,  che 
ne  proviene  lar^  mmzzab^  cioè  abiizmm  ;  ma  pel  primo  pun- 
to del  corollario  UI.  fi  à  quella  proporzionalità  ^'.'.ab.mm^ 

adunque  effendod  trovato  y  che  ab  deve  effere  nel  cafo  noftro 
eguale  ad  mm^  ne  fiegue  pel  terzo  punto  del  corollario  IIIi 

che  anche  ^  farà  eguale  ad        cioè  che  la  m  deve  eflère 

media  proporzionale  tra  la  ,  e  la  ^ ,  affinchè  1'  a?,gregato 
^^-j  ila  un  minimo  j  cioè  fia  minore  di  qualunque  aggre- 
gato fimile  y^f-y  come  appunto  fi  è  dimoftrato  nel  teore- 

^jna  XL..   Il  che  dovea  ritrovarfi. 

Nella  foluzione  di  quello  problema  h  fiippoilo ,  che  la  pro- 
porzione ^  fia  la  dijferenx^  della  proporzione  ^>  c  che  la 
proporzione  ^  negarìvamefne  ffrfty  cioè         fia  la  differenza 

•della  proporzione  j  :  nello  fcolio  anneflb  al  corolhurio  IV.  del 
teorema  CVI.  addurrò  la  ragione  di  quelle  due  iuppofizioni. 

JÙm  Jcaìio. 

I  Nferirò  in  quefto  luogo  anche  il  feguente  teorema  per  gì* 
intendenti  del  calcolo  analitico. 

Tbokbma» 

OTa  la  proporzionalità  A.B:\F ,Gy  i  termini  della  quale  deb- 
bono effere  tutti  omogenei;  io  dico^  che  il  quadrato  della 
fimidifffff£aa;4  degli  eAremi  accrefciuto  del  prodotto  de'  medj, 

e 
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Delle  Proporzioni  Ocometmcre.  hi 
è  Uguale  al  quadrato  della  feniijomma  degli  eitreml*    £  che 
il  quadrato  della  finùélf/mnxf  de'  medj  accrdciuto  del  pro- 
dotto degli  e^remiy  è  uguale,  al  quadrato  ddùiB^ /cmifimmM  de' 
medj* 

Dtmojìraxwn0  della  prìma  parte. 

Si  chiami  S  la  lomma,  e  D  la  differenza  di  e  di  G,  fi 
avranno  quelle  due  equazioni  y/— f-Gzzi",  e  rt-^HpG^— ^« 
Aggiunga^  la  leconda  alia  prima,  e  le  ne  dedurrà  ovve- 
ro G  eguale  a  i-f  ^  i-Z).  Sottraggafi  la  ièconda  dalla  pri- 
ma, e  fe  ne  trarrli  G ,  ovvero  tefpettvoamente  A  eguale  a 
^  ^  — «j-Z).    Quindi  il  prodotto  AQ  degli  eltremi  lark  fem^ 

pre  eguale  a  [  Ì-Sh- f  d]  [      —  7  Z>],  cioè  a 

Ma  per  la  feconda  parte  del  corollario  IL  del  prefente  tec^ 
rema  LXXVU.  il  prodotto  EF  de*  medj  è  uguale  ad  AQ  ;  Op 

dunque  BF  è  uguale  a  |^  S'S'— «jPdJ,  e  conlèguentemen- 

te  ^DD-i.JJFsi.Z^Z)-!-!"-^^— i.Z>£>ì=-^^.  Che 
t  la  prima  parte* 

.  .         Altra  dimoftraT^tone  della  prima  parte, 

è  uguale  Sid  (AA-^iAG^GGh-^BF) 

di  vii.  per  4.  Pongafi  in  luogo  di  BF  il  prodotto  AG  ^  che 
gli  è  uguale,  e  1'  ultima  elprcflione  diverrà  (AA-^  2  AG-^GG) 

divif.  per  4,  vale  a  dire  f^^— ^  J  *•  Adunque        Ji^  J  »^ 

BF  =  [  ^y.  n  che  doveva  primieramente  dimoltrarfi* 

Le  dimoftrazioni  della  leconda  parte  non  lono  diverle  da 
quelle  della  prima ,  in  cui  fi  contiene  viUbiimente  queiV  al- 
tro teorema 

Sia  la  proporzionalità  continua  A.B::B.G;  io  dico,  che 
U  quadrato  della  /emidiffereny;^  degli  eftreini  accieiciuto  del 

qua- 
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quadrato  del  tenniiie  ni^io  è  uguale  al  quadnto  della  fcmU 
fimma  degli  eftfemi.  In  fermini  atialitki 

Potrebbero  ambidue  i  teoremi  efporfi  ancora  cosi  : 

I.  Il  quadrato  della  differenza  degli  efVremi  più  il  quadru- 
ple del  prodotto  de'  medj  é  uguale  ai  quadrato  delia  iomma 
degli  eftremi. 

II.  Il  quadrato  della  differenza  degli  eftremi  più  il  quadra- 
to del  doppio  termine  medio  è  uguale  alia  lomma  dei  quadrar 
to  degli  elbemi. 

Co&OLLAlllO  IV,, 

CBe  infegna  una  maniera  di  ridurre  due  propon^oni  ad  UH  , 
medejimo  conseguente  y  jcnT^  cangiarne  il  valore  • 

Dai  tenore  della  dimollrazione  di  queftb  teorema  apparìfce 
il  modo  di  ridurre  ad  un  medefimo  conlèguente  due  propor- 
zioni 4  )     (  ^cnzsL  muume  U  valore  )  benché  i  termini  dell* 

una  non  fieno  omogenei  ai  termini  dell'altra: 
Ciò  fi  ottiene  moltiplicando  i  termini  della  prima  pel  con» 

ièguente  della  feconda,  donde  nafce  ^  è  uguale  ad  ^  pel 
teorema  LXXIL,  indi  m^tiplicando .  il  confeguente  della  piì» 

BC  C 

ma  pc'  termini  della  feconda ,  donde  viene  ^  eguale  a  ^ 
pel  teorema  LXXIII. 

'  Il  iìmile  fi  otterrà  ,  fe  il  confeguente  D  della  feconda  prò- 
porzione  ^  fi  moltiplicheii  pe*  termini  della  prima  *^ ,  men- 
tre fi  avrk  ^  eguale  ad  ^  pel  teorema  LXXIII.,  e  le  i  ter- 
mini  della  feconda  proporzione  ^  fi  moltiplicheranno  pel  con- 

feguente  B  delia  prima  ^;  poiché  ne  verrà  ss^  pel  teo> 
fcma  IXXÌL 

•  .  •  • 

Cc- 
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Ci^  contiene  nn  modo  d*  é^ggwgnere  tma  frQporzjtme  ad  un* 
éhréj  e  di  fottrmte  una  proporT^ane  ds  altra. 

L  S £  fi  vorA aggiugnere  la ^  alla  ^  prendafi  ^^^^ì men- 
tre quelt'  ultima  proporzione  fark  per  T  aflioma  Vili,  eguale 
ad  ^-♦'^  cioè  lark  eguale  ad  pel  corollario  IV. 

Prendafi  ancora  ^^^^^  ^  e  fimilmente  per  raffioma  VIIL 
e  pei  corollario  IV.  fì  avrà  la  iomma  defiderata. 

II.  Se  poi  fi  vorià  fottrarre  la  ^daUa^  fi  prenda  iB^E* 
poiché  quella  proporzione  per  1*  aflbma  VII.  è  ugtùile  ad 
/^""H'  |-|  P"^  corollario  IV. 

Si  prenda  anche  ^"^^^^  »  c  parimente  per  1*  affioma  fetti^ 
4no ,  e  pd  corollario  IV.  fi  avÀ  la  differenza  9  che  fi  defiden. 

Teorema  LXXVIII. 

•  ■ 

S  leno  le  quattro  jproporzioni  "3  >^  >ff  t*^'»  che  ^  ftia 
a  ~,  come  «|  (la  a  ~;  io.  dico ,  che  1^  moltiplicata  per  ^ 

è  uguale  a  ^  moltiplicata  per 

Le  quattro  grandezze  ^,  5,  C,  £>  debbono  eflere  tra  loro 
omogenee,  e  le  quattro -grandezze  £,  ^9  H  debbono  e!^ 
fere  omogenee  tra  loro. 

Di  MOSTR  AZIONE. 

ir  Et  r  ipotefi     ^D'^l  'h*  ^^'^^       coroUano  IV.  del 

AB      E  F 

teorema  XXIX*  ^  *  ?  *  *  6  *  H  '  ^  confeguencemence  pel  corol- 
larìo  II.  del  teorema  precedente  X ^  è  uguale  a  ^ x ^«  U 
che  dovea  dimoilrarfi. 

Teo- 
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Teorema  LXXIX. 

S  ^  àuc  grandcne  fono  omogenee ,  e  l' vaàfk  sffuntst  è  la  aé^ 
dcfiina  ;  io  dico ,  che  il  prodptco  della  prima  grandezza  mol- 
tiplicaca  per  la  feconda  è  uguale  al  prodotto  della  leconda 
moltiplicata  per  la  prima* 

Dimostrazione  • 

S  Icno  AT)  èd  N  le  due  grandezze  omogenee  »  dee  provarit, 
che  MNzzNM. 

Per  ripotefi,  e  per  la  definizione  XXX VL  Z.MiiN.MN^ 

t  permutando  Z  ,N::  M.  MN  ;  parimente  per  la  iuppofizione»  ' 
e  per  la  definizione  XXXVI.  Z.N::M»NM  ;  adunque  pel 
teorema  I.  i  quarti  termini  delle  due  proporzionalità  tono  Q> 
guyali  y  cioè  MNzzNM»  li  che  dovea  dimoifararfi. 

Avvertimento* 

In  avvenire  io  prenderò  indifferentemente  il  prodotto  della 
prima  grandezza  per  la  leconda  ,  e  il  prodotto  della  leconda 
per  U  prima,  e  non  Tempre  citerò  quelto  teorema  LXXIX. 

Teorema  LXXX. 

Le  lettere  A  ^  B  y  C  y  D  ^  F  dinocino  cinque  grandezze  in 
generale,  le  dae  prime  delle  quali,  cioè  Ay  B  fieno  omoge- 
nee tra  loro ,  e  le  tre  ultime  C ,  D ,  F  fieno  omogenee  tra 
loro;  io  dico,  che  fuflifte  quella  proporzionalità: 

AC   C  AD 

Dimostrazione. 

Pei  teorema  LXXVII.  ^.j::ACF,BDC;  ma  pel  teorema 

LXXIX.  CF::iFC;  adunque  pi  corollario  del  teorema  LXXIII. 
ACFzz^FC  :  e  quindi  in  virtìl  del  corollario  IX.  de'princi* 

pi  farà     .  7:  :  JfFC  .  BDC.  Efièndo  in  oltre  pel  teorema 

LXXIi.  AFC.BDCr.AF.BD,  iarà  eziandio  pei  corollario 

XI. 
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XI.  de' prìncipi  ^.yiiAF.Bf}.  Ora  pel^eorema  LXXVII. 


^  .  -j  :  :  AF .  BD;  adunque  per  lo  ftelTp  corollario  XI,  de'  prin- 
cipi 6  avrk  ^.7?»"j       U  clic  iovea  dimoftiarfi. 

CoROL^aa^o» 
S  £     è  uguale  a     ,  iark  ^  eguale  a    ,  e  fe  ^  è  ugua- 

k  a      ÙLÙ,     eguale  a  j.  Tutto  ciò  in  vigore  dsl corolla* 

xio  X.  de' principi» 

Tboebma  LXXXK 

Il  prodotto  di  quante,  e  quali  grandezze  omogenee  fi  voglia- 
no è  Uguale  ad  ogni  altro  prodotto  delle  medefime ,  qualun- 
que ordine  fi  ofTervi  nel  moltiplicarle  infieme  )  purché  non  fi 
cangi  il  valore  dell'  uni^  ajfumd. 

DlMOSTaAZJONB. 

L  A.  dimoftrazione  di  quefto  teorema  non  differifce  punto  da. 
quella  del  teorema  XLV.,  nè  qui  fa  d'uopo  di  replicarla: 

Bada  folo  il  confìderare  >  che  il  prodotto  di  qualunque  nu- 
mero di  grandezze  omogenee  equivale  ad  una  ffura  grandezza 
omogenea  >  e  il  foftiruire  nelT  accennata  dimodrazione  del  teo- 
rema XLV.  k  voce  grandev^  in  luogo  di  proporzione;  in  cam- 
bio poi  di  citare  ^  come  ivi  fi  fa ,  il  teorema  XXIII.)  fi  citi  il 
teorena  LXXIX.;  in  vece  del  primo  xoroUario  del  teorema 
XXIV*  fi  citi  il  cofoUarìo  del  teorema  LXXI.,  e  in  luogo  del 
coroHarìo  VIL  del  teoiema  XXIV.  fi,  citi  il  teorema  LXXII.  ; 
come  pure  in  cambio  del  primo  corollario  del  teorema  XXIX. 
fi  citi  il  corollario  IL  del  teorema  UJNIL 

CoilOtLARI9  L 

Due  prodotti  tonad  di  qualunque  numero  di  grandezze  ^ 
mogenee  fono  eguali  tra  loro  (  purché  1'  unitìi  affmi$é  in  fiuv 
narli  fia  k  medefinU)  ovvero  Tempre  eguale); 

Ff  Se 


H 
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Se  tante  fono  le  grandezze  ,  che  formano  il  primo  prodot- 
to, quante  quelle,  che  formano  il  fecondo,  e  fe  in  oltre  a  cia- 
fcuna  delle  grandezze  formanti  il  primo  prodotto  corriiponde 
nel  fecondo  una  grandezza  eguale  ,  benché  non  fia  difpojìa  col 
medefimo  wdtnc  tra  le  altre  grandezze ,  che  formano  lo  iienb 
prodotto. 

La  pruova  di  quefto  corollario  è  fimile  alla  dimoftrazione 
del  teorema  XLVI.,  purché  in  luogo  della  voce  propovs^ione  lo- 
fìituilcafi  la  voce  grand e7:7^ -,  e  in*  cambio  de'  teoremi  XLII., 
e  XL\^  ii  citino  relpettivamente  i  teoremi  LXXVI  y  e  LXXXI. 

Corollario  IL 

Ciò,  che  rifulta  dal  moltiplicare  una  grandezza  pel  prodotto 
di  pili  grandezze ,  è  uguale  al  prodotto  delia  grandezza  molti- 
plicata ,  e  di  ciafcuna  delle  grandezze  componenti  il  prodotto 
mohiplicante  (ordinatamente  prefe),  v.  g.  a[efgy  ec. )  è  ugua- 
le ad  a)(e)(f)(g  ^  ec. ,  imperciocché  equivalendo  il  prodotto 
ec.)  ad  una  grandezza  pura. 
Si  k  per  quefto  teorema  a{^efg\  ec.)  eguale  ad  {efg^  ec.)/?; 
ma  {efg,  tc,)a  è  uguale  ad  ^X/Xj?X^  ec..»,  ed  ^X/X^X> 
ec.  X'^  è  uguale  ad  ^X^'X/Xi[X>  ec,  adunque  a{efgy  ec.)  k 
uguale  ad  ^X^X/X^>  .ec. 

Corollario  III* 

Ciò)  che  rifulta  dal  moltiplicare  un  prodotto  di  più  grandez- 
ze per  un  altro  prodotto  di  pii^  grandezze  ,  è  uguale  al  pro- 
dotto di  ciafcuna  delle  grandezze  componenti  il  prodotto  mol- 
tiplicato, e  di  ciafcuna  delie  grandezze  componenti  il  prodotto 
moltiplicante  (ordinatamente  prele)  ;  v.  g.  (tfk,ec.)  {efg,ec.) 
•è  uguale  ad  ^X^X^>  ec.  X^X/X^,  ec. 

Imperciocché  confideiando  ii  prodotto  (ahc^  ec.)  come  una 
grandezza  pitra^  Utrk  pel  corollario  II.  {aky  ce)  (efgy  ec.)  e- 
guale  ad  (aùcyec,)  e%f%g^  ec.  mentre  la  (/i)  del  corollario 
II.  può  fignifìcare  il  prodotto  {ahc^  ec.)  del  corollario  prelen- 
tc;  aia  {ak^  ec.)  ^X/X^>  è  uguale  ad  a){b){c^  ec.  X' 
X/X^>  ce;  adunque  {abc^  ec.)  {efg^  ec.)  è  uguale  ad  a)(b){ 
^>  «c-  ^XfXgi  ce.  Sco- 
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'     S  c  o  1. 1  0,"  .  • 

E'  fiiperfluo  l'avvertire,  che  il  prodotto  a  (efg^  ce.)  confi- 
derato  nel  corollario  II.  è  uguale  a  qualunque  prodotto  delle 
grandezze  ^,      /,  gy  ec.  in  qualunque  modo  dirpollc . 

E  che  li  prodotto  {ahc^  ec.  ec.  )  conlìderato  nel  co- 

rollario III.  è  uguale  a  qiuilfi voglia  prodotto  delle  grandezze 
ay  c,  ec.  ^,  /,  ^,  ec.  dilpofte  in  ^uaifivo^lia  maniera:  tut- 
to Ciò  in  virtù  di  ^ueAo  teorema  » 

C0Rp|.|.Alt|0  IV* 

Clò^  che  rifulta  dal  moltiplicare  tra  loro  quanti  prodotti, 
t  di  quante  grandezze  li  vogliano,  può  fempre  ridurfi  al  pro- 
dotto di  ciaicuna  delle  grandezze  componenti  ì  diverfi  prodotti, 
che  fi  moltiplicano  fra  di  loro;  v.  g.  (/»^,  ec.)(</,  ec.)  ec.) 
è  uguale  ad  fl){by  ec.X^X/>  ecX-^X')  ce. 

Imperciocché  pel  corollario  III*  {ah^  ec.)  (<r/,  ec.)  h  uguale 
ad  <iX^>  ec.X«^X/ì  ec;  aduiiquq.  (z?^,  ec.)  {efy  ec.)  (^/,  ec.) 
è  uguale  ad  (<»X^,  ec.)<f  X/>  ^OC'^X'»  ec),  e  per  lo  ftcf- 
fo  corollario  IH.  jc^ueft*  ultima  efpreÒìone  è  uguale  ad  4X^>ec. 
X^X/»  ec.X'^X'>  ce;  adunque  {aby  ec.)  {efy  tc,){biy  ec.)  è 
,  uguale/ad  0){b^  ecX^X/9  i^*X^X'9  ^  funilmente. ii  prò» 
pàeÀ'per  dimoftraie  gli  altri  cafi  pi6  compofti  in  infinito. 

Qui,  e  in  tutti  gli  altri  ptfi,  k  luogo  una  rifleflìone  fimi- 
gliante  a  quella  dello  icolio,  che  precede  il  corollario  prefente  • 

Corollario  V, 

Ss  cambiando,  in  diverfe  maniere  tutte  le  grznàczze cmfoncttti 
un  prodotto  totale  y  formanti  di  eflè  grandezze  diverfi  prodotti 
ftn^aHy  che  prefi  infieme  includono  tutte  le  grandezze  componenti 
il  prodotto  totale y  e  non  ne  includono  altre;  io  dico,  che  $uì^^ 
ti  i  luddetti  prodotti  panatali  moltiplicati  fra  loro,'  formano 
un  nuovo  prodotto  eguale  al  prillino  prodotto  totale» 

Imperciocché  pe*  corollarj  II. ,  III. e  IV.,  che  precedono 
moltiplicando  infieme  tutti/  ^uefii  prodotti  pannali ,  ne  nafce- 
À  un  prodptto  di  tutte  qiiblle  grandezze ,  che  compongono  il 

Ff  2  pro- 
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prodotto  male ,  e  queilo  nuovo  prodotto  farà  Tempre  eguale 
pel  preferite  teorema  al  prillino  prodotto  maU.  Un  elèmpip 
particolare,  e  femplice  rendei  fenfibile  la  verità  di  quello  c<> 
rollario,  (ìa  abcdef  il  prodotto  méde^  e  i  prodotti  parziali  fieno 
d)^  ed  {eafbc)y  owefo  (^) )  €d  (^edf)y  oppure  {da)y  ed 
aù)^  ed  (/c),  e  cosi,  ec* 
Io  dico,  che  Mkék[^d{eafbc):=z{cba){edf):::{da){eb) 
{fc)y  e  così)  ce. 

Corollario  VI. 

R.  Apprefentino  jv,  ed  n»  due  numeri  intieri)  e  fia*»  maggio- 
re di  M|  che  può  denotare  anche  1*  unità. 

Se  due  proporzioni  j  fono  compofte  di  un  numero  n 
di  proporzioni  per  ciafcuna  in  maniera,  che  {^n—m)  propor- 
zioni componenti  di  ^  fieno  eguali  ad  {n^m  }  proporzioni 
componenti  di 

Io  dico  )  che  ^  ila  ad  j,-  come  il  prodotto  delle  m  refidue 

proporzioni  componenti  di  ^  ila  ai  prodotto  delle  m  refidue 
proporzioni  componenti  idi  ^  • 

* 

JXmoJhroT^one  di  qnejio  cmUlark. 

Pei  corollario  precedente  (confiderando  in  virtù  dèi  primo 
teorema  le  proporzioni  come  grandezze  )  il  prodotto  rnslc  di 

tutte  le  proporzioni  componenti  di  —  (  cioè  per  la  definizio* 

ne  XXIIL,  la  proporzione  ^)  equivale  al  prodotto  parx^h 

delle  proporzioni  componenti  di  ^  moltiplicaro  per 

r  altro  prodotto  para^gle  delle  m  refidue  proporzioni  compo- 
nenti la  fteflà  ^  :  fimilmente ,  il  prodotto  totale  di  tutte  le 

proporzioni  componenti  di  ^  (cioè  per  la  definizipne  XXIII., 

'  la  * 
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la  proporzione  j-J  equivale  al  prodotto  pan^tàc  delle  (n-ii-m) 
proporzioni  componenti  di  moltiplkm  per  T  altro  pixxlottq 
pan^éJedék  m  reiidue  proponiont  componenti  k  medefima  ~ . 

E  qui  fi  noti  bene,  che  in  vigore  del  citato  precedente  co 
rollano  le  (» — m)  proporzioni  componenti,  di  ^  poflòno  ef- 
ièr  difpofte  nel  loro  prodotto  fan^aU^  e  ancora  nel  prodotta  v: 
moie  delle  proporzioni,  il  quale  è  equivalente  alla  ^,  pofTo- 
no ,  dico ,  effer  dilpolle  con  qualunque  ordine  anche  diverfo 
dall'  ordine,  che  le  proporzioni  (n^m)  componenti  di  J  ten^ 
gono  nel  loro  prodotto  pan^iale^  e  ancora  nel  prodotto 
delle  n  proporzioni,  il  quale  è  equivalente  alla  — . 

Ora  pe  due  primi  articoli  dello  fcolio  anneflb  alla  definizio» 
ne  XXII.»  il  prodotro  delie  («— m)  proporzioni  componenti 
di  il  prodotto  delle  m  reCdue  proporzioni  componenti  del^ 
la  medefima  ^,  il  prodotto  delle  .(«  —  m)  proporzioni  com- 
ponenti di  e  il  prodotto  delle  m  refidue  proporzioni  coni, 
ponenti  della  ftel&  ^ ,  equivagliono  ad  altrettante  proporzio^ 
ni  pùre» 

Adunque  ^  può  confiderarTi  come  compofb  di  due  .proporr 
zioni,  una  delle  quali  è  il  prodotto  delle  {n — m)  proporzio- 
ni componenti  di  ^ ,  e  T  altra  è  il  prodotto  delle  m  refidoc 
proporzbni  componenti  di  ^. 

£  parimente  può  confiderarfi  come  comporta  di  due  prò-, 
porzioni,  una  delle  quali  è  il  prodotto  delle  («—ut)  proporzioni 
componenti  di      l'altra  lo  è  delle  m  refidue  componenti  di  ^  • 

Ma  per  Tipotefi,  e  pel  teorema  XLII.,  ovvero  pel  teore- 
ma XLVL,  il  prodotto  delle  («—»})  proporzioni  componc;n-<  ,i 
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ti  di  ^  è  uguale  al  prodotto  delle  m)  propQrzbni  com» 
ponenti  <ii  ^.  < 
Adun^ùe  pel  Mreina  XXIV.  ^  fta  |MÌ  il,  come  il  piodoiN 
€o  delle  m  refidue  proporzioni  componenti  di  ^  (la  al  pro- 
dptto  delle  m  rcfidue  proporzioni  pomponenti  di^«  Il  che 
dovet  diinoftrgrii» 

Scolio. 

{4  A  propofizione  generale  efprefTa  in  queflo  corollario  è  im- 
portante pel  molto  ^fo,  che  può  fàrfene  in  dimoftrare  le  pro^ 
pofizioni  delia  geometria  iintecica .  O'  pertanto  ilinato  % 
proposto  .di  darne  una  dimolliazione  phiara»  (d;  data*. 

IGOROL^ARIO  VII» 

Ss  nel  cafo  del  precedente  porollario  ^  foflé  eguàle  ad  ^  , 
anche  il  prodotto  delle  m  refidue  proporzioni  .componenti  di 
^  farebbe  eguale  .al  prodotto  delle  m  refidue  proporzioni  cóm- 
j^nenct  di       'e  ciò  pel  corollario  X  de*  principj. 

.S  c  o  L  f  o  » 

I.  QjLJando  m  rapprefenta  Y  unìù. ,  in  vece  di  dire  ne'  due 
antecedenti  corollarj  :  il  prodotto  delle  m  refidue  proporzioni 

di  ^1  ovvero  di  j ,  .do vrk  dirli  :  la  proporzione  rpfidua  di  j-j 

ovvero  refpettivamente  .di  ji  p  lìmilmentCf  quando 

è  uguale  airunitk,  in  cambio  di  dire:  il  prodotto  delle 

proporzioni  componenti  ^i  ~,  ovvero  di     ,  dovrà  dirfiy.la 

proporzione  .componente  di  ^  t  jovvero  di  • 

]L  Per  additare  con  un  elempio  1'  ufo  del  coroUarìo  VII., 
€  per  confeguenza  del  corollario  VI.,  da  cui  deriva,  dimoftre- 
iò  li  ieguente 

Teo- 
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Tborbma* 

R  Apptcfemino  u^.B::C.D,  ed  if.^;:c«i^  due  ptoponioni  in 
inbdo^  che  Ila  ^=t>  c  r=-;  io  dico*  cfec  làÀ  ~=r  , 

i/4'       utf'  B      m  f 

DlIfOSritAtlONB.  •  • 

Pef  la  definizione  XXIII.,  e  pel  teorema  XXII.  la  ^  è 
compofta  delle  tre  proporzioni  f'»  ^  7  ^  cofflpofta 
delle  tze  proporzioni  ,  ^\  e  per  1*  ipotefi  U  proporzione 
.|  componente  di  ^  è  uguale  alla  proporzione  ^  componente 

Oltre  di  ciò      per  1*  ipoteii  è  uguale  ad  ^;  adunque  pd 
corollario  VII.  precedente  s  il  prodotto  parT^aU  ^  X  §•  delle 
due  rcfidue  proporzioni      e  ^  componenti  di  ^  è  uguale  al 
prodotto  forziate  -j*  X  7  delle  due  reikiue  proporzioni  e 
componenti  di  «j  • 

-  Ma  pe*  due  primi  articoli  dello  (colio  anneflb  alla  definizio> 

»    A       C  a  c 

ne  XXII.  i  due  prodotti  —  X  1  r  X  7  equivagliono  a  due 
proporzioni  pure;  ed  eflendo  per  ì*  ipotefi  7=^)  ^^7^7 
il  prodotto-      j  equivale  alla  proporzione   duplicata  di 

,  ovvero  di  come  pure  il  prodotto  7X7  equivale  ai- 
la  proporzione  duplicata  di  ovvero  di  ^  per  la  definizio- 
ne XX  Vili.  : 

Adunque  per  la  definizione  XXIX.  ed  ~  fono  pfopor« 
zionl  fudduplìcate  di  proporzioni  eguali,  e  cos^  7  '  ^ 
confeguentemente  pei  corollario  IV.  del  teorema  XLII.  ^  è 

ttgua* 
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uguale  ad  ,  come  an^hQ  ^  è  ujgu<ile  a  ^  ,  Il  che  dovca  di- 
moilrarfi . 

Qucfto  teorema  è  lo  fteflTo,  che  il  lemma  XIV.,  o  fia  ulti- 
timQ  del  Melola^  ^  FxfMiceico  Refluito  Siudo ,  dimoftiMi  da 

me  dattamcnte. 

In  queft' elempio,  dei  due  numeri  » ,  ed  w  efprefìTi  nel  co- 
rollario VI. ,  il  primo  è  uguale  a  3 ,  ii  lecondo  a  di  mo- 
do che  (^a'^m)  è  uguale  ali*  moìùl, 

Tborbma  LXXXIL 
Se  la  propomone  ^  è  k  qualunque  modo  mòltiplice  di  ^  ^ 

C  G 

e  la  proporzione  ^  è  ugualmente  mòltiplice  di  ^  j  io,  dico  | 
che  "jX^  è  ugualmente  mòltiplice  di  -y  . 

D^MOSTILAZf  ON8. 

Sia  is5:|xf>  ec  bà  ffit  ripotea.|=^x|f  «e., e  pd 

corollario  del  teotreiTia  fi  otterrà  ^x^sb  [['fx-f  9 

«c.]  [|  X  ~»  ce.      ma  pel  corollario  IL  del  dorema  IXXXii 
7X7  ,  ec.J  l-^X-y  ec.  J  :?:j-X7,cc,  5Xg,ec.;adun. 

A      C       E       E  <^wC^ 

^X^  =  7Xj->ec.jjXjj,ec 
'  Di  pi^  pel  teorenwi  XLV^  Ix-f,  lec^x^,  ecasfxff 

X-fxg,  ce.;  e  perciò  ^ X ^  =  7 x|- X  f  X  ^>  ec;  fuialmen. 
te  pel  corollario  V*  dell*  «ntecedenjte  teorema[-^x|J  [-fx^] 

EGEO  ,  AC  rFGrEG-i 

«e^XsX7Xj,«c.;  adunque  -x-=:[-Xg  [-X7;] 
ec.;  e  per  confeguenza  -^X^j  ^  <^*<'  mòltiplice  ^i  jX^  9 
guanto  *j  di      r  ^  di  ^.  li  che  dovea  dimoftrarfi. 

Teo- 
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'  TEORBikA  LXXXIIL 

Sia  qualunque  numero  di  proporzioni  date;  io  dico,  che  la 
proporzione  ,  la  quale  k  per  antecedente  il  prodotto  di  tutti 
gli  antecedenti  delle  proporzioni  date  ,  ordinatamente  Prefi^  ed 
S  per  conieguente  il  prodotto  di  tutti  i  conlegucnti  aelle  me- 
defime  ordinatamente  preji^  è  uguale  al  prodotto  di  tutte  le  pro- 
porzioni date  :  e  dico  infiemc  ,  che  il  prodotto  di  qualunque 
numero  di  proporzioni  date  e  uguale  ad  una  proporzione,  che 
^  per  antecedente  il  prodotto  di  tutti  gli  antecedenti  delle 
proporzioni  date  ordinatamente  freji  ,  ed  à  per  conieguente  il 
prodotto  di  tutu  i  conieguenti  delle  mederime  ordinatamente 

Sicno  per  cagion  d'  efempio  y  >  5- ,  ^  >  ce.  le  proporzioni 
date ) dee  provirfi>  che  ^^[=  7^7^  J>  ^  ^  > 
7X7X7,  ee-s.^ 

Dimostrazione. 

L  ^Ssumafi  per  unitU  la  grandezza  arbitrarU  omogenea 
ai  due  termini      t  hy  indi  fi  confiderÌ9  che  per  la  definizio- 
ne XXXVI.  iuITiftono  quefte  due  proporzionalità 
^.bi',d •hd ;  adunque  pel  teorema  XLVIII.  il  k 

ma  per  la  definizione  XXI.  fi  vede  el&re 

adunque  pangonando  i  quarti  termini  delle  propofzionalit^  (1)1 
e  (2)  fi  \  pel  teorema  I.  ^=fX7,  ed  7X7=^. 

II.  Similmente  prendafì  per  unita  la  grandezza  arbitraria  y 
omogenea  ai  due  termini  4r,  e  per  la  definizione  XXXVI. 
fuflilleranno  quefte  due  proporzionalitk  y  ,ac  we .  ace^  ed  y,hd 
:  : /.  hdf^  e  quindi  fi  avrà  pel  medefimo  teorema  XLVIII. 

^  j ^  Jl      •  •  '   ifi . 
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4 TkoitiA  OeneraIk 
ma  per  la  definiaione  XXI.,  e  per  l' arucoio, IL  dello  fcolio  an- 
ncflb  alla  definizione  XXII. 

adunque  paragonando  i  quarti  temuni  delle  proporzionalità  (3), 
c(4),il  tem«maLtóconofcere  ~;=s  jX;jXp  y 

.  IlL  La  mameia  di  arguire  manifeflaniente  luogo  in 
qualunque  numero  di  proporzioni;  ancwchè  $  tgrmini'di  ikune 
non  fifferù  mnoggnei  m  termini  delie  dné  /  adunque  il  teoreina^ 
è  generailmente  vero* 

Scolio. 

fiEnchè  r  onitìi  sJfnmM  fia  atbitfaria^  nientedinieno  è  fiatò 
neceflario  di  aflìimere  nel  primo  puntp  di  quefta  dimòftfazio- 
fte  una  medefima  unità  ^  nel  formare  i  due  prodotti  ac^  bd; 

perchè  dovendo  quelU  eflcr  termini  della  proporzione  ^,  e  do- 
vendo per  conièguenza  eflcrc  paragonati  infieme ,  conveniva 
prendere  una  medefima  unità  arbitraria  per  formarli  ambedue , 
in  conformità  dello  fcolio  anneffo  alla  definizione  XXXVI. ,  e 
quindi  daUe  due  proporzionalità  :^./7::r./2c ,  e  :^.b::d.bdy  ne  è 

rifultata  una  terza  proporzionalità  ^  .7  ::    .  £  tale»  che  il 

fuo  primo  termine  è  una  proporzione  d* qualità;  .di  modo  che 
in  virtù  delle  definizioni  XXL  9  e  XXII.  u.. fuo  squarto  termine 
è  uguale  al  prodotto  delfecondo  termine  moltiplicato  pel  terzjo. 

Per  la  ftetsa  ragione  fi  è  alsunta  nel  fecondo  jj^to  una 
àeRma  unità  mbmarw  f  nel  formare  i  due  altn  prodotti  m€  , 
hif  y  e  fimilmente  dovrà  operarfi  ne'  cafi  fimigfianti . 

Si  noti  per^,  che  le  le  grandezze  a^  b^c^  dyCyf  fofsero  tut* 
te  omogenee,  potrebbe  ta  /  eliser  la  ftdfsa,  che  la  t^,  benché 
per  altro  ciò  non  fia  necelsario  a  tenore  dell'  articolo  VIIL 
delio  icolio  annelso  alla  definizione  XXXVL  ^  c  in  e^tti  tiui- 

to 
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CO  «^1  quanto  ^  fono  proponkmi  d' egiuiit^i  e  dalla  proporzio- 
nalità ^      •  i  7       fi  deduce  egualmente,  che      in  vình 

delle,  definizioni  XXI»  y  c  XXII«  ^  il  prodotto  di  n  moltipli* 
cato  per  "7 .  ^  , 

I  Termini  delle  proporzioni  date  fieno  tutti  omogenei  ,  e  1* 
unit^  ajfunta  nel  formare  il  prodotto  dei  loro  antecedenti  ,  e 
il  prodotto  dei  loro  conleguenti  fia  iempre  la  medefima;  io  di- 
co, che  fc  gli  antecedenti  delle  proporzioni  date  fi  dilporran- 
no  con  (qualunque  ordine  nel  loro  prodotto-,  e  i  confeguenti 
delle  proporzioni  date  fi  diiporranno  anch*  elfi  con  qualunque 
ordine  nel  loro  prodotto  ;  la  proporzione  ,  che  k  il  primo  di 
quedi  prodotti  al  fecondo,  farìi  Iempre  eguale  al  prodotto  4el« 
(e  proporzioni  date  oràinatamofte  dijpofte; 

Imperció^hè  per  teorema  LXXXI.,  qualunque  ordine  fiol^ 
fervi  nel  moltiplicare  iniSeme  un  corto  numero  di  grandezze  o- 
mo|ehee  *  il  prodotto ,  ^be  ne  rifulta  i^  ièmpré  eguale  ;  laon- 
.  de  il  piodotto  d^  antepodenti,  qualunque  fiafi.Ja  loro  difpo- 
iizione»  è  fcanp^e  eguale  al  prodotto  dei  roedefimi  antecedenti 
ardìnof^iuenu  frfji;  c  il  prodottò  dei  confeguenti,  qualunque 
£afi  la  loro  difpofizione  )  è  fempre  eguale  al  prodotto  de*  me- 
defimi  confeguenti  crdina^amem  preji  ;  adunque  pel  corolla^ 
Vili,  de^prìncipj  la  proporzione,  che  %  quelunqtte  prodotto  de- 
gli antecedenti  verfo  qualjwoglia  prodotto  de'  conleguenti ,  è 
iempre  eguale  alla  proporzione,  che  il  prodotto  degli  ante- 
cedenti 9fdk$Mtmmnte  fmfi  veifo  il  prodotto  dei  conieguenti 
ordinatamente  prdi  ,  e  m  confeguenoa  pel.  corcdlarìo  XI.  de' 
princip)  la  proporzione  ,  che  k  qualunqite  prodotto  degli  ante» 
cedenti  vedo  qualfivftglia  prodotto  de'  conleguenti  »  è  fempre 
eguale  al  prodotto  delle  proporzioni  date. 

Mi  varrò  dell*  efempio ,  di  cui  mi  fono  fervito  nel  prefen. 
te  teorenu:  eflèndofi  provato  nella  dimoftrazione  di  eiso,  che 

^  h  D^iiAle  ad  7X7X-^»  «  provando^  in  quefto  cofollario^ 

Gg  a'  che 
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che  tanto quanto  ^  ibno  eguali  a.d  j^,  ne  fegue  pejci-, 
tato  corollario  XI.  de'  principi ,  che  tanto  ^  ,  qv»OtO 
ce.  fono  eguaLi  ad-jX^X-y* 

Scolio. 

E*  Vifibile»  che  U  prcfcntic  teorema,  e  quefto  corollario  con. 
tengono  diveric  maniere  di  moltiplicare  tra  .loro  molte  prò- 
porzioni . 

Corollario  IL 

Se  nel  prodotto  di  qualunque  numero  di  proporzioni,  che 
abbiano  omogenei  tutti  i  loro  termini,  v.  g.  m  -  X  7  X  ^  i  ai- 
cune  ,  o  tutte  le  pwporzioni  componenti  fi  faranno  tra  loro 
un  reciproco  baratto  de*  proprj  antecedenti ,  ovvero  de'  propr, 
confc^ncnti  ,  in  mo<!o  che  gli  antecedenti  delle  une  paHmo 
vicendevolmente  ad  efferc  antecedenti  delle  altre,  ovvero  1  con- 
feguenti  delie  une  divengano  vicendevolmente  coniegucnti  delle 

altre,  come  circa  il  ptelènte  efempio.  avviene  in  ^X^X-y  » 

ovvero  in  7X^X7,  oppure  in     X  7  X      ec.  ;  •  ' 

Io  dico,  che  cialciino  de'  nuovi  prodotti  di  proporzioni  s  i 
quali  rilultano  da  quefto  reciproco  baratto ,  ec.  è  uguale  ai  ppmo 
prodotto  di  proporzioni  ordmafamente  prefe  ,  cioè  nel  prefcntc 
efempio  al  primo  prodotto  7X7X7,  perche  in  virtù  di  que- 
fto  teorema  ciafcuno  de' iwww  prodotti  di  proporzioni ,  ec.  è 
.uguale  alla  proporzione,  che  paffa  tra  il  prodotto  di  tutti  gli 
antecedenti  di  effe  proporzioni  prefi  col  loro  ordine  ,  e  il  prop 
dotto  di  tutti  i  confegucnti  delle  medefime  pr^fi  con  Y  ordine 
loro,  ma  pel  precedente  corollario  I.,  ciafcun  prodotto  degli 
antecedenti  fuddetti  verfo  cialcun  prodotto  de*  luddetti  conle- 
guenti  ÌL  una  proporzione  eguale  al  primo  prodotto  di  propor- 
zioni ordinatamente  frefe^  cioè  nel  prefente  efempio  ,  al  prtfno 
prodotto  di  proporzioni  4  X  7  X  7  ;  adunque  pei  corollario  XI. 

^  de'  ' 
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de'  principi  cuiùuno  de\  nuovi  prodotti  di  proporzioni,  ec.  è 
uguale  al  primo  prodotto  di  proporzioni  otdinatamenfe  prefe  , 

cioè  nel  preknte  elempio  tanto  7X7X7»  quanto  7X7X7 

ed  anche  7X7X7,  ce  fono  eguali  ad  ^  y  7  X  7  • 

Che  poi  fieno  eguali  anche  tra  loro  e  cola  cosi  chiara  in  vir- 
tù del  corollario  XI.  de'  pnncipj  ,  ed  anche  del  corollario  I. 
del  teorema  IL,  che  non  accade  elprimcrlo ,  ficcome  nel  pre- 
cedente corollario  non  fi  è  elprelTa  una  finiigliante  faciliiÙma 
rifleflione  • 

Corollario  III, 

I N  virtù  del  reciproco  baratto  ^  che  far  fi  poffono  de*  loro 
antecedenti ,  ovvero  de'  loro  conleguenti  le  proporzioni ,  che 
compongono  un  prodotto  ,  può  accadere  ,  che  nel  nuo^o  pro- 
dotto s'  incontrino  delle  proporzioni  d'  egualità  formate  dagli 
accozj^mcnti  d  antecedenti  ^  0  di  conjt'guenti  tra  di  loro  eguali  j 
in  tal  calo  il  nuovo  prodotto  di  proporzioni  lara  eguale  ad  uri 
terT^  prodotto  di  proporzioni,  più  lemplice ,  in  cui  manchino 
quelle  proporzioni  d'  egualità  ,  e  lolamente  vi  reltino  le  altre 
proporzioni  componenti  ,  le  quali  non  lono  proporzioni  d'  e- 
gualitù  ,  e  CIÒ  in  vigore  del  corollario  III.  del  teorema  XLVI.j 
adunque  pel  coroliario  XI.  de' principj  anche  il  primo  prodotto 
di  proporzioni  iarìi  eguale  al  ten^  prodotto  di  propprzioni  ) 
che  e  piti  femplice, 

V.  g.  il  leguente  ^/«lo  prodotto  di  proporzioni  7  X  7  X  7  X 
può  cangiarli  pel  precedente  corollario  II.  in  queft'  altro  feeoff' 
do  prodotto  ad  eflb  eguale  7X7X7X7,  che  eifendo  eguale 
in  virtù  del  corollario  III,  del  teorema  XLVI.  al  terzo  pro- 
dotto 7X7  p^^  ffmpltce^  ne  iegue  pel  corollario  XI*  de'  prin- 
cipj, che  il  primo  prodotto  ^  x  7  X  7  X    ^  eguale  al  ter- 

pn)dotto  più  lempiice  7X4* 
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CORQLLAMO'IV, 

Se  ima  proporzione^  che  io  chiamerà  frimffiw  %  il  fuo  an* 
tè(;edente  fprmacQ  (lalla  moltiplicazione-  di  «jualun^ue  pumero 
di  gntui^m  pippg^nee,  (4  ^  ii  luo  ^nicgu^nt^  fbnnafo  d' egiiai 

numm  di  graodpaze  parimente  omogenee  ,  v.  g.      ;  io  d»* 

co  y  che  la  medefima  proporzione  primi f iva  è  uguale  ad  una 
proporzione  compojìa  ,  che  io  chiamerò  fecondiirta  ,  v.  g.  ad 

VX^X^,  ovvero  a-^X^X  j>  oppure  »  7X  jX-jj  cc^di 
tal^  natura;  * 

Chf  i)  numero  delk  proporzioni  ,  le  quali  compongono  1^ 
proporzione  fecondariay  (ìa  eguale  al  numero  delle  grandezze , 
che  formano  colla  loro  moltiplicazione  T  antecedente  >  oppure 
il  confeguente  (il  che  corna|allo  fteffo)  della  ^imitiva;  e  che 
tutte  le  grandezze,  che  formano  colla  loro  moltiplicazione  V 
antecedente  della  prirnìfiva ,  fieno  dif^ribuite  negli  antecedenti 
delle  proporzioni  ,  le  quali  compongono  la  Jìecondaria  ;  .come 
pure  tutte  le  grandezze,  che  colla  loro  moltiplicazione  forma- 
no il  confeguente  della  primitiva ,  fieno  diftribuite  nei  conle- 
guenti  delle  proporzioni ,  che  compongono  la  fecondarla  ,  in 
modo  che  tra  le  grandezze  ,  le  quali  formano  T  antecedente 
d^lla  primitiva^  piuna  ve  ne  fia,  che  non  coftiruifca  l'antece- 
dente di  una  delle  proporzioni  componenti  la  fecondarla  ,f  e  che 
tra  le  grandezze,  le  quali  formano  il  conleguente  della  primi" 
$iva  ,  niuna  ve  ne  fia  ,  che  non  coftituilca  jl  conleguente  di 
una  delle  proporzioni  componenti  la  fecondaria  :  niente  impor- 
tando qual  ordine  ferbino  tra  loro  nella  proporzione  fecondaria 
le  proporzioni,  che  la  compongono,  n^  a  quale  di  effe  pro- 
porzioni componenti  tocchi  per  antecedente,  ovvero  per  conle-. 
guente  più  l'ima,  che  T altra  grgndcz;^,  purché  fia  una  deU 
le  enunciate; 

Imperciocché  pel  teorema  prefente  la  proporzione  ftamémM- 
equivale  ad  una  ters^a  proporzione  ,  .la  quale  à  per  lue  ante* 
cedente  il  prodotto  degli  antecedenti  (ordinatam€tt$9  preji)  di 
quelle  proporzioni  |       compongono  ia  fmndmia    ed  k  per 

iuo 
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fuo  confeguente  il  prodotto  Je' conlcguentl  {^orditi atfimente  pre- 
Ji)  di  quelle  proporzioni,  che  compongono  la  fecondaria  y  ma 
pel  teorema  LXXXI.  un  tale  antecederne  della  terza  propor- 
zione è  uguale  all'  antecedente  della  primitiva ,  e  un  tal  con- 
feguente della  ter^  proporzione  è  uguale  al  conieguente  della 
primitiva;  adunque  pel  corollario  Vili,  de'  principj  la  terza 
proporzione  è  uguale  alla  primitiva  ,  e  conlegnentemente  pel 
corollario  XI.  de' principj  la  proporzione  J'econdaria  è  uguale  al- 
la primitiva, 

V.  g.  neli' efempio  addotto  di  fopra^  in  cui  ^  è  la  propor- 

aone  'prtmitha  ,  la  proponsione  fee&ndaria  7  X  7  X  ^  uguale 
alla  ter7;a  proporzione       per  ^uefto  teorema;  ficconie  la  prò- 

porzione  feeomdarìM  7X^X7  è  aguale  alla  terx^  proporzione. 

^  ;  e  la  proporzione  fecondaria  "j;  X  -j  X  -5  ^  uguale  alla  ter», 

za  proporzione        e  così,  ec;  ma  pel  teorema  LXXXI*  cia^ 

icuna  delle  fopraicritte  ter^e  proporzioni  k  il  fuo  antecedente 
eguale  ali*  antecedente  ace  della  primitiva ,  ed  k  il  fuo  conie> 
guente  eguale  al  conieguente  bdf  della  prtmitvoa;  adunque  pel 
corollario  Vili,  de*  principi  ciaicuna  delle  terze  proporzioni  lud^^ 

dette  è  ugnale  alla  proporzione  primitiva     ;  adunque,  pel  ok 

rollario  XI*  de*  principj  ciafcuna  delle  foprannotate  proporzioni 
fecondarie  è  uguale  alla  pfimhìva» 

Corollario  V. 

Se  tra  le  grandezze,  che  colla  loro  moltiplicazione  formano 
l'antecedente  della  proporzione  primitiva^  e  tra  le  grandezze, 
che  colla  loro  moltiplicazione  formano  il  conieguente  della  me-' 
defima  proporzione  primitiva  iì  trovano  delle  grandezze  tra  lo> 
ro  eguali  ;  • 

Io  dico,  che  la  proporzione  primitiva  è  uguale  ad  una  nuo- 
va proporzione,  che  ^  per  iuo  antecedente  il  prodotto  di  tut- 
te le  grandezze  »  che  formano  1'  antecedente  delia  primitiva  ^ 

ed 
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ed  i  per  fuo  conlegUente  il  prodotto  di  tutte  le  grandezze, 
che  formano  il  conleguentc  della  primifiva  ;  a  riierva  però  di 
quelle  grandezze  tra  loro  eguali ,  che  fi  trovano  nell'  anrecederi' 
fCy  e  infieme  nel  confeguente  della  proporzione  primitiva;  poi- 
ché quelle  illelTe  tra  loro  eguali  non  debbono  entrare  (  lecon- 
do  quefto  corollario)  ne' prodotti  rclpettivi,  che  formano  l'an- 
tecedente, e  il  conleguente  della  nuova  proporzione,  e  fi  con» 
fìderano ,  come  le  non  folTero  nella  proporzione  primitiva . 

Sia  per  cagion  d'  cfempio  U  proporzione  primiìiva  * 

nel  di  cui  antecedente  la  ^  è  contenuta  due  volte«  e  due  vol- 
te la e  nel  di  cui  confeguente  ìsl  a  è  coi9tenuta  due  volte, 
e  una  volta  la  /;  io  dico ,  che  la  fuddetta  proporzione  frìmi» 

$ha  è  uguale  a  quella  mtiova  proporzione        che  )k  i  fuoi  due 

termini  formati  dalle  ftclTe  grandezze,  che  /ormano  i  due  ter« 
mini  della  primitiva  y  a  riierva  di       che  manca  due  volte,  e 
di  /,  che  manca  una  vplta  ifi  am^  i  c^ripini  della  nuova  pro«. 
porjjion^ . 

DiMOSTRAZiONB» 

£1  precedente  corollario  la  proporzione  frìmìrìvs^  v.  g.ll^ 
è  uguale  ad  una  proporzione  compofta  fecmidaris ,  v.  g.  a 

•jX7X-^X'^X7X7Xyi  tale  ,  che  abbia  tra  le  fue  pr<V 

porzioni  componenti  tante  proporzioni  d'  egualità ,  quante  volte 
s'incontrano  nell'antecedente  infieme,  e  nel  conleguente  della 
primitiva  le  grandezze  tra  loro  eguali: 

E  in  virtù  del  corollario  III.  del  teorema  XLVI.  la  propor- 
zione fecondaria  è  uguale  ad  un'  altra  proporzione  compojìa  piti 

fimpliccy  V.  g,  A  7  X  7  X  X  )  in  cui  manchino  le  propor- 
zioni d'eguaHtk  7,  ed       le  quali  anno  luogo  tra  quelle,  che 

compongono  la  proporzione  fecondaria  ;  adunque  pel  corollario 
XI.  de'  principi  la  proporzione  primi fiv4  è  uguale  alia  luddet- 
ta  proporzione  compojìa  piij  Jemplice  ; 

Ma  per  quello  teorema >  e  pel  luo  primo  corollario ,  la  me- 

dcfima 
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defima  proporzione  cMurp^tf  pih  femplke  è  uguale  ad  una  nuo» 

va  proporzione,  v.  g.  a  che  k  per  fuo  antecedente  il  pro- 
dotto degli  antecedenti  di  quelle  proporzioni,  che  compongono 
la  fteffa  proporzione  compojìa  pik  /empi ice  ^  ed  k  per  fuo  confc- 
guente  il  prodotto  dei  confeguenti  delle  medefime  proporzioni, 
che  compongono  la  detta  proporzione  compofta  piìt  femplice  ;  a- 
dunque  pel  corollario  XI.  de'principj  la  proporzione  primitivéy 

y*  g-         è  uguale  a  ^ucfta  miova  proporzione  più  femplice, 

I  medefimi  raziocinj  il  applicano  evidentemente  a  qualunque 
cafo,  che  pofla  efler  compreio  nel  preiente  corollario;  adunque 
quello,  medeiiino  corolUrip  è  generalmente  vero  • 

COROLJLARIO  VL 

La  proporzione  di  due  termini  fra  loro  dittanti  d'  una  pro- 
greflìone  geometrica  i  uguale  alla  proporzione  ,  che  anno  tra 
loro  i  termini  profllmi  moltiplicati  tante  volte  per  medeG- 
mi ,  quanti  fono  i  termini,  che  fi  frappongono  tra  1  due  ter- 
mini dUUnti.  V.  g,  nella  progreifionc  wf,  J5,  C,  P,  ,  F, 
ce.  ^  è  uguale  ad  ; 

Imperciocché  pel  teorema  LXTX.  ^^yXjX^;  ma  pel 
teorema  prefente  ^  x  -j  X  ^  =5  ^^j-;  adunque  pel  corollario  XI, 
de'principj  ^=10. 

Cos>,  e  per  U  Iteflk  ragione  ^=:^=^. 

Corollario  VII., 

Che  tfmnenc  wm  maniera  di  dividere  qualunque  proporzione 

per  un  altra* 

E  una  proporzione  data  dovrà  dividerli  per  un'altra,  v.  g. 
7       -^9  prendafi  il  prodotto  dell'antecedente  della  dividenda 

Hh  molti> 
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moltiplicato  pel  conlegueiite  delia  Swécnte ,  indi  prendali  U 
prodotto  del  confeguente  della  4/#vm/i;m^  moltiplicato,  per  Tao» 
tecedente  della  dpmdeme;  io  dico,  che  il  primo  di  quelli  due 
prodotti  verib  il  iiecondp ,  cioè  nel  cafo  noftro  #f  verfo  kp  \ 

una  proporzione,  che  é  uguale  al  quoziente  di  ^  diviià  per  ^  j 

Imperciocché  pei  teorema  XLIX.  ^  moltiplicata  per  ^  I  il 

quoziente  di  -j  divifa  per  ~  ;  ma  per  quello  teorema  ^  è  u- 
guale  ad  ~  moltiplicata  per  j  ;  adunque  pel  corollario  XI.  dc^ 

principi  ~  è  aguale  al  quoziente  di  ^.  diviià  per  ^  • 

Corollario  Vili. 

I  Termini  di  quante  proporzionalità  fi  vogliano  moltiplicati 
per  ordine  fra  loro,  fermano  una  nuova  proporzionalitk  • 

Sicno  le  proporzionaiitk  -j        —  =r  r-;  —  =  — ,  ec.  fari  pd 
teorema  XLIL x  j  X -,ecB=^X7  X  7,00./  ^ 
fto  teorema  iL^r^TX-r-X-»  ce.»  e  -  —  ss-rX  — X—  * 
adunque  pel  corolkno  XIL.  de*  prìncipj  -^'^  =  • 

.Scolio. 

I  Due  prodotti  %  fono  paragonati  tra  loro ,  perchè  fi  \ 
^=s^X  adunque  per  1* articolo  VI.  dello  fcolio  anneflb  al- 
la definizione  XXXVI.,  i  due  fuddetti  prodotti  debbono  eflèxe 
formati  con  una  tmàcfinut  unitk  affuma. 

Per  la  ftefla  ragione  i  due  prodotti  ^  debbono  fimnarfi  con 

una  medefima  unitV  arbitraria;  non  è  però  neceflario,  che  edà 
fià  quella  medefima,  che  ferve  per  la  formazione  di       e  di 

bg;  anzi  quello  neppure  è  polfìbile  ,  allorché  i  termini  di  ^ 

non  fono  omogenei  ai  termini  di  4>  ^  primo  articolo 

del  ciuco  fcolio  :  fimilmente  i  due  prodotti  ^/  >  e  bgm  fono 

para** 
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paragonati  infieme,  poiché  fi  k  ^= j  X  -  X  -jjaduntiue  deb- 
bono eflér  formati  con  una  medefima  pnitk  arbìtrma;  ma  non 
è  punto  neccirarip  ,  che  quella  fia  quella ,  che  A  afTunle  per 
formare  i  due  prodotti  af^  ^  àg:  e  quello  per  l'  ^urticolo  Vii. 
dell'accennato  Ipolio. 

Per  la  ftefla  ragione  i  due  prodotti  chn^  e  dio  debbono  con- 
cepirfi  formati  con  una  medefima  unitk  affunta^  ma  fenza  che 
fia  neceflarlo  di  aiTumer  c^ueUa ,  lèrvl  per  forpoare  i  pro- 
dotti eh  y  t  di ,  ^ 

Simili  rifleiTioni  far  (1  debbono  forche  .i  pro4o(Ù  <X)(Uno  di 
jva^ior  Qiunpro  4i  ^ij^ndezz^^ 

^Ihf^  iknoftrazione  di  queflo  ftnUario, 

Secondo  r  ipotefi  a.b.-.cdy  ed  f.gy.b.iy  ma  pel  teorema 
LXXir.  af.bf::a.by  come  pure  eh  .  db wc •d  \  .adunque  pel 
porollario  XII.  de' principi  af ,  bfw  eh  ,  db  ; 

Di  più  pel  teorema  LXXI II.  bf.bg:'.f.g\  e  parimente  db. din 
Jb,i;  adunque  pel  corollario  XII.  de' principi  bf.bgr.db.di. 

Si  anno  per  tanto  quelle  due  proporzionalità  af.bfweb.dby 
e  ;  adunque  per  1' egualità  ordinata  af.  bgwcb.di. 

Sia  in  oltre  l,m::n,o^  fi  proverà  collo  fteffo  raziocinio,  che 
i^af)l.{bg)m::(^eb)n,(di)oy  valeadire,  che  afl.bgm:; cbn, dio, 
COSI  in  ^i^alunque  numero  di  proporzioni. 

Scolio^ 

p£l  corollario  Vili,  ^e'principj  fufllfle  quella  proporzionalità: 

adunque  luppoda  queft*  altra  proporzionalità 

(2)  a  .b  ::c ,d  j 
ne  legue  m  virtù  del  prefente  corollario  VIII.,  che  moltipli- 
cando per  ordine  i  termini  della  proporzionalità  (  i  )  pe'  termi- 
ni della  proporzionalità  (  2  ) ,  ovvero  i  termini  della  propor- 
zionalità (  2  )  pe'  termini  della  proporzionalità  (  i  )>  fi  avran- 
no relpettivamente  le  due  proporzionalità  infrafcritte  : 

pa  .  qb\:  pc  ,  qd 

ap  ,bq  ::cp  ,  dq,  H  h  2  Co- 
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COROLLARIOlX. 

S  E  quattro  grandezze  fono  proporzionali  >  anche  '  le  loro  di- 
gnità J$mii$  di  qualunque  grado  iaranno  proporzionali  purché 
fi  prendano  con  lo  fieflb  ordine,  con  cui  Hanno  dilpofte  le 
quattro  grandezze  proporzionali  >  delle  quali  eflè  fono  dignità 

Imperciocché  moltiplicando  tante  volte ,  quante  fi  vorrk , 
per  loro  medefimi  i  quattro  termini  della  fuddetta  proporzio- 
nalità 9  egli  è  appunto ,  come  fi  moltiplicailèro  per  ordme  tra 
loro  i  termini  d'  altrettante  proporzionalità  ^  onde  per  Y  ante- 
cedente corollario  ne  rifulterk  una  nuova  proporzionalità^  i 
termini  della  quale  duanno  le  dignità  ySmi/f  dei  quattro  termi* 
ni  della  prima  proporzionalità . 

Corollario  X. 

S  £  quattro  grandezze^ fono  proporzionali ,  anche  le  loro  ra^ 
dici  fimili  di  qualfivogha^iv^o  lòno  proporzionali,  purché  fi 
prendano  con  lo  fiefib  ordine,  con  cui  ftanno  difpofte  le  quat- 
tro grandezze  proporzionali,  delle  quali  effe  fono  radici. 

Abbiafi  per  camion  d*  efempio  quella  proporzionalità  A*B 
::C.D,  e  le  radici,  v.  g,  terze  de*fuoi  termini  fieno  refpet> 
tivamente  4,  ^,  c,  ^,  dee  provarfi,  che  0*è::e.d. 

Efièndo  per  Tipotefi  MtznAy  MtmB^  ccezzCy  e  ddd^D^ 

forà  pel  corollario  Vili,  de'  principi  m^j>  ^ 

per  quefto  teorema  fxfxf=;fl>  ^  f^Z^J^iS* 
dunque  per  la  definizione  XXXI.  j9  ^  ^  ^ono  radici  ftmUi 

delle  due  proporzioni  refpettive  ^ ,  e     ;  ma  fi  fupponc  ^ 

s  ^  ;  adunque  pel  corollario  II.  del  teorema  XLII. ,  anche 

E'  vifibile,  che  la  fteflà  ragione  egualmente  milita  per  tut* 
te  le  radici  /imsli  di  qualfivoglia  grada  delle  quattro  grandez- 
ze 
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te  proporzionali  A.BiiC •D ;  adunque  il  prefente  corollario 
è  generalmente  vero. 

Altra  d'imoflrao^oTie  di  quejh  cmllarh,- 

L  C  lettere  minori  OybyCyd  confervino  la  (ìgnificazioAe  ad  eflfe 
attribuita  nella  dioiollrazione  precedente:  è  chiaro  pel  poflulato^ 
che  vi  è  una  grandezza  (la  quale  chiamifi  r)  tale,  che  fai  va 
quefta  proporzionalità  a,b:\c,t^  i  tre  primi  termini  di  cui 
elevati  a  quella  dignità,  che  richiedeii  per  formare  i  prodotti 
A^  C>  de'  quali  eilì  ibno  le  relpettive  radici  ftmili^  e  pari- 
mente il  quarto  termine  t  alzato  ad  una  dignità  dello  iiclTo 
gjtttdo^  finché  ne  rilulti  un  quarto  prodotto  lomminiftrano 
pel  precedente  corollario  IX.  queft' altra  proporzionalità  A,B 
::C.T;  ma  per  T  ipotefi  fi  a  eziandio  A .  B  \  :C  .  D  ;  adunque 

'pel  teorema  I.,  i  quarti  termini  d'ambedue  quelV  ultime  pro- 
^  porzionalii^  lono  eguali  ,  cioè  TznD.,  ed  effendo  per  la  lup- 

•  pofizione  e  d  radici  fvnilf  delle  relpettive  grandezze  eguali 
T,  e  D,  anche  t  è  uguale  a  d  pel  corollario  II.  del  teore- 

■  ma  LXXVI.;  e  perciò  la  loltituzione  di  d  in  vece  della  lua 
eguale  f  nella  proporzionali tk  a.b::c.t^  farh  conofccre ,  in 
virtù  del  corollario  IX.  de' principj,  che  IuHìIIq  quella  propor- 
zionalità a  ,b::c  .d. 

Corollario  XL 

S  E  quattro  grandezze  fono  proporzionali,  anche  le  loro  ra- 
dici ftmdi  di  qualjivoglia  grado ^  venendo  alzate  ad  una  digni^» 
tU  di  qualunque  grado ^  e  prefe  con  lo  tleis'  ordine ,  lono  pro- 
porzionali ,  purché  tutte  quattro  le  luddette  radici  fieno  elo* 
vate  alla,medefima  dignità* 

Corollario  XIL  • 

E  Se  quattro  grandezze  fono  proporzionali,  prendendo  le  ra- 
dici di  qualG voglia  gr^ido  delle  loro  radici  fimili  (  di  qualun- 
que grado  fieno  ancor  quelle  )>  laranno  proporzionali  anche 
le  mtwe  ràdici  delle  radici;  purché  ancora  le  medefime  nuvoe 
radici  fieno  fimli  tré  /ptpli  e  dilpoile  col  medefimo  ordine. 

Sco- 


I 
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I L  primo  ài  quefti  due  ultimi  corollarj  è  fnaiiifeftamentc  com- 
prelo  nd  corQUario  IX* 9  e  il  fecondo  è  pomprefo  nel  corolla- 
rio X,  ;  Ciò  è  (:hiaro  ;  perchè  nello  llcdb  corollario  X.  fi  è  dt<- 
inollrjitP>  che  Cy      cioè  le  radici  Jimili  di  A-,  B, 

D  (  grandezze  proporzionali  )  lono  anch*  elTe  proporzionali ,  e 
perciò  le  radici  fimili ,  e^.  d'  altre  radici ,  ec»  /araono  radici 
pmlì  di  gr^dezz^  pfopprzionali. 

Corollario  XIIL 

JL#A  proporzione^  è  duplicatji  di  i^;     proporzione  ^ 

triplicata  di  ~  ;  la  proporzione  -^^^^  ^  ^uadraplicata  di  ^ ,  e 
fimilmente  in  infinito^ 

:5  X  i  ^=  7  >^  J  >^  7  ^  J'  ^  fimilmente,  ce;  adunque  per 
la  defìnizione  XXVIII.  ||  è  duplicata  di  4  ^  tripUcata. 
di  -^i         è  quadruplicata  di      e  ùmilmente ,  cc« 

Teprpwa  X.XXXIV. 

SA  C 
£  la  proporzione      è  in  qualunque  modo  moltiplice  di  ^  ; 

iodico^  che  la  pfoponuope  ^  laik  egualmente  moltipiiGe  della  pr»-  < 

porzione 

Dimostrazione. 

pEr  la  fuppofizione  -^^^-X^X^  ,  ec.  ;  ma  pel  teorema 

LXXXIII.  3X-^X-|,  ec.  è  uguale  a  ^J—;  adunque  pel  co- 
roUario  XI.  de'  principi  e  c«h^  4=bK 

ma  pel  teorema  LXXXIII.  x  ^  x  ^,  ec;  adunque 

B      D      D  D 

^  =  — X^X^>  ce.  pei  corollario  XI.  de' principi*  Il  che  do- 
vea  dimolbrarfi.  Tao* 
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Teorema  LXXXV. 

SA  •     •        f  B 

la  la  proporzione  ^  in  qualunque  modo  moltiplice  di  ^,  e 

la  proporzióne  ^  fia  egualmente  moltiplkc  di  ^  ;  io  ^  dico  9 

che  la  proporzione  ~  è  ugualmente  moltiplice  di  . 

Dimostrazione. 

Sia  y =f  X  f  X  |>  ccfark  per  la  fuppofizione  J.=  §  X  5-  X |*  , 
ec.  ma  pel  teorema  LXXXHL  |-X  |  X  |,  ^=^Uó\  ìc,'  «  l" 
X  3  X  5>  cc.=^*  ^;  adunque  pel  corollario  XI.  dc'principj 

ji      BBB m  ec.  B  ecc.  te.  •«         i»  v  •   •  Jk  ' 

^È^,  ma  pd  teorema  Uaxm.^|^=|x|x|> «Ci 
adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj  --s^x^-X^-)  ec.  va- 
le a  dire  ^  è  tanto  moltiplice  di  J-,  quanto  ^  e  ^  di 
^.   li  che  dovea.  dimoftrarfi« 

Teorema  LXXXVI. 

L*  Efpreflion^  BBB,  ec.  rapprefenti  qualfivogfia  dignitk  di  Bf 
e  T  elpreffioni  AAAy  ec.  GGG»  ec  ec.  rapprefeotino 

dignità  fimili  relpettivamente  di  Ay  di  G«  e  di  £. 
Sia  la  proporzione  di  P  verfo      eguale  alla  proporzione 

di  ^j^^-^  verlo  ;  io  dico  ,  che  la  proporzione  di  P 

vedo  ^  è  tanto  moltiplice  della  proporzione  di  j  verfo  y  ^ 

^qtumta  è  la  dignitk  jSBB,  ec.  di  J3. 

Dimostrazione. 

i'EI  teorema  ULXXIIL  5^^=  jXjX;j,  «ce  jgj;;;: 
jX  j X  j>  ce. 

Per 
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P«,  r  if  oteG  f  lU  »  Jfc,  come  5^13*-  fta  a  ;  a- 

^que      -cowllaTio  IX.  de'  principi 

(  f  )  i»  fta  «  ig.- :  I- X  j  X  7 ,  ec  lU  «  I X I X I ,  ec 

fi  dcfigni  per  maggior  chiarezza,  la  ^  con  U  lettera  ir,  c  U 

^  con  la  lettera     e  fera  cc.iz  rrr,  ec  ficcome 

tX  tX  r>      ^^^^'^  eguale  a        ec.  di  modo  che  la  propor- 

^  p  P       tir  ce 

zipnalitk  (  I  )  prenderà  quefta  fembianza  ]^==7;;7~;  ;  ma  pd 
teorema  LXXXIH.  J^=:f  x  f  xf,  ec;  adunque  ^  è  i». 

guale  ad  T-X-pX-p?  ec.  pei  corollario  XI.  de' principj,  cioè 
y-  è  r/i/iro  moltiplice  di  ^  quanta  è  la  dignità  BBB  ,  ec.  di 
By  ed  eflèndofi  rapprefentata  con  ^  la  proporzione  di  j  vep* 
fo  ^ ,  ne  fiegue ,  che  la  proi>orzione  di  P  verfo  jg  è  tanto 
moltiplice  della  proporzione  di  —  verlo  — ,  quanta  è  la  digni* 
|k  £^jB  di        I(  cl^e  dovea  dimoArafii. 

TeoremaLXXXVII. 

SJt  c 
E  la  proporzione  —  è  duplicata  della  proporzione  27  >  e  la 

proporzione  ~  è  duplicata  della  proporzione  jr  ;  io  dico,  che 

j  è  ^uadmpiicapt  di  |>« 

Dimostrazione. 
pEr  r  ipotcfi  f  =1 X  j,  e  pel  teorema  VODOIL  jXjssi 

EE        1  C  EE 

jjp;  adunque  5=^. 

/ICC 

Per  1' ipotcfi  J^^'X^'j  ed  effendo  pel  teorema  XLII. 
Fx|=ffxg,  è  ancora  ^=^|x||:  di  più  pel  teorema 

E  per- 


•y 
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E  perciò  ia  virtù  del  corollario  XI.  de'  principi  la  fteffa  - 

^TffTJTf)  *  ™*  P«l  corolUrio  IV.  del  teorema  LX}aU» 
(££)  ,  ed  (FJ?)  (^F)±lFFFF;  adùnqui 

pel  corollario  EL  de*  principi  4=yF%^  P*^^  corollario  XIII. 
del  teorema  LXXXIII.  ^  è  ^uadrupUcaia  di  U  che  dovea 
dimoftradi.- 

TBoaBicA  LXXXVIII. 

Se  la  proporzione  ^  è  quadruplicata  di  c  la  proporzio* 
ne  j  h  duplica»  di  ^;  io  dico,  che  j  è  duplicata  di  |. 

Dimostrazione, 

I.  PEr  r  ipotefi  7=|'X^Xjx|-,  e  pel  teorema  LXXXII. 

c  w  c  ^  ^  w  c     ecce  A     ecce  , 

XX-5X-3X-5=^^;  adunque  7=^^^  pel  corollario  XI. 

*  de*  principi. 

Pel  corollario  IV,  del  teorema  LXXXI.  (CC)  {CC)::iCCCC ,  e 
{DD){DD)zs:DDDD;  adunque  pel  corollario  Vili,  de'  principi 

ecce       (  ce  )  (  ce  )  t  r' 

DD)(Dp)  >  ^  confeguen  te  mente  pel  corollario  XI.  de* 

principi  ^=:^|SIJ££>  :  in  oltre  pel  teoiema  LXXXIII. 

^  ce  ■)     ce  ce 

7^^^2>z>  e  perciò  in  virtù  del  corollario  XI.  dc'prin» 

..  if    ce  ce 

II.  Per  1* ipotefi  4=^x§-,  e  pel  teorema  LXXXIII. 
^=s^;  adunque  pel  corollario  XI.  de'  principj  7  =  2)5>  ™* 
nel  primo  punto  li  è  provato  edere  ^=s^X^;  adunque  in 

vy-tù  del  corollario  IL  del  teorema  XLIU.  -5  =  7X7.  Il  che 
dovea  dimodrarii. 

Scòlio* 

I  Due  precedenti  teoremi|  benché  femplicilTimi  >  fi  fono  qui 

I  i  podi, 
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poiti  ,  perchè  le  loro  dimoilrazioni  fanno  conofccrc  la  maniera 
con  cui  poflbno  dimottraifi  infiniti  teoremi  confimili ,  i  quali 
potrebbero  comprenderfi  nei  due  feguenti  teoiremi  generali , 
mtclliglbili  ai  periti  del  calcolo  degli  efponentL 

Il  primo  dunque  degl*  infratcritti  teoremi  k  relazione  al  teo- 
rema LXXXVIL,  e  il  fecondo  al  teorema  LXXXVIII. 

.         Teorema  Generale. 

L  fi  \txtert  m ,  ed  «  defignino  due  numeri  interi ,  e  pofiti- 
tivi  ad  arbitrio;  .  ^ 

Io  dico ,  che  fe  la  proporzione     è  mpHeata  della  propor« 

zione  §  >  e  la  proporzione  ^  è  npltcata  della  proporzione  y  , 
la  fte(&  ^  iàrlk  mnplkéus  di  -f. 

Dimostrazione. 
PEt  ripotefi  ^  è  n^kata  di  |,  ma  pel  teorema  LXXXIIL 
la  proporzione,  eh' è  nflkàta  ^  jyh  uguale  ad     ;  adunqQe 

Per  r  ipotefi  ^  è  mfìscata  di  ~  ;  ed  eflendo  pel  teorema  XLIII. 
la  proporzione  mplkM  di  ^  eguale  alla  proporzione  mplica» 
di  f! ,  ne  Icgue ,  che  |  è  mpiicsfa  ^  £  ;  ma  pel  teorema 
LXXXllI.»  e  pel  corollario  III.  del  teorema  LXXXl.  la  pro- 
porzione mpihMM  di  p  è  uguale  ad  ~ ,  conforme  apparifce 
chiaramente  a  chi  confiderà  la  cola  con  attenzione  ;  adunque 
^  è  uguale  ad  * 

In  fine  pel  corollario  XIII.  del  teorema  LXXXIII.  la  pro- 
porzione js»  è  mmfìksia  di  <j  ;  adunque  la  proporzione  è 
mnpikafa  di  ^.  Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Dinotino      ed  1»  due  numeri  interi,  e  pofitivl  ad  arbitrio, 

cojne 
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come  (ciptà;  io  dico,  che  le  k  proporzione  j  è  mnpUcsfa  di 
£  ,  e  la  proporzione  j  è  nplicsfa  di  J  ,  la  ftefla  ^  larìi 
mplicafa  di  • 

.  DiMOSTRAZIONB. 

I.  P£r  ripotefi  4  ^  mnplicafM  iì  ^  ,e  pel  teorema LXXXIIL 

la  proporzione  wmpliaifit     n  ^  Uguale  a  y.**;  adunque 

,  ma  pel  teorema  LXXXlII. ,  e  pel  corollario  III.  del 

c*  e** 

teorema  LXXXI.  la  proporzione  mpiicafa  di  ^  è  uguale  a  ^ 
come  divien  manifefto  n  chi  vi  riflette  con  mediocre  attenzio- 
zione;  adunque  è  uguale  idl^i  proporzione  mpfies^s  ^^  77** 
II.  Per  r  ipotefi  è  nplicata  di  ^  ,e  pel  teorema LXXXIII. 
la  proporzione;  nfltcata  di  è  uguale  a  adunque  —  è  Up 
guale  a  ma  nel  primo  punto  fi  è  provato»  che  uguft> 
le  alla  proporzbne  mplicM  di  ^  ;  adunque  in  virtik  del  co- 
rollario  II.  del  teorema  XLII.  Ja  proporzione  è  mpiicafa  di 
4*  li  che  dovea  dimoftrarfi» 

Teorema  X-XXXIX, 

R  Apprefentino       ^  §       proporzioni  in  generale;  io  dico, 

che  la  proporzione  di  's  verfo  ^  i  compolU  delle  due  piopor* 
ziom       c  ^. 

PjMOST  RAZIONE, 

Pei  teorema  XXII.,  e  per  b  definizione  XXIII.,  la  propor* 

''AC  AB 

zione  di  —  a  ^  è  compofta  della  proporzione  di  —  a  —,c  del- 
la proporzione  di     a  ^  ;  ma  pel  corollario  Vili,  de'  principi 

la  proporzione  di  —  a  ^  è  uguale  alla  proporzione  di  -  a  ^ 

li  2  men- 
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mentre  pel  coroUarìo  VII.  de*  principj  -f^^-;  adunque  pel 

A  C 

teorema  XLIII.  la  proporzione  di     a  ^écompofta  della  prò- 

AB  ce 

porzione  di  -  a  ~,  e  della  proporzione        a  ^* 

In  oltre  pel  teorema  III,  fi  a  .  -2  :  :  ^.  B ,  e  pel  teore- 
ma IX.  fi  k  ^  .  ^  :  :  D  :  C  ;  adunque  la  proporzione  di  ^ 
a  ^  è  compofta  di  due  proporzioni  eguali  alle  due  proporzio- 
ni  e  «^^e  fìirrogando  quelle  in  luogo  delle  due  ad  effe 
eguali,  fi  rende  manifefto  in  vigore  del  teorema  XLIII. ,  che 
la  proporzione  di  a  ^  è  compofta  delie  due  proporzioni 
€  ^.  U  che  dovea  dimoftrarfi. 

jtìtrs  Jimoftraxfone» 

Là  proporzione  di  ^  verfo  ^  è  uguale  ad  ^  pel  teorema 

LXXVIL,  e  il  prodotto  ~  X  |  è  anch*  eflb  ^nale  ad  pel 

teorema  LXXXIII.  ;  adunque  la  proporzione  di-*^  vcrio  ^  è 
uguale  al  prodotto  X  ^pel  corollario  XI«  de' principi,. e  quin- 
di la  proporzione  di  verfo  ^  è  comporta  delle  due  proponrio- 
ni  ^  >  e     per  la  definizione  XXIII. .  Il  che  dovea  dimoilrarfi  • 

Corollario. 

Li  A  proporzione  di  ^  verfo  ^  è  uguale  al  quoziente  di  ^ 

divifa  per  —  ; 

Imperciocché  per  quello  >  che  fi  è  provato  nella  feconda  di- 
moft razione  di  quedo  teorema,  la  proporzione  di  -  verfo  ^ 

A      D  A  C 

jè  uguale  ad  X  -^^  e  il  quoziente  di  -  divifa  per  -  è  uguap 
le  anch' efib  ad         pel  teorema  LVII.;  adunque,  ec 

Tao- 
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DA  C 
[notino  come  fopra  ^  »  e  ~  due  proporzioni  in  generale  ; 

A  C 

io  dico ,  che  la  proporzione  di  «t?  a  ?  è  compofta  delle  due  proi 

.  .AD 

porzioni      e  j* 

Dimostrazione. 

Ei  teorema  precedente  la  proporzione  -5  ^  7>  ^  comporta 
delle  due  proporzioni  e  -j- adunque  per  la  definizione  XXIII. 
la  proporzione  di     a^  è  uguale  al  prodotto  di  "^X-^' 

Si  confideri  ora ,  che  pel  corollario  li.  del  teorema  XXIX 
la  proporzione  di  ~  a  ^  è  uguale  alla  proporzione     ^  &  ^  ; 

adunque  pel  corollario  XI.  de' principi  la  proporzione  <li  ^  a  ^ 
è  uguale  anch*  eflà  al  prodotto     X  *?  9  cioè  per  la  definizione 

A  C 

XXIII.  la  pr(^rzione  di  —  ^  27  ^  compoita  delle  due  propor- 
zioni ^)  e  ^.  li  che  dovea  dimoftrarfi. 

Teorema  XCL 

Esprimano  C,  Qy  H  otto  grandezze  o* 

mogenee  in  generale;  io  dico,  che 

(  I  )  la  proporzione  di  j  verfo  -  (la  alla  proporzione  di 

verfo  Y  come  la  proporzione  di  <j  verfo  j  fta  alla  propose 
•zume  di  -  verfo  — . 

Di  mostr  azione. 

I.  £gIì  è  maniferto^  che  lulhlie  quefta  proporzionalità: 

EB  '  CD'    be'  DG* 

Imperciocché  elTcndo  pel  teorema  LXXTX.  BB^BE^  t  CD 
DG  (  purché  fia  la  rtelTa  1'  unii'a  ,  che  fi  afiume  per  la  for- 
mazione de' prodotti  AFy  EBy  BE^  e  purché  i  prodotti  CHj 


l 
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Gf>,  DO  fieno  anch*eflì  formaci  con  una  medefìma  uìììùl)  ne 

fegue,  che  le  proporzioni      ,      0f>     ^"^^  fanno  relpetti- 

vamente  il  primo,  e  il  terzo  termine  della  ptoporzionaUtk  (a) 
lìMio  eguali  tra  loro  pel  corollario  VIIL  de'  principi ,  e  per- 1» 


ftelTo  corollario  le  proporzioni        e       ohe  fanno  refpectivati 

«ente  il  fecondo  ,  e  il  quarto  termine  della  proporzionalità 
(2)  iono  anch' eflè  eguali  tra  loro;  adunque  per  lo  ftcffo  co- 
rollario Vili,  de'principj  la  proporzionalità  (2)  fuffifte, 

II.  Ora  pei  teorema  LXXVIL ,  ia  proporzione  di  ^  verfo 
i  è  uguale  alla  proporzione  la  proporzione  di  |  verfo  | 
è  uguale  alla  proporzione  ,  la  proporzione  di  i  verfo  |.  è 
uguale  alla  proporzione  0  ,  e  finalmente  la  proporzione  di  ^ 
verfo  -  e  uguale  alla  proporzione  ~  ;  adunc^ue  ponendo  nel- 
la proporzionalitk  (a)  in  luogo  disile  quattro  proporzioni  ^  , 
cb''BÉ^DG  quattro  refpettive  proporzioni,  che  In  que- 

fto  lecondo  punto  fono  ftate  dimoftrate  ad  efle  eguali;  la  pro- 

{>orzionalit^,  che  ne  rifulta,  farà  lufTifìenre  in  vigore  del  coroU 
ario  IX.  de'principj,  ma  la  proporzionalità,  che  ne  rilulta  è 
appunto  la  proporzionalità  (  i  )  ;  adunque  la  proporzionaiitk 
(  I  )  fuffifte.    Il  che  dovea  dimoftrarfi , 

jtìtrs  dimoftrm(jaiie  • 

Pei  corollario  II.  del  teorema  XXIX.,  la  proporzione  di  f 
verfo  j  è  uguale  alla  proporzione  di  ^  vedo  f  9  e  la  propor- 
zione di  ^  verfo  -  è  uguale  alla  proporzione  di  ^  verfo  ^  ; 

adunque  la  proporzionalità  (i)  fuffifte;  poiché  pel  corollario 
yin.  de'  principi ,  due  antecedenti  eguali  anno  egual  propor- 
zione a  due  confeguenti  eguali.    Il  che  dovea  dimoltrarfi. 

.   Teorema  XCIL 

E»  A  T 

Sprimano  5-»  ed  ^  due  proporzioni  in  generale. 
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Delle  Proporzioni  Geometriche. 
j!^  ce.  rappreienti  quaifivoglia  dignitk  di  ed  anche  la  Téin- 
plice  A  y  c  B  ^  ec,  rapprelenti  una  dignità  fimile  di  B ,  ed 
anche  la  (emplice  B;  ec.  A  rapprelenti  una  dignith  di  A^ 
il  di  cui  grado  elprimaiì  con.  un  numero,  il  quale  luperi  d'una 
unità  il  numero,  che  elpone  la  dignità  A^  ec.  e  5,  ce.  J5  de- 
noti una  dignità  fimile  di  B\  verbigrazia  ,  fé  A^  ec.  fignifìca 
la  femplice  allora  A^  ec.  A  fignificherà  AA\^  c  ce.  B 
lignificherà  BB;  le  jfy  ec.  fignifica  AA.^  allora,  A^  ec.  A  fi- 
gnificheÀ  gAAAy  e  jP>  ec  À  %tiificheÀ  BBBy  lè  ec.  fi. 
gnifichei^  AAA^  alloia  Aj  ec*  A  fignifichen^  AAAAy  ^  B^ 
co*  B  fignificheri  BBBBy  e  cos\  Tempre,  ec. 

Ciò  pollo  ;  io  dico  in  primo  luogo ,  che  Te      è  uguale  ad 

il  prodotto  y  X^4àA  eguale  ad  ^  ^ 

Io  dico  in  fecondo  luogo,  che  fe  il  prodotto     X     c  ugu^ 

le  ad  j^-^y»  la  proporzione  ^  farà  eguale  ad 

DimoJìroT^one  della  prima  parte. 
Si  k  per  la  definizione  XXL,  è  XXII.  quelU  proporzionalità: 

.     V    Z     ><  .  .  A,  te.    A      A,  ec. 

ma  pel  . teorema  XXIII.  è  uguale  ad  ;  a- 

dunque  il  quarto  termine  della'  proporzionalità  (i)  è  uguale 
ad  t  c  confeguentcmente  pel  corollario  IX*  de^  priiìcipj 

fufliite  quell'altra  proporzionalità: 

/   \    Z     A  ^  ^  Ay  te.    A,  ce.  A 

Di  nuovo;  per  la  definizione  XXI. i  e XXII.  fi  k quell'altra 
proporzionalità: 

ì  due  primi  termini  della  quale  fono  gì'  ifteflì,  che  i  due  pri- 
mi termini  delia  proporzionalità  (2),  e  di  più  il  terzo  termi- 
ne della  proporzionalità  (3)  per  l' ipotcfi  è  uguale  al  terzo  ter- 
mine delia  propoizion4Ìità  (2);  adunque  pel.  teorema  I.  il  quat- 
to 
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to  termine  della  proporzionalità  (  3  )  ^  uguale  al  quarto  ter* 

mine  della  pioponsionaiìtV  ()),  v^le  a  dire    X  ^  ^  uguale  ad 

U  sbfi  dQve»  dimpftntrfi  primieramente. 

DtmftfMxiim  d4U  ftnnda  parte  m 

La  proporzionalità  (3)1  *  (  ^  )  ^"^^  comuni  i  primi,  e  i 
lecondi  termini,  e  per  1'  ipotefi  i  loro  quarti  termini  fono  e- 
guali  ;  adunque  pel  teorema  I.  il  terzo  termine  della  propor- 
zionalità (  3  )  è  uguale  al  terzo  termine  della  proporzionalitìL 

(2),  aioè  -^è  uguale  ad  li  che  dpvea  fecondariamence 

dimoftrarfi» 

Scolio. 

^Llorchè  Ay  te,  fignifìca  la  femplice  non  occorre  va« 
lerfi  dei  teorema  XXIII. ,  come  (ì  e  dovuto  fare  lìella  dirao- 
ftrazione  della  prima  parte,  di  modo  che  la  prova  in  tal  cafo 
è  alquanto  più  ièmplice. 

Tbokbma  XCIIL 

Sleno  quattro  grandezze  omogenee  date  C,  Z),  e  la 

proporzione  ^  fuppongafi  compoila  della  proporzione  duplicata 
di      e  della  proporzione      io  dico»  che  ia  proporzione 
i  uguale  alla  proporzione  ^  . 

DlMOSTRàZIONB. 

PEr  la  fuppofizione,  e  per  le  definizioni  XXI.)  XXII.,  XXIIL, 
e  XXIV.  fi  à  ^  pon«n<lopc^toinqueftapro- 

porzionalitk  in  vece  di  ^  la  proporzione  che  gli  e  ugua- 
le pei  corollario  VII.  de*  principi,  e  in  vece  di  «^x^  la  7^  » 
che  gli  è  uguale  pel  teoriema  LXXXIII. ,  fi  avi^  in  ^irtù  del 
corollario  IX.  de' principi  3'^^ ^  |  -f  ' 

In 
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In  oltre  pel  teorema  LXXVII.  —  fta  ad  — ,  come  bD  fta  a 

CA  ;  adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj  A  avrV  ancora 

Il .  ~  iiBD.CA^;  ma  pel  teorema  IIL  ||  <la  ad  ^  »  come 

BB  ad  AA;  adunque  per  lo  fbflb  corollario  XL  de*  principj 
iuflifteili  quefi" altra  propor^'onalitìt:  jBB.AA::BD,CA,  e  per* 
mufmuh  BB»BD::  AA»CA.'  ora,  pel  teorema  LXXIII. ,  e  ^r^f* 
fpomtuh  É,D:i  BB*BDy  e  pel  teorema  LXXII.|  e  frajponendo 
A»C li AA*C A;  adunque  pel  corollario  XII.  de'  principi  BM 

Il  A.C  y  e  permufamio  E,  A::  D.C  j  indi  convertendo  =^  5  • 
Il  che  dovea  dimoiirarfl. 

PEr  ripoteli  ^  =  jXjX^y  ma  pel  coroUario  IV.  del  teo- 
rema  LXXXIII.  è  uguale  ad  7  X  7  X  |  ;  adunque  pel  co- 
lollario  XI.  de*  principj  ^=^4^*  ^  eflèndo  pel  corollario  V* 

dello  fteflb  teorema  LXXXIII.  eziandio  pel  co- 

A      AA  A 

roUario  XI.  de'  principj  —  =     ;  moltiplicando  pertanto  ^  per 
ed  1^  per  la  medefima       fi  arà  pei  L  coroUario  dèi 

A      C      AA  C 

teorema  XXIV.  7:  X -2  =  5?;  X  t  riflettafi,  che  pel  corollario 
IV.  del  teorema  LlKXXIII.  ^=:lx  ^,  ed  è  uguale  ad 
^  ^  7'  e  fi  renderai  manifefto  pel  corollario  XII.  de'  principj  , 

che  ^=^^;  avendoti  dunque  pel  corollario  V.  del  teorema 

LXXXIII.  ^  eguale  a  ^,  ed         eguale  ad     ,  li  renderà 

egualmente  chiaro  pel  corollario  XIL  de*  prìncip)}  che^s^  • 
Il  che  dovea  dimoftrarfi  • 

•  Tborbma  XCIV. 

CSprimano-'f  ^  7:  due  proporzioni  date;  io  dico,  che  fe  ^ 

ftsL  a  ^  y  cornei  ad  ^9  la  proporzione*^  è  ugualea^x  3;  • 

Kk  Dt- 


Dl  MOSTRAZlON  Et 

Pei  teorema  LXXVII.  4  ft»  a  come  AD  z  BC ;  laonde 
eflèndo  per  V  ipotefi  •  5  :  :  ^  •  ^>  l^^k  £el  corollario  XI.  de'  prin- 
cip)  iS  =  7>  fi  inoltiplichi  per  -2,  e  i,per  U  fteffa  e 
pd  coroUario  I.  del  teorema  XXIV.  fi  ycdrà  eflère  ~  X  f = 
£x  ma  pel  cofoUario  IV.  del  teorema  LXXXIIL~èo> 
guale'ad  ^  X  adunque  ^-Ì2  =  ^  .X  f  pd  concio  XI^ 
principi  ;  di  più  pel  corollario  V.  del  teorema  LXXXIII.  ^ 
è  uguale  a  ^,  adunque  pel  corolkirìó  XI.  de'principj  jX 
4*  Il  che  dovea  dimoHrarfi. 

A  Bbiamo  per  V  ipotefi  ^  .  |  :  :  S .  ^,  ma  pel  corollario  V.  del 
teorema  XXIX.,  e  trafponctuh  |  fta  a  co««  4  ^ 
pel  teorema  III.  fta  ad  ,  come  B  ad  ^;  adunque  pel  co- 
rollario XII.  de'  principi  -f  •  "l  •  •  4  •  1  »  «  frJf^tmfmdo^  indi  am^ 
vertendo  4  •  4  ^  •  4  •  7  ^  e  conieguentemcntc  per  le  definizioni^ 

XXI.,  e  XXII.  ^=4  X  4*  Il  che  dovea  dimoftrarfi- 

Teorema  XCV. 

S  leno  le  due  proporzioni  date  4  »  ^  5  *  ^  abbiafi     .  ^  •  • 
C*Z);  io  dico,  che  <4s^X3> 

DIMOSTRAZIONE* 

In  virtù  del  teorema  LXXVII.  -5  fta  a  §,  come  AD  sl  BO, 
e  per  chè  fi  fuppone  ^  .  5  :  : C.  i>,  fi  avrà  pel  corollario  XI.  de'  prin- 

cipj 


^pi^^J*  di  xQ^akts^  cibe  moltiplicando  per  ^  tanto 
quanto  5*9  fi  conofceÀ  pel  oorollarìo  L  dd  teorema  XXIV« 
^X^^^-X^*»  ed  elfendo  pei  corollario  IV.  del  teorema 
LXXXIII.^  eguale  ad  ^x^-)  eziandio  pel' corollario 
XL  de*  principi  ^^^^'X  5  >  ma  pel  coroUarìo  V.  del  teore- 
ma  LXXXIII.  è  uguale  ad  ^;  adunque  pel  corollario  XL 
de*principj  jr^^X^**   Il  che  dovea  dimoftfìufi. 

LA      C  CD 
'  Ipotefi       j .  —  :  :  C .  D  ;  e  pel  teorema  III.  fi  h  ^  .  5-  - 

AC  CD 

CD;  adunque  pel  corollario  XI.  de'  principi  j  •  27  *  •  i7  •  ZT  > 

D     C        C  A 

cioè  tra/ponendo  j  indi  convertendo  27*  5"  '  *  •  J>  ^  quindi  per 
le  definivoni  XXI.,  e  XXIL ^=|^x|--   U  che  dovea  dimo- 

ftrarfi .  •  '  •      •  , 

Scolio. 

I N  quefti  due  ultimi  teoremi  •  non  è  punto  necellario  »  che  i 
termini  della  proporzione  ^  fieno  omogenei  a  quelli  della  pro- 
porzione ^  ;  nel  progreflTo  però  delle  dimodrazioni  prime  de' 
due  medefimi  teoremi,  tacitamente  fi  iuppone^  che  i  termini 

C  A 

di  ^  fieno  omogenei  ai  termini  di  ^ ,  coinè  apparifce  a  chi 

con  attenzione  le  confiderà  *  mentre  fi  adopera  in  effe  il  co- 
xoUario  IV.  del  teorema  LXXXIII. ,  qual  ìcorollariò  \  dipen- 
denza dai  teorema  LXXXI.  Per  render  dunque  generali  le 
fuddette  prime  dimoftrazioni,  s*  immagint  per  era^  che  i  ter- 

mini  di  ~  fieno  omogenei  a  quelli  di  —,  e  pongafi  la  propor- 
zione ^  eguale  ^lla  ^  |  ma  tale ,  che  i  fuoi  termini  non  fie* 

Kk  2  no 
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no  omogenei  a  quelli  ^,  e  per  confeguenza  non  iìeno  nep- 
pure omogenei  a  quelli  j' 

Ponendo^  pertanto  7=5  >  Tark  convertendo  T-^f*»  ma  fi 
è  provato  nella  prima  dimoftrazìone  del  teorema  XCIV.^  che 

X  ji  adunque  pel  corollario  XI.  de'  principj  i=  j  y  ^r* 

e  queilo  è  ciò ,  elle  fi  aflferifce  generalmente  nei  teorema 
XCIV. 

Si  è  provato  nella  prima  dimoftrazìone  del  teorema  XCV., 
che  7=5*  X§-;  ma  fi  é  pofto  7=5*;  adnnqne  pd  teorema, 

XLIII.  jzszjXj'  e. quella  è  T  alTerzione  generale  del  teore- 
ma xcv. 

TBoasMA  XCVI. 

Sleno  By  D  quattro  grandezze  date,  le  due  prime 
delle  quali  lòno  tra  loro  omogenee  )  e  le  due  ultime  fono  o- 

mogenee  tra  loro;  io  dico  pnmitframente,  che  fé  ^  è  uguale 

S      B  AC 

87X79  foffifte  quefta  proporzionalità  7 .  ^  :  :  B .  if  • 

ce 

Io  dico  fecondariamenté»  che  fé  j  è  uguale  a  ^x^-^u^* 

fte  queft'  altra  proporzionalità  —  .  —  :  :  C .  D . 

La  primà  parte  di  quefto  teorema  è  la  propofizione  conver- 
fa  del  teorema  XCIV. ,  e  la  leconda  parte  è  la  converla  del 
leorcma  XCV. 

Dimojhaxtonc  della  prìmé  pam* 

Pei  teorema  IIL  j|.|^::£B.£if,  e  pel  teorema  LXXIII. 

BB . BAi 'B-A;  adunque  pel  corollario  XI.  de* principi  dee  fii* 
fifiere  queda  fM'oporzìonalit^: 

.     .     BB  B/f 

V  '  /  ij/j  •  Wif  •  '  ^  •  ' 

ma  pel  teorema  LXXXIIL  -j^  è  uguale  a  ^  x  -3  ( 

cioè,  per  la 
fuppo- 
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fuppofizione)a'^9  e  pel  teorema  LXXIl.  ^  è  uguale  a  <|  ; 

adunque  furrogando  nella  proporzionalità  (  i  )  grandezze  eguali 
in  cambio  d' eguali,  efla  in  vigore  del  coroUano  IX*  de'  pn)l- 

D  B 

cip;  diverrà  la  legucnte  7:      •  '  B  • 

Di  pili  pel  corollario  V.  dei  teorema  XXIX.  4  fta  a  ^ ,  co- 
me  ^  a      e  confeguentemente  pel  corollario  XI.  de'principj 

7  •q'''^*^'  ^i  che  dovea  primieramente  dimoftrarfi. 

l^moftraT^ionf  della  feconda  parte* 

r-  Chiaro  pel  teorema  III.>  che  'j^j^iiCCXDj  e  pd  teore- 
ma LXXIII. )  che  CC.CDiiC.Df  di  maniera  che  il  corolla* 
rio  XI.  de' princìpi  moftra  iuisiJlente  quetta  proporzionalità: 

/    \  ce    CD  ^ 

\   ^  DO  DD  »  ce 

ora  pel  teorema  UCXXIIT.  ^  è  uguale  ^  ^X^y  vale  a  di- 
re in  virti!i  dell*  ipotefi  ad    ,  e  pel  teorema  LXXU.  ^  ^  t^  • 

guale  a  y;  ;  laonde  ponendo  grandezze  eguali  in  luogo  d*  egua- 

AC 

li  nella  proporzionalità  (2),  ne  verrà  .^::C.P.  Il  che 
dovea  fecondariamente  dimoftrarfi. 

Teorema  XCVII. 

Sb  due  grandezze  ed  £  tra  lord  omogenee  fono  molti* 
pUcate  ad  una  ad  una  per  una  medefima  grandezza  B  di  qua> 
lunque  Ipecie;  io  dico>  che^Bzti^^  è  uguale  ad  (^Az±.E)B*^ 

Dimostrazione. 

PEf  la  definizione  XXXVI.  fi  anno  ({uefte  due  proporzionali- 
tà: Z.A'.'.B.^B^  2,.E.  :B,EB  ^  e  convertendo  fi  anno  qiiefte 
altre  due  proporzionalità:  A.Z::AB,B^  E.Z::EB,Bj  laonde 
pel  corollario  XII.  del  teorema  II.  fi  vede  efTere 

Az±E,Z  '.\  AB^EB.B  ^  e  convenendo  Z  ,Az±E:.B.AB 
Si:  £5;  ma  per  la  definizione  XXXVI.  fi  à  Z.ji:±E  ::B^ 
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(^"4-  £)  By  adunque  pel  teorema  L  i  quarti  termini  di  que- 
lle due  ultime  proporzionalità  fono  eguali ,  cioè  AB  z±  EB 
(  ^  zt  £  )  B .  Il  cne  dovea  dimoftnTrfi- 

COROLLARIO. 

S  £  tre  grandezze  I  tra  loro  omogenee  fono  ^d  una 

ad  una  moltiplicate  per  una  fteflàb-  grandezza  jB  di  qualunque 
fpecie  ;  io  dico ,  che  ifB  db  £B  =^  /B  e  uguale  ad  (Az±  £  7  /)  B; 

Prendali  ^zzA^E;  hA  per  quello  teorema  =t  £B= 
(^H:£)b,  ed  eflendo  pel  corollario  del  teorema  LXXIL  (A 
rir£)  B=«^B  1  lai^  altresì  ABitEB  eguale  a  jgB;  adunque 
ABttEB'^lB  faik  eguale  a  ^B^lB;  ma  pel  prelènte  teo- 
rema fi  k  jgBqp/BZ=(j^=7/)B;  adunque  Ab^EB^JB:^ 
(j^:7/)B,  e  perciò  ponendo  in  luogo  di  il  lue  valore  A 
i±£,  finalmente  fi  ottiene  ABztEB^JBZz{AztE^J)B* 

Scolio. 

iN  fimigliante  guifa  fi  procederi  per  dimollrare  il  fimile  ne' 
cafi  di  maggior  numero  di  grandezze  tra  loro  omogenee  ,  ad 
una  ad  una  moltiplicate  per  una  (leda  grandezza  di  qualunque 
fpecie,  paflàndo  femore  dal  calo  piii  femplice  al  cafo  immedia- 
tamente pih  compoito,  cioè  dal  cafo  di  tre  gifthdezze  al  cafò 
di  quattro ,  dal  cafo  di  quattro  grandezze  al  calo  di  cinque , 
c  così  fempre,  ec 

Teorema  XCVIII. 

Se  una  OefìTa  grandezza  B  è  moltiplicata  per  due  grandezze  Ay 
eàEy  che  debbono  efTere  tra  loro  omogenee,  ma  poflbno  effere 
di  Ipecie  dìveria  dalla  B;  io  dico,  ^he  BAz^BE  é  uguale  a 

DXMOSTRAZto'NB* 

A  Bbiamo  f€f  la  definizione  XXXVI.  quelle  due  proporziona- 
lità: Z»B::A^ba^  e  Z.B::£.b£;  adunque  pel  corollario  XL 
de'  principj  A.BA*»iE  •BEy  e  quindi  pe*  cofoUarj  XXIV.  ^  e 
XXVIIL  de*  principj ,  ovvero  pe'  teoremi  XXXVL ,  e  XXXV. 

Azt 
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Delle  Proporzioni  Geometriche,  itfa 
.  -sr]?^;  mafie  veduto  nel  principio  di  quefta  dimoflra^' 
zione,  che  s^^y  adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj 
1=^^^  ;  laonde  avendofi  per  la  de6nizione  XXXVI.  | 

^B^À^E)  >  ^  ^  ancora  pel  teorema  I.  V  egualità  de  quarti 
termini  di  quefte  due  ultime  proporzionalitk,  cioè  fi  k  BifdbBf' 
:^B{'^2±B)*  li  che  dovca  dimoftrarfi. 

Corollario. 

S  £  una  grandezza  B  di  qualunque  fpecie  è  mortiplicata  per  tre 
grandezze  £^  le  quali  poÌK>no  eflère  di  Ipecie  diverfa 
dalia  B  y  ma  tra  loro  debibono  eflère  omogenee  ;  io  dico ,  che 
BjfztBEz^Bl  è  uguale  a  B{AdtE^l); 

Prendafì  come  nelcorolL  del  precedente  teorema  ^JU  Az^B; 

Si  à  pel  prelenre  teorema  BAztEE-inB  (j^ztE)^  e  pel  co- 
rollario del  teorema  LXXIII.  B(^zt  E)  J3j^;  laonde  BA 
z±bEzi:  e  confeguentemente  BAzt  bE  =p  bIizb^J^ 
Bl  y  ma  per  quefto  raedefimo  teorema  XCVIII.  fi  k  ancora 
B^^  Bl iz.  B  (j^z;:/),  e  però  furrogando  in  vece  di  il 
iuo  valore  Az±E  fi  vedrà  elfere  BAz!LBE:=^BIz=,B  iAzk 

Scolio. 

S  I  dovrh  procedere  con  fomigliante  metodo  per  provare  il  fi- 
mile,  allorché  le  grandezze  moltiplicanti,  ec.  iono  più  di  tre, 
dovendofi  far  paflaggio  gradatamente  dal  calo  di  tre  grandezze 
al  calo  di  quattro  ,  dal  calo  di  quattro  al  calo  di  cinque  ,  e 
cos\  fempre,  ec.  E  ciò  uniformemente  a  quanto  fi  è  accenna- 
to nello  Icolio  anneffo  al  teorema  antecedente.  ' 

Tborema  XCIX. 

D  Ktt  due  grandezze  omogenee  a  y  e  b  ^  fé  ambedue  fi  mol- 
tiplicano per  i« ,  e  poi  fi  prende  la>  feconda  dignità  di  ^,  ne 
nafceranno  tre  prodotti  in  proporzione  geometrica  continua, 
cioè  ék^jÒAfkkttik  queih  tre  prodotti  fi  moltiplicano  per 
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e  poi  fi  prende  la  terza  dignitk  di  ne  verranno  quattro 
prodotti  in  progreflione  geometrica ,  cioè  aas  y  Ima^  kka^  bbb.- 

E  fe  queiti  quattro  prodotti  fi  moltiplicano  per  4^  e  poi  fi 
prende  la  quarta  dignità  di  ^,  ne  rifuittraBno  cinqtie  prodoc» 
ti  in  progreffione  geometrica,  cioè. 

Maaa^  haaa^  bbaay  bbka^  bbbb: 
e  cosi  (empre  in  infinito ,  moltiplicando  Tempre  T  ultima  pro- 
grefTione  de*  prodotti  per  «|  indi  prendendo  la  dignità  di  b 
proisimamente  maggiore, 

DiMOST  RAZIONE» 

I.  Pei  teorema  LXXII.  sa,ba::a,by  e  pel  teorema  LXXIII. 
ba.bb::a,b;  adunque  pel coroU.  XI.  de* prmcipj  aa,ba'.  \ba,bb. 

II.  Pel  teorema  LXXII.  aaa.baaiiaa.ba^  enei  primo  punto 
fi  è  veduto  elTerc  aa ,  balia, h  ;  adunque  pei  corollario  XI.  de* 

principj  aaa,baa::a.b. 

Similmente  pel  teorema  LXXII.  baa.bbawba ,bb  ^  e  nel  pri- 
mo punto  fi  è  veduto  eflere  ba,bb,:a,b ;  adunque  pel  corolla- 
rio XI.  de' principj  baa.bba\\a.b\  coficchè  per  lo  ftelfo  corolla- 
rio XI.  de'  principj  aaa.baar.baa  .bba  : 

Inoltre  bba,bbb:;a»b  pel  teorema  LXXIII.  adunque  effen- 
dofi  provato  di  fopra,  che  baa  .  bba  :  :  a  ,  by  fark  ancora  pel  co- 
rollario XI.  de' principj  baa.bbar.bba  .bbb  y  e  confeguentemente 
i  quattro  prodotti  aaa^  baa^  bba^  bbb  iono  in  progreflione  geo- 
metrica. 

III.  Chi  vortU  confiderare  attentamente  il  tenore  di  queda 
•dimoftrazione,  comprenderà,  che  lo  (leflb  metodo  vale  a  dimo- 
firare  anche  gli  altri  cafi  pi&  compofti,  e  vedrà ,  che  quello, 
che  fi  i  provato  per  dimoinare  i  cafi  pià  ièmplici ,  ferve  a  pro- 
var ciò  che  bifogna  per  formare  la  aimoftraaìone  de'  cafi  più 
compofti.  Si  dovrà  pec6  far  ]^aggio  dai  cafi  più  (empiici  a 
quei  cafi  più  compofti ,  che  immediatamente  leguono  i  cafi 
più  fempkci. 

Scolio, 

I  Termini  deUe  frogmAoni  geometriche  i  confidenti  in  qne- 

fto 
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Dille  Proporziont  Geometriche. 
fto  teorema  ,  eHcndo  tanti  prodotti  di'  più  grandezze  moltipli- 
cate infieme,  e  cialcuno  di  efli  termini  (a  riierva  del  primo, 
c  dell'ultimo)  facendo  figura  di  conieguente  ,  e  di  anteceden- 
te nelle  proporzioni ,  che  entrano  nella  progreflione  geometri-  . 
ca  9  ne  legue ,  che  i*  unitk  arbitraria ,  la  quale  fi  alunne  per 
formare  i  detti  prodotti,  dev'eflère  fempre  la  medefima*  V.  g. 
avcndofi  aa*ÌÀ::èa.tó^  ì  due  prodotti  aa^ba  debbono  el&ie 
formati  con  nn»  medefima  nnita  arbitraria  in  vinii  di  quantò 
fi  è  ofièrvato' neii*  articolò  V.  dello  fcolio  annefso  alla  dennizio- 
ne  XXXVI.,  e  in  vinb  ancora  dell^  dimoftraziohi  de'  teoremi 
LXXII.,  eLXXIIL  ,  i quali  teoremi  entrano  nella  dimoftrazio- 
ne  del  teorema  prefente. 

Per  le  ileise  ragioni  i  diie  prodotti  ha^  t  bh  debbono  elsere 
formaci  con  una  medefima  unitìi  arbitraria  ^  ma  il  prodotto  ba^ 

che  è  il  confeguente  della  prima  proporzione  ^  ,  efser  dee  lo 

ftelso,  che  il  prodotto  ba^  il  quale  è  T  antecedente  della  fecon-  . 
da  proporzione  ;  adunque  una  loia  ìxtììù,  arbitraria  deve  afsu* 
merfi  per  formare  tutti  e  tre  i  prodotti  ai  ^  ba^  bb: 

Similmente  i  quattro  prodotti  {aa)a^  {bb)b 
debbono  concepira  formati  con  una  mcdeuma  unitk  arbitraria^ 
non  è  però  necefsaricf,  che  quella  iìa  la  ftefsa  unitk,  che  fi  aC 
funfe  per  formare  i  tre  prodotti  aa^  ba^.bby  e  ciò  per  l'arti- 
colo Vili,  dejlo  fcolio  annefso  alla  definizione  XXXVL 

Qiiefte  riflellioni  anno  luogo  anche  ne'cafi  ,,  che  .  le  prògref^ 
fioni  confidente  in  quefio  teorema  coftino  di  maggior  nume- 
ro di  termini* 

jiltra  dimofirazione  di  quefto  teorenta» 

I.  Psr  provare  la  fuffiftenza  di  quefta  proporzione  geometri- 
ca continua  aa*haitba\bb ^  fi  confideri,  che  il  prodotto  {aa) 
(bb)  deMuoi  ellremi  è  uguale  al  prodotto  aabb^  e  che  il  pro- 
dotto (ba)  (ba)  de'  fuoi  medj  è  uguale  2  babà;  tuttociò  pel 
corollario  III.  del  teorema  LXXXI. ,  ma  per  lo  flefso  teorema 
IJOHI.  aabb  è  uguale  a  babà;  adunque  il  prodotto  degli  e- 
ifaremi  deUa  fuddetta  proporzionalità  aa,bai:ba,bb  è  uguale  al 
•c  ^  LI  pro- 
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prodotto  àfi^  mèd) ,  e  quindi  pel  corollario  II»  del  teoceint 
UCXVII.  la  ftefsa  proporzionahck  fidsiftt. 

II.  Per  provare,  che  i  prodotti  fegnenti  aaa^  ksa^  Ua^  bbk 
fono  in  progrefsic^e  geometrica,  fi  provi  primieramente  la  lu« 
filtenza  di  qucfta  proporzionalità:  aaa, baa baa, bba ^  e  per  ciò 
fare  fi  rifletta,  che  u  prodotto  (jm)  {bba)  de  luoi  eftremi 
é  uguale  ad  aaa  bba  ^  e  il  prodotto  (iwf)  i^baa)  de  luoi  me- 
dj  c  uguale  a  baa  baa*  tutto  quefio  in  virtù  dei  corollario  III. 
del  teorema  LXXXI. .  Si  rifletta  ancora  >  che  aaa  bba  è  ugua- 
le a  bua  baa  j5el  teorema  LXXXI.,  di  modo  che  il  prodotto  de' 
fuJJctti  eltrcmi  è  uguale  al  prodotto  de' i'uddetti  mcdj,  e  con- 
feguentemente  pel  corollario  II.  del  teorema  LXXVIL  la  pro- 
porzionahta  aaa  .  baa  :  :  baa  .  bba  fulsiile  . 

Si  provi  fecondariamente  la  lulsiltenza  di  queft'  altra  pro- 
porzionalità baa  ,  bba  '  '  bba  ,  bbb  ^  e  fi  confidcri  nello  llelso  mo- 
do ,  che  il  prodotto  (  baa  )  (^bbb)  de'  luoi  eltrcmi  è  uguale  a 
baa  bbb  y  e  il  prodotto  (^bba)  [bba)  de'  luoi  medj  è  uguale  a 
bba  bba  y  e  tuttociò  pel  corollario  III.  del  teorema  LXXXI.; 
laonde  efsendo  baa  bob  egnale  a  bba  bba  per  lo  lUfso  teorema 
LXXXI.  9  ne  fegue ,  che  il  prodotto  degli  eftremi  fuddetti  è 
uguale  al  prodotto  de'  lopraddettì  medj ,  e  perciò  in  vigore  del 
corollario  II.  del  teorema  UCXVII.  la  proporzionalidl  boM  •  kba 
iibba.bbb  è  Tut'siftente. 

Saranno  pèmnto  in  progre&ione  eeometrica  quefti  quattro  \ 

Prodotti  aasj  béSy  bbsy  tbb:  z  coUo  ftdso  metodo  il  d[imo- 
rer^  il  teorema  negli  sdtri  cafi  piò  compofti. 

Definizione  XXXIX. 

D  Ico,  che  una  grandea;za  A  fi  divide  per  un'altra  B%  qpaiw 
do  fi  atsunie  una  grandezza  arbitraria  Z,  e  fi  prende  una  quar- 
ta grandezza  tale,  che  abbiati  quefta  proporzionalità  B*A 
chiano  unitk  ajfunta  la  terza  grandezza  di  queila 
proporzionalità ,  cioè  la  Z  preia  ad  arbitrio  9^  e  chiamo  quo- 
ziente la  grandezza  jg^,  che  è  quarta  proporzionale  dopo  la 
grandezza  dividente  B  »  la  grandezza  diwdcmU  e  ia  .graar 
dezza  arbitraria  Z . 

li  quoziente  J^fi  erprime  ancora  cos^,  A'-B^  Sco- 
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ScOLtO. 

I.  Da  queft'  tdea  generale  della  divifione  fi  deduce,  che  la 
grandezza  divìdente  B  ,  e  la  grandezza  d'fvtdenda  A  cfser  deb- 
bono omogenee  tra  loro  ;  ma  1'  unita  ajjunta  Z  può  eflere  di 
Ipecie  dificrente ,  e  che  il  quoziente  J^,  cioè  AxB  h  fempre. 
una  grandezza  omogenea  all'uniti  ajfunta  Z. 

II.  Se  B,  ed  A  folTero  numeri ,  farebbe  più  a  propoGto,  che 
Z  fignificanTe  \  unità  naturale  ,  benché  per  altro  pofTa  denota- 
re qualun(jue  numero  ,  e  ^ualfivoglia  ^ndcjza  di  ^ualfifia 
fpecie»  • 

III.  Quando  fi  |Miragonano  due  quozienti,  y.  g,  A',B^  e 
C:D,  dee  prendera  una  fola  grandezza  arbitraria  per  unìt^ 
0ffum0^  e  formare  quefte due  proporzionalità  B,AiiZ*{AiB); 
p.CxxZ,{CiD)y  oppure  debbono  prenderti  per  unità  ajfuntt 
due  grandezze  arbitrarie  tra  loro  eguali  ;  niente  importando  » 
fe  le  due  grandezze  e  B  del  primo  quoziente  neno  om» 
•genee,  o  no  alle  due  grandezze  C,  e  D  del  fecondo  quozien- 
te, poiché  per  quanto  fi  è  notato  nel  primo  articolo  di  quello- 
fcolio,  idue  quozienti  e  C-.D  fono  feoipredue  granclez- 
zé  omogenee  ail'  unità  ajfunta ,  Che  poi  una  fola  unidi  atbitrs-^ 
fìa  ,  ovvero  due  unitk  arbitrarie  eguali  debbono  aflTumerli  nel 
paragonare  infieme  i  due  quozienti  A;B^  e  C;D,  fi  rende  chia- 
ro, a  chi  confiderà,  che  fe  le  due  unitk  ajjume  foflero  tra  lo- 
ro di  valore  diverlo,  potendo  Tempre  variare  la  proporzione  di 
efie,  i  due  quozienti  A:B^  e  C:D  non  coniervgrebbcro  tra  lo- 
ro una  proporzione  filTa,  e  codante.  " 

IV.  Il  numero  però  de'  valori  di  qualfivoglia  quoziente  è  in- 
finito ,  attefochè  ad  ogni  differente  fignificazione  di  Z  corri- 
fponde  un  quoziente  di  differente  valore;  anzi  il  quoziente  can- 
gia in  ordine  alla  fpecie  di  grandezza ,  a  mifura  che  la  Z  e- 
Iprime  differeiKi  fpecie  di  grandezze.' 

V.  Se  r  unità  arèttmrh  divide  qualfivoglia  grandezza  C ,  il 
quoziente,  che  ne  viene  è  la  ftefla  grandezza  C,  mentre  pet^ 
la  definizbne  XXXIX.  Z .Ci;Z ,(C:Z)  ;  ma  pel  coxoUaritf 
Vili,  de*  principi  Z.Cr.Z»C;  adunque  pel  teorema  I.  i  quaiw 

LI  2  ti 
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ti  termini  d'  ambedue  qiiefte  proporzionalità  Ibno  eguali  ,  cioè 
C.ZzzC^  donde  ne  fiegue,  che  il  cafo  di  quell'articolo  V.xlcr 
ve  eccettuarfi  dal  precedente  articolo  IV. 

VI.  Se  quaifivoglia  grandezza  C  è  divìlà  per  fe  medefima, 
il  quoziente  C:C  e  uguale  all'  ìinvSk  mbkrtrìa  Z  ;  poiché  per 
la  definizione  XXXIX.  C^CwZ.i^CxC^'i  nu  pel  cofoUario 
VII.  de*  principj  C,C::Z,Z;  adunque  pel  teorema  I.gU  ul- 
timi termini  di  quelle  due  proporzionalitk  fimo  eguati ,  cioè  • 
CtCzzZ. 

Avvertimento. 

Xn  conformiti^  di  quanto  fi  è  efprefTo  neir  avvertimento,  che 
precede  il  teorema  LXXIL,  la  lettera  Z  fìgnifìcherk  iempre  1* 
unità  a/fuma:  e  quando  fi  dirà,  che  1*  unitk  ajfunta  dev*  elTe- 
re ,  o  e  la  medefima ,  s*  intenderà  >  che  1*  unitk  Mjfuma  dev^ 
elTere,  o  è  una  grandezza  medefima  ^  ovvero  una  grandezza 
eguale  • 

TfiORCMA  C 

R  Apprefenti  A'B  quaifivoglia  quoziente;  io  dico  in  primo 
luogo,  che  il  quoziente  A:B  moltiplicato  per  la  dividente  B 
è  uguale  alia  dividenda  cioè  {A'B')  BizA;  io  dico  m  le- 
condo  luogo ,  che  la  dividente  B  moltiplicata  pel  quoziente 
jt'-B  è  uguale  alla  dividenda  Ay  cioè  B  {A'B)':^A* 

Dìmofttaxpne  della  prima  parte  • 

Si  ^  per  la  definizione  XXXIX.  B.A':Z,{A'B)y  e  fi  a  per  la 
definizione  XXXVI.  Z.(^:B)::B.(^:fi)S;  adunque  pel  corolla» 
rio  XI.  de' principj  B.A'iB,{A'B)B^  e  conieguentemente  pel 
corollario  XXI.  de' principj  {A''B)B  è  uguale  ad  A;  e  quelU 
è  la  prova  della  prima  parte. 

Dimofitazjone  della  feconda  parte.* 

P£r  la  definizione  TSXkJL  B.AtiZ.{AiB)  ^  cioè  tra/pomi^» 
do  Z,(AiB)i:B,A^t  permutando  Z.B''{AiB,)fA^  ma  per  la 
defiaizioae  XXXVI,  Z.B''-{A\B).B{AìB)  ;  adunque  pd  co- 

.  rolla- 
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rollano  XT.  c3e'  principi  {A:B):A::[AiB)*B{A:B)',  e  quin- 
di pei  corollario  XXI.  de  priacipj  B{^^-B)ZZAi  e  quella  è  la. 
prova  della  leconda  parte. 

Scolio. 

Il  tenore  della  dimoftrazione  d'  ambedue  le  parti  di  qucflo 
teorema  moftra  ,  che  acciò  il  prodotto  {A'B)B  polsa  eisere 
uguale  ad  1'  uniik  Z  ajfuma  per  formare  il  liiddetto  pro- 
dotto deve  elsere  la  medejhna ,  che  1'  unità  ajfunfa  per  forma- 
re il  quoziente  A:B\ 

•  £  parimente  che  con  una  ftejfa  xxmÙL  affunta  debbono  efser 
formaci  il  quoziente  if:B>  e  il  prodotto  B{A''B)y  acciò  que- 
fto  clser  poisa  eguale  ad  A\  41  conofce  ancora  <fa^Ua  pròva  del- 
la feconda  pane  de4  predente  teorema  ^  che  1'  unitU  Z  ajfun$a 
per  fermare  il  quoziente  A'B  deve  efserc •  omogenea  alla 
•  codieguentemeate  alla  ^5  aftinché  pofsa  dsere\^=z(y^:B;B« 

Teorema  CI. 

Dinoti  tanto       quanto  B  qualfì voglia  grandezza; 
Io  dico^imieramente)  che  {AB^tÉ'ZZA* 
Io  dico  iecondariamente)  -che  (  BA)  ìB  zzA* 

Dimofttazjone  dctla  pnma  parte . 

Abbiamo  per  la  definizione  XXXVL  4  =         e  per  la  de- 

finizione  XXXIX.  rTST^rTTT-^  ;  laonde  pel  corollario  XI.  de* 

2  ^    {AB)  (AB)'.B* 

prinìcip;  —  =  '^-^  :B,  e  pel  corollario  XXI.  de'  phncipj  (  AB  ) , 
B=r^;  e  quefta  è  la  ptoVa  della  ptima  parte.' 

Dimofirai^onc  della  ftconda  patte. 
LfA  definizione  XXXIX.  dk  ^^^^(bJ^Tb^  frafpottendù 

rr.v^  .'=rAT>  e  permutando  4  =  -r4^T^;  nia  la  definizione 

iBA).B      {BAY       ^2         ^    B         (B/i)  ' 

XXXVI.  (omminiftra  — =r^-|^;  adunque  pel  corollarioXI.de* 
principi  "(a/t)^'^(^^)^  *  ^  corollario  XXL  de'principj  {Bd) 
'3  zzA'f  e  quefia*  è  la  prova  della  feconda  parte*  Sct^ 
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Scolio," 

D  Al  tenore  della  dipioftrazione  d*  atnbedae  le  parti  di  que- 
ilo  teorema  fi  comprende,  che  acciò  il  quoziente  (i^*fi)fi  pof* 
fa  efeerc  uguale  ad  A-^  1*  unhk  Z  ajfunta  per  formare  il  meoefimo 
quoziente)  deve  efsere  la  d^sa,  fb^  )*  mùt^  ajjìmta  perfornja- 
re  U  prodotto  ab\ 

£  parimente,  che  una  m^fim^  vniÀ  Z  debba  aftiimeri}  per 
formare  il  prodotto  B4%  e  il  quoziente  (  BA)  ;  B  ;  affinchè  que^ 
fio  polsa  eueie  eguale  ad  A*  Acciò  poi  il  quoziente  {B4)iB 
£a  concepibile ,  la  A  deve  efsp^  omogenea  alla  B;  mentre  pel 
primo  articolo  dello  icolio  annelso  alla  definizione  XXXIX.,  la 
B  divi4€»$9  el^cr  deve  omogenea  alla  grandezza  étiv'tdenHa  BA^ 
e  pel  primo  articolo  dello  Icolio  annefso  alla  definizione  XXXVI^ 
la  delia  (BA)^  che  è  il  prodotto  della  B  moltiplicata  per  Ay 
è  Tempre  una  grandezza  omogenea  alla  A;  adunque  la  A  ck^ 
ve  flsere  omogenea  alla  Ai  c  verfa-vice  la  a  alla  B* 

m 

Teorema  GII. 

Se  la  >^  f^a  alla  B  ,  come  la  a  alla  ^  ;  io  dico  ^  che  i  due 
quozienti  A'^B^  ed  «     ioag  eguali  tra  iorot 

PlìlO^TEAZlPNE* 

Poiché  fi  \  per  la  fuppofizione  A.B'.fa,b  ^  fi  avr^  conver- 
tendo B'A:'fh,a  y  ma  per  la  definizione  XXXIX.  abbiamo 
B  .  A' 'Z  .  {A:  B)  y  c  l ,  a  :  :  Z  .  (a  :  ù)  ^  cioè  trafponendo  Z. 
(A-  B)  B  .  Af  c  Z  ,{^a:b)  -  '-h.a;  adunque  pel  corollario  XII. 
de'  principi  Z  .(A-B)'-:Z  ,(a  ib)  y  e  pel  corollario  XXI.  de' 
principj  A'Bziia'b*  Il  che  dovea  dimoftrarfi, 

CoaPi^i^AEip  L 

£  Quindi ,  fé  >f=4f ,  e  Bizzb ,  i  due  quozienti  AìB  y  cà  a:6 
isMO  eguali  ;  perchè  in  tal  iuppofizionc  u  li  pei  coroUano  Vili, 
de'principj  ^•B::^.^, 


Co. 
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CoaoLLAitio  IL 

E  Similmente,  fe  nel  precedente  corollario  fofse  la  mede/i- 
ma  grandezza,  che  tf,  ovvero  B  foise  la  medcfima  grandezza, 
che  lulsilterebbe  ancora  in  quello  calo  l'eguaglianza  di  A\ 
e  di  4:^,  mentre  pel  corollario  Vili,  de'  principj  luflirte- 
rebbe  anche  in  ^uclto  calo  la  proporzionaiitk  A^Baa.b. 

Scolio. 

OLtre  r  articolo  III.  dello  fcolio  annefso  alla  definizione 
XXXIX.,  il  tenore  della  dimoftrazione  dì  quefto  teorema  mo- 
ftia  evidentemente  «  che  i  due  quozienti  AxBy  ed  aib  debbo- 
no d'sere  Ibernati  con  una  loia  anitli  aisunta»  affinchè  il  teo< 
rema  lufliita. 

Teorema  CHI. 

Il  quarto  termine  d*una  proporzionalità  è  uguale  al  prodotsr 
to  dei  termini  medj  divilo  pel  primo  termine. 

Sia  la  proporzionalitk'u^.B ::C.Z),  dee  provarfi,  che  D  è 
uguale  tanto  a  (BC):^,  quanto  a  {CB)iA» 

Di  mostr  azion  e. 

Pei  corollario  IL  del  teorema  LXXVII.  fi  k  ADlZZBC  y  e 
U^Z^CB  ;  adunque  pel  corollario  II.  del  teorema  precedente 
fiavrU tanto  (-^D):>^z=(BC):^,  quanto  (D^^ ):A=:{CB):A; 
ma  pel  teorema  CI.  D  è  uguafe  tanto  ad  -  A  ,  quanto 

a  (D^:A;  adunque  D  è  uguale  tanto  a  {BC)iAi  quanto  a 
(CBj:^,  li  che  dovea  dimoitraffi* 

Scolio. 

I.  nella  proporzionalità  A.B-'C.D  i  due  primi  termini 

non  lono  omogenei  ai  due  ultimi  ,  i  due  quozienti  {^D)iAj 
e  (  BC):A  non  lono  concepibili;  perchè  in  virtù  del  primo  ar« 
ticolo  dcilo  Icoljo  anneflb  alla  definizione  XXXVI.,  il  prodot- 
to JfD  è  omogeneo  alla  grandezza  moltiplicante  D  ,  e  il  pro- 
dotto BC  è  omogeneo  alla  grandezza  moltiplicante  C  ;  ma  fe- 
condo 
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cpndo  la  prefente  iuppofizione  nè  la  né  la  C  fono  omoge- 
nee alla  if;  adunque  né  AOy  nè  bC*  fono  omogenei  alla  divi- 
dente jty  e  conseguentemente  pel  prime  tracpkr  dello  Icolio. 
«nnelfo  alla  definizione  XXXIX  »  i  due  quozienti  iìiddetti  noit 
poisooo  concepirti. 

.  II*  Per  r  articob  III.  dello  fcolio  annefio  alla  definizione. 
XXXIXm  affinchè  il  quoziente  (CB)t^  fia  eguale  al  quozien- 
te (i)^)«if,  debbono  elsere  formati  ambedue  con  una  mede- 
fima  unità  ai'sunta: 

Affinchè  poi  il  quoziente  (Da): A  fu  eguale  alla  A^  egli 
deve  eliìer  formato  colia  mfdcfims  unità  affimsy  con  cui  è  for- 
mato il  prodotto  Da  t  e  ciò  per  Ip  fcolio  anncfso  al  teorema 
CL;  e  filialmente  affinchè  Dji  eguale  a  Cj?  (conforme  ef- 
fer  dee,  acciò  {Da) -A  fia  eguale  a  {CB)'A)y  il  prodotto 
Da  dev'  efser  formato  colla  ftelsa  unità  ajfunta ,  colla  quale  è 
formato  il  prodotto  Cb  ,  e  quefto  per  1'  articolo ^V.  dello  fco- 
ho  annefjo  alla  (definizione  XXXVI.; 

Adunque  per  formare  il  quoziente  (Cb)'A  deve  afsumerfi 
la  medefima  unità  arbitraria^  con  cui  è  formato  il  prodotto  Cb. 

Colla  ftefsa  ragione  fi  proverà,  che  per  formare  il  quozien- 
te {bC):A^  richiedefi  la  medefima  unità  arbitrar ^  che  fi  af- 
fume  per  isuvaw  il  prodotto  JSC 

Tboubma  CIV.  • 

I L  terzo  termine  d'  una  proporzionalità  è  uguale  al  prodottoi 
de*  termini  eftremi  diviio  pel  l^condo  termine.  .  • 

Sia  come  fopra  A^B-^C*D  ^  dee  provarli ,  che  tanto  (itf^): 
iBy  quanto  (Da)'B  è  uguale  a  C,  .       '  : 

Dimostrazione, 

Il  corollario  H  del  teorema  XXXVII.  dà  BCrrxD,  e  CB 
ZzDAy  ma  pel  corollario  II*  del  teorema  CU*  fi  à  canto  {BC) 
;Bzz(jtì>):Bj  quanto  (CB)ìB:::{Da)ìB;  adunque  efsendo 
pel  teorema  CL  ,  tanto  (bC):B>  quanto  (Cb)-B  eguale  a 
C  ne  fegue»  che  la  ftefsa  C  è- uguale  tanto  aid  (^pBy 
quanto  a  (Da)'M*  li  che  dovea  mmolbarfi*  - 


Scolio. 

ima  ragione  fimìle  all'efpreflk  nel  primo  articob  del- 
lo icolio  anneflb  al  teorema,  precedente,'  i  due  Quozienti'  (JtD). 
iBy  e  (£C):B  non  fono  concepibili,  allorché  i  due  pnmi  ter- 
mini Ay^B  della  proporzionautU  non  (bno  omogenei  ai  4ue 
ultimi  C,'  e  D..  . ' 

IL  Cogli  ftelli  xa^BÌDcin;,  e  colle  medefime  cautele  fi  dim»* 
ftrei^  ancora,  che  il  primo  termine  A  dèlia  pioporzionalitll 
A*B::C.D  è  uguale  tanto  a  (BC):D,  quanto  a  (Cb):D,  e 
che  il  fecondo  termine  B  d'uguale  tanto  ad  {AO)iCy  quan* 
to  a  {DA):C, 

III.  £  colla  medefima  prova  efpofta  neli*  articolo  IL  dello 
ficolio  anneflb  al  precedente  teorema  fi  modrerU  ,  che  per  for- 
mare i  quozienti  (AD):B  ;  {DA):B  ;  {BC):D  ;  (CB):D; 
{AD):C  ;  {DA):C  debbono  aflumerll  quelle  medefimc  unitk 
arbitrarie  y  colle  quali  fono  £>rflMCÌ  i  prodotti  fefpettivi  / 
DAi  BCi  CB;  AD;  DA.  - 

Tborbiia  CV. 

La  proporzione  d'un  quoziente  ad  un  altro,  v.  g.  di  yf.B 
a  C:D  è  compofta  della  proporzione,  che  \  la  dividenda  dd 
primo  quoziente  alla  fua  dividente^  e  della  proporzione,  che 
k  la  dividente  dei  fecondo  quoziente  alla  fua  dividettd4» 

Dee  piovaifi,  che  ^as^xf . 

Scolio. 

Pfir  ftr  fa  comparazione  dei  due  quozienti  A\By  e  Citìy 
non  è  neceffario  ,  che  i  termini  dell'  uno  (teno  omogenei  a 
quelli  dell*  altro  ;  è  bensì  neccflkrìo ,  che  fieno  formati  ambe- 
due colla  medefims  unita  jtjfunta ,  e  ciò  in  vigore  dell'  articolo 
IIL  dello  icolio  ajufeflb  alla  definizione  XXXIX. 

Dimostrazione. 

X^A  ^rofofzione       è  compoila  delle  due  proporzioni  ^  » 

Mm  o 
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c  —  pel  teorema  XXII.  ,  e  per  la  definizione  XXIII.*  tna 
per  ia  definizione  :KXXIX.  fi  k|B.if::Z.(uf cioè  frafpokeih> 
do ,  indi  iomvmendo  ^ ,  e  per  la  ftefla  definizione  XXXIX 

fi  -i  parimente  D  ,C  -  -  Z  ,(^C  -  D)  y  cioè  ira/unendo  ^  =  -  j 

adunque  furrogando  in  luogo  delle  due  proporzioni  e 
componenti  la  proporzione  ^-f^ ,  furrogando ,  dico ,  in  luogo 
delle  fuddette  proporzioni  componenti  le  ^ue  proporzioni  ad 
effe  refpettivamente  eguali  c  ^9  la  proporzione  fai^ 
coìnpofta  delle  due  ultime  pel  teorema  XLIII.)  cioè  farà 
'q.q  =  J  X  5*«  Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Corollario  I. 

Il  quoziente  A\B  fta  al  quoziente  C:D,  come  il  prodotto 
AD  della  dtv'idenda  dei  primo  ,  e  della  dividente  del  fecondo 
ila  al  prodotto  BQ  della  dividente  del  primo >  e  della  dividen- 

da  del  fecondo;  imperciocché  pel  prelente  teorema 

X-f  ;  ma  pel  teorema  L:iaCXni.  ^  X  -5=^;  adunque  pel  co- 

rolUrioXI.  dé' principi -^=^. 

Corollario  IL 

Il  quoziente  A.B  fta  ancora  al  quoziente  C:D,  come  il  prò- 
dotto  DA  della  dividente  del  fecondo  ,  e  della  dividenda  del 
primo  ila  al  prodotto  CB  della  dividenda  del  lecondo,  0  della 
dividente  del  primo . 

Imperciocché  pel  teorema  XXIII.  ix^^^ìL^;  ma  per 
quello  teorema  CV.  ~^=j  x  |;  adunque  pel  cotollario  XL 

de' principi  ^si§Xj;  di  più  pel  teorema  LXXXIII.  ^| 

S=| X  |;  adunque  pel  corollario  XII.  de  principi  , 

Co- 


Delia  P&oro&zrONi  Gsomstricsb. 
Corollario  III. 
SlE>  le  éiìviJcnti  di  due  quozieptt  fono  eguali,  cioè  k  B^^jt 


ì  quozienti  fono  come  le  divìdendey  cioè  -^—^^  ; 

Imperciocché  fupponendofi  BzzD,  la  ftefTa  B  farà  omoge- 
nea alla  C;  e  quindi  pel  teorema  LXXIX.  fark  BCzzCBy  e 

confeguentemente  pei  corollario  Vili,  de*  principj  fark  ~  = 

ma  pel  primo  corollario  -^.'^-a:—;  adunque  pei  Corolla-' 

rio  XI.  de' principi  ^-^=^»  fi  k  in  oltre  per  la  fuppofizio- 

ne  di  £  =    ,  e  pei  teorema  LXXII.  adunque  pel  co* 

rollario  XL  de* principj  "^j^^^' 

«  ■  • 

Corollario  IV. 

Ma  fe  le  divtdende  di  due  quozienti  fono  eguali ,  cioè  fe 
ifzC;  allora  i  quozienti  fono  come  le  dkmdemi  ^ttit  al  ro- 


Vefcio,  cioè  -gf^  =  |;  .     y^.B  AD 

Imperciocché  fi  k  pel  I.  corollario —^-  =  — ;  ma  eflendo 

CzUAf  la  medefima  C  è  omogenea  alla  B,  di  modo  che  pel 
teorema  LXXIX.  CbzzBC  ^  adunque  pei  corollario  Vili,  de' 

principi  "^^^^  ^  confeguentemente  pel  corollario  XI.  de*  y^' 
principj  *^f3*=^;  fi  ^  dì  piìiper  Tipotefi^izC,  e  pel  teo-  / 
rema  LXXIII.  ^f=j;  adunque  per  lo  ftelfò  corollario  XL  de*  ^ 

.    .  .   A:B  D 

Scolio*  ^ 

I  Due  ultimi  coroUarj  potevano  dedurfi  con  fimili  raziocinj  . 
anche  dal  fecondo,  corollario*  .  . 

TsoftEif A  evi. 

UNo  de*  valori  di  qualiivoglia  quoziente  A'B  h  uguale  alla 
proporzione  i  .  „  ^  q,. 
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Dimostrazione. 

PEr  la  definizione  XXXIX»  fi  ^  qiiefla  proporzionalitì  B  :  ^ 
::Z.(if:B),  e  potendo  laZ  (unita  if^wr^)  fignìficare  quaU 
fi  voglia  grandezza  di  qualfi voglia  Ipecie  pel  primo  articolo  del- 
lo Icolio  anneflb  alla  definizione  XXXIX.,  potr^  la  medefima 
2  fignificare  anche  la  proporzione  d' egualità  ;  adunque  la  prò» 

porzione  <|  potÀ  foftituirfi  in  luogo  di  Z  nella  foprannotata 

proporzionalitk,  che  prenderà  quell'  afpetto  B,A:'.^*{A:  B)\ 
ma  pel  teorema  III.  .«^rrJS.^y  adunque  pel  corollario  XI. 
de'  prìncipi  7  *  7  ^  *  7  •(•^*^)  >  «  corollario  XXL  de'  pria- 
cipj  AiBzZ'^.  Il  che  dovea  dimoflraril. 

Teorema  CVII. 

Quaifivoglia  quonente  if:B  ila  a  qualfivoglia  quoziente  C; 

'  P ,  come  la  proporzione  ^  (la  alla  proporzione  ^  • 

Quefto  teorema  comprende  nella  lua  univerfalitk  il  teorema 
CIL. 

•    » 

DlMOSTRAZIONB. 

Pei  xtmmaL  CV.  la  pioporzione  ^  AtB  z  CzD  i  cqpnpofta 
delle  due  pioporzioni  ^ »  e  e  pel  teorema  LXXXIX.  la  pro- 
porzione di  a  ^  è  compoila  delle  due  fuddette  proporzioni 
y,  e  adunque  pel  I.  corollario  del  teorema  XXIV,  ^:J3  ita 
m  C:X>|  còiQc     fia  a  ^.  li  che  dovea  dimoftiarfi* 

Akfé  dimoflr£7!ÌM9* 
Pei  teorema  III.  fi  à  quella  proporzionalità  - 

perchè  per  1*  articolo  VI.  dello  fcolio  anneflb  alla  defhiizione 
XXXIX.  tanto  B*By  quanto  0*0  km  eguali  all'  unit^  «r^f- 
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traria  Z  ,  la  quale  può  (empre  lupporfi  ,  che  iìa  la  medefnna 
nella  formazione  dei  due  luddetti  quozienti  B'By  e  DiD  mak 

pel  corollario  III.  del  teorema  CV.  fi<^  -^^^         come  pure 

•^^s^;  adunque  foftìtuendo  proporzioni  egmdi  in  luogo  d* 

eguali  nella  proporzionalità  (i),  fi  avrk  pel  corollario  IX.  de' 

principi!  .|::(^:B).(C:D),  ^  iraf^nendo  (,AiB).{^q:D) 

••4       Il  che  dovea  dimoilrarfi.. 

B  B 

Corollario  L 

Imperciocché  pei  prefcntc  teorema  {A\B),[c:D)::^  , 
e  fupponendoH  oxdL  A-BZZC'D^  (ark  pel  corollario  X.  de  prin- 
cipi -^=5*9  e  cmverttndo  iarìi  4^?^  ^"'^^"^  avendoli  per 

B  D 

quefto  teorema (B:-/f).(D:C)::-  • -55  P^'  io 

xoilario  X.  de*prmcipj  anche  B'A^D'C^ 

'  Corollario  IL 

Se  A.B^C.Dy  anche  A''C=iB  '.D\ 

Imperi;iocchè  quefto  teorema dk  {AiB)Ji^CzD)xi^  .^Z  ma 
per  l'ipotefi  AiBi^CiD;  adunque  pel  icoroUuio  X.  de*  prii^ 

'  '  A      C  ,     A  B 

7  =  D>  ^  permutando  77  =  3. 
Di  nuovo  il  prelente  teorema  da  (yf :C).(JB:Z>)::  —  «jj-^ 
dunque  pei  corollario  X.  de  principi  A'CzzBiDf  ^ 

Corollario  III. 

S  E  le  lettere  jfy  Bj  C  y  D  ^  F  efpnmono  cinque  grandezze 

in  generale  tutte  omogenee  tra  loro,  ed     è  uguale  a  y',  »  , 

dico,  che  AiD  (la  a  B:C^  come  C  ad  JF; 

Imperciocché  per  quefto  teorema  il  quoziente  A:0  fta  al 

quoziente  J3:C,  come  la  proporzione  ^  alla  proporzione  —  ; 

•sna 
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ma  pel  teorema  XLI.  jj      *  c'  C  ad  F;  adunque  pd 

corollario  XI.  de' principi  uÌ:D  fta  a  £:C,  come  C  ad 

•  Corollario  IV* 

La  proporzione  ài  A:B  sl  CiD  è  compofta  delle  due  pro- 
porzioni  -,  e 

Imperciocché  fecondo  quefto  teorema  la  proporzione  di  Ai- 

\  -AC 

B  a  C:D  c  uguale  alla  proporzione  di  —  a  —  >  ma  nella  dimo- 
ilrazione  del  teorema  XC.  li  è  provato,  che  la  proporzione  di 
^  a  ^  è  uguale  al  prodotto  di  «^X'f  ;  adunque  pel  corollario 
XI.  de'  princip)  la  proporzione  di  A:B  a.  C\D  è  uguale  a!  prò- 

AD 

dotto  qX-jj  c  conieguen temente  per  la  definizione  XXIII.  la 

proporzióne  fuddejcta  di  AiB  a  CiDè  compofta  delle  due  prò- 
.    *    A  D 

porzioni  -,  e  -j.  .  ' 

Corollario  V. 

Podi  i  quattro  quozienti  AiB^  CiDy  aikj  e:d  tali,  che  le 
loro  dividende  jfj  c,  ^,  c  fieno  proporzionali  >  e  le  dividenti 
By  by  d  fieno  anch' eflè  proporzionali;  io  dicoy  che  ì  quat- 
t|o  quóziienti  fuddetti  fono  proporzionali; 

Imperciocché  .pel  $mett^  XLIX.  $  ^  7  •  ^  •  '  7  •  7  ;  nutpel . 

teorema  prefente  fi  anno  quelle  due  proporzionalità  ^ 

(^:B).(C:Z>)::^.| 

adunque  pel  corollario  XII.  de' principi 
{^A'.B)*{C:D)''{a\b),{c\d), 

•COROLLAmO  VL 

E  Confeguentemente  »  data  una  proporzionalità  A*B''à.by,ì 
tffmini  della  quale  fieno  tutti  omogenei  9  e  due  grandezze  Fy 
G  parimente  omogenee  a*  detti  termini |. lei  due  antecedenti. 

della 
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della  proporzionali^  data  fi  dividono  per'  F ,  e  i  due  iconfe- 
guenti  ^r  G,  i  quattro  quozienti ,  che  ne  nafceranno,  faran- 
no proporzionali,  vale  a  dire  fi  avrk 

{A:F),{B:G)ii{a:F).{b:G) 
imperciocché  le  dividende  di  que(H  quattro  quozienti  fono  pro- 
porzionali per  r  ipotefi ,  e  le  dividende  fono  proporzionali  pei 
corollario  Vili,  de'  prìncipj  ;  adunque  pel  precedente  corolla» 
no  i 'quattro  luddetti  quozienti  iono  propotziónali  • 

.  . ."  •  "' 

Scolio 

Per  gF  intendenti  del  calcolo  differenT^iale, 

In  occafione  di  quefto  teorema  CVII.  renderò  ragione,  per- 
chè nello  Icolio  anneflbal  corollario  III.  del  teorema- LXX VII. 

fuppofi  ^  che  la  proporzione  ^  foflè  la  differenxa  della  propoiw 

zione  ^  1  e  che  la  proporzione  ^  negativamente  prcfa  ,  cioè 

»      fofle  la  differenza  della  proporzione     ,  la  quale  decrg" 

fce  al  crescere  di  /  pel  corollario  XIX.  de*  principj . 

Si  confideri  pertanto  in  primo  luogo,  che  in  virti^  del  pred- 
iente teorema  9  e  trafponendo^  la  proporzione  (la  alla  propor- 
zione ^,  come  il  quoziente  ^ :^  al  quoziente  dy.b^  cioè  ^  . 
j  :  :  (/  :  ^) .  :  adunque  per  la  prima  parte  del  teorema 
XXXIV, 

Or  ficcome  fi  fa  da'  periti  del  calcolo  differenziale  ,  che 
(j'h)^{djf\b)  crelcc  infinitamente  poco  rifpetto  ad  'b)y 

così  7  ^  crefce  ii^tùtmettte  poco  rifpetto  ad  ;  altrimen- 
ti è  vifibile ,  che  non  fulfifterebbe  la  proporzionàditk  (  i  ) ,  e 
con feguen temente  7  è  la  differenza  di  . 

Si  confideri  in  fecondo  luogo ,  che  per  quefto  teorema  CVII. 
la  pfoponsione     fta  alla  proporzione       come  il  quoziente 
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al  quoziente  vale  a  aire  ^  • 

€  quindi  per  la  prima  pMe  del  teorema  ajCXIII. 

Conforme  dunque  è  noto,  che  (,a:/)^{ad/://)  dccrefce 
h^Mtmime  foco  in  ordine  ad  così  j— ^decrcfcci»? 

fnìtmenfe  foco  in  ordine  ad  y;  poiché  m  cafii  <UveriÌb  è  cù* 
dente,  che  la  proporzionalità  ^2)  non  fufllftcrcbbc ,  e  perciò 
— —  è  la  differenza  di  4  • 

O'  detto,  che  fé  ^-1-^  non  cielbeflè  Ì9^nhammt9  f9f  ri- 

fpctto  ad      non  fuflifterebbe  la  proporzionalità  (  i  )  :  e  quefto 

è  chiaro  a  «kt  dilette ,  che  fe  1*  aumento  di  7    ^  in  ordi- 

iM  ad     fofle  una  grandesza  finita»  tobbe  Tempre  dabile  in  vir- 

tò  de'  coroUarj  III. ,  e  XXX.  de'  principi  un*  aliquota  finita  del  con- 

Tegnente  ~,  la  quale  farebbe  minore  dell'aumento  cofic- 

chè  la  Stc&L  aliquota  liucbbe  contenuta  nel  fao  antecedente 

^  -4- 1^  alme»»  una        di  più,  che  1*  aliquou  fimile,  c  Jbtifs 

del  confeguente  {/-^)  non  è  contjgnuta  nel  Tuo  antecedente 

1*  aumento  del  quale  h  infinitamente  fkeoto  in 
ordine  ad  z**^,  e  conieguentemjrnte  per  la  definizione  XIV.  la 

proporzione  di  -^-i- j  verfo  farebbe  maggiore  delia  propor- 
zione di  (j-h)'¥{d}'ib)  verlo  (j^^b)y  confeguenza  ,  che  in 
virtù  del  corollario  XV.  .de'prinpipj  fi  oppone  alla  proporzio- 
nalità (i). 

O*  dettò  ancpia«  che  fe  non  decrefcefle  m/Sw imiM^ 

te  foco  in  ordine  ad  j ,  non  fuflìiterebbe  la  proporzionalitk  (i), 
e  ciò  è  fimilmente  manifeito;  poiché  le  il  deqremcHto  di 
^  rilpettq  ad     foìfe  una  grandezza  finita;  potrebbe  (empie 
wfi^.pe*  coroUarj  III.  «  e  XXX.  de*  principi  un'  aliquota  JKmm 

del 
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del  confegucnte  ^,  la  quale  farebbe  minore  del  decremento 
talché  la  ftelTa  aliquota  fi^rebl^e  contenuta  nel  Tuo  antece- 
dente almeno  una  volta  di  mm,  che  l'aliquota  fimù 

le.,  t  finita  dei  confeguente  (i*^/)  non  è  contenuta  nel  iuo 
antecedente  1  il  decremento  del  quale  è  in* 

finntnmnu  piccUo  rifpettQ  ad  ('  V)^  ^  confeguent'emente  per 

la  definizione  XV.  la  proporzione  di  j  —  verfo  j  farebbe 
minore  della  proporzione  di  (a'y)-^(aciy:y^)  verfo  ('^•;'); 
conlcguenza ,  che  in  virtù  del  corolUno  ÌV»  jic  pr^nvi^j  f*J^^' 
gna  alia  proporzionalità  (%), 

Teorbma  CVIIL 

Q^Ualfivogila  quoziente        moltiplicato  per  qualunque  gran* 
dezza  C  è  uguale  al  prodotto  della  grandezza  C,  e  della 
diwéìemls 4y^vì{o  per  la  dividerne  cM{A''B)C:^ÌCA)'B* 

Prima  dimofirazjjimft 
Apprefenti  Z  funidi  arkifraria^ 

Per  la  definizione  XXXVI.  fi  à  «5:=^,  e  oonverpendo  <2-a 

Si  k  per  la  definizione  XXXIX.  "Ìa^Ica^b  '  ^  ^^fp^nendè 
(cT)Tb^o7>  a^iu^ii^e  per  l'eguaUtà  perturbata  fi  avrà 
/  \     ^   £ 

Rapprefenti  ora  /*  1'  unitk  arhìnarìa^  che  può  efTere  diverfa 
dair  altra  unità  arbitraria  Z\  la  dehnizione  XXXIX.  moilra  ^ 


,  e  la  definizione  XXXVl.  fiicohoicere 


c 


adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj  =  jjc'  ^  compa- 
rando, quella  proporzionalìtli  colla  pioporzionahtk  (  i     lo  fte£> 

'  '  ce 

io  corollario  XI.  de  principj  fa  vedere,  che  ^-Tjp^=r^-j-gyc 

e  il  corollario  XXI.  de'  principj  moftrerà  eifere  {^A'-B ;C^(  Cy/) 
•J3;  il  che  dovea  dimoitrarfi .  Nn  Sco- 


I 
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Scolio. 

I,  Pei  primo  articolo  dello  fcolio  annefTo  alla  definizione 
XXXVI.,  il  prodotto  CA  lark  lempre  omogeneo  alla  A  (  e  per 
conkgitnza  alla  B')^  ancorché  la  C  non  fofle  omogenea  ai  ter* 
mini  del  quoziente  A'B\ 

Non  è  dunque  neceffario,  che  la  C  fia  omogenea  ai  termi- 
ni di  A'B^  affinchè  fia  concepibile  il  quoziente  (CA):B  ;  ma 
pofto  che  la  C  fia  omogenea  ai  termini  di  A:B  y  ùiA  in  tal 
iato  AC^CA  pel  teorema  LXXIX.,  e  quindi  pel  corollario  IL 
del  teorema  CI!,  fàiìi  {CA):B:^(AC)'Bj  ma  per  quello  teo^ 
rema  (AìBjC^{CA):B;  adunque  in  quella  luppofìzione  di 
C  omogenea  ai  termini  diuf:B,  farli  ancora  (^:jB)C=(^):B. 

II.  Dal  tenore  della  dimoftrazione  del  teorema  prefente  fi 
comprende  9  che  l' unirli  Z  affunta  per  formare  il  prodotto  CA 
elTer  dee  la  medefima^  che  1  unitli  alTunta  per  formare  il  quo- 
ziente {CA):By  e  che  queft*  ifteflà  unità  é^uiifé  Z  può  eflère 
diverta  dalf  unitk  JT  sjfimta  per  formare  il  quoziente  AiB^  con* 
forme  accennai . 

Se  poi  r  unitk  /*,  benché  diverìà  dalla  Z ,  foflè  omogenea 
alla  c,  allora  il  quoziente  AiBy  che  deve  e0ere  omogeneo 
air  unità  farebbe  omogeneo  anche  alla  c ,  e  pel  teorema 
LXXIX.  fi  avrebbe  c{A-B)'=z{A''B)Cy  ed  cfTendofi  provato 
nel  prefente  teorema,  che  {A'B)C'ZZ{CA)'B^  ne  legue,  che 
in  quella  luppofìzione  di  IT  omogenea  alla  C  fi  a  C{^A^B)z^ 
{^CAjiB. 

Seconda  4fif9oftrén;fOtte  di  .quejìo  teorema  • 
Pei  corollario  IV.  del  teorema  CV.  abbiamo  -tt^— T»  * 

(CA^  'AB  ' - 

'fj^Y^  ^  J  '  adunque  pel  corollario  XI*  de  principj 

ma  per  Y  articolo  VI.  dello  fcolio  anneflb  alla  definizione  XXXIX. 
A' A  è  uguale  airunitk  ajfunra  Z,  e  pel  teorema  CI.  {CA)'A 
è  uguale  a  C;  adunque  ponendo  nella  proporzionalitli  (2)  gran- 
dezze eguali  in  luogo  Ì  eguali ,  fi  air^  pel  corollario  IX.  òit 

prin- 
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principi  mj^ss^^j-p^^  e  confegueotemcnte  per  la  definizio- 
ne XXXVI.  ÙA  (CA)iB  eguale  al  prodotto  di  jftB  moltipU» 
cato  per  C|  cioè  ùà,  (^•£)C^(Cif):£»  Il  che  dovea  di^ 
moftiarfi* 

Scolio. 

Se  fi  confiderano  i  due  ultimi  termini  {CA)'A^  e  (Cy/)=-B 
della  proporzionalità  (2),  i  quali  (facendo  una  proporzione) 
intendono  paragonati  infieme;  fi  conolcerk,  che  l'unità  arbi^ 
traria  ajjuma  per  formare  il  quoziente  (CjI)'B  efser  dee  la 
ntedefima  ^  che  1*  unità  ajfunta  per  formare  1'  altro  quoziente 
{CAY-Ay  t  ciò  per  1*  articolo  V.  dello  fcolio  annefso  alla  defi* 
nizione  XXXIX.;  ma  per  lo  fcolio  anneflb  al  teorema  CI.  F 
nnitlt,  che  fi  amime  per  formare  il  quoziente  {CA)iAy  eflèr 
dee  la  ftelsa  con  quella,  che  fi  a&ume  per  formare  il  prodot* 
to  CA\  adunque  Tuniik  afsunta  per  formare  il  quoziente  {CA) 
iB  efser  dee  la  niedefima  cdU' unità  uffunié  per  formare  il  pn^ 
dotto  Cif. 

Ttnffi  dhmfiraxiuic  dì  queflù  $9or8msm  . 

Pei  teorema  LXXIII.  447¥)l"  =  5'>  ^  corollario  IV.  del 
teorema  CV.~y^^=^;  onde  pel  cofoUario  XI.  de'  princìpi 

fi  vede  efsere 
/,N  lui)»— <cd2i£. . 

nia  pel  teorema  C.  {A:b)B  è  uguale  ad  e  pel  teorema 
CI.  {CAj'C  h  uguale  parimente  ad  A\  adunque  ponendo  gran- 
dezze eguali  in  luogo  d' eguali  nella  proporzionalità  (3),  fi  ve- 
drà fuflìliere  pel  corollario  IX.  de*  principj  que(l'  altra  propor- 
zionalità Yjr^^=  (^ca):b'»  •  corollario  XXI.  de' princi- 
pj laxà  {A''B)C=:(CA)''B.  Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Scolio. 

I  Due  ultimi  termini  della  pròporzionalità  (3)  ;  cioè  (CA)i 
C  ,  e  {CA)'B  fono  paragonati  infiéme ,  perchè  coftituifcono 

Nn  2  una 
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lina  proporzione  ;  adunque  per  1'  articolo  III.  dello  fcolio  an- 
nelso  alla  definizione  XXXIX.  1'  unitk,  che  fi  afsume  per  for- 
mare il  quoziente  {CA):B  cfser  dee  la  ftefsa  coH*  unita,  che 
fi  afsume  per  la  formazione  del  quoziente  {Cji):Cy  ma  Io  fco- 
lio anneiso  al  teorema  CI.  fa  conofcerC)  che  l'unirk)  la  quft- 
le  fi  afsume  per  la  formazione  del  quoziente  {ca):C  e(ser  dee 
la  medefima^  che  1*  unit^  >  la  quale  fi -afsume  per  formare  il 
prodotto  CA\  adunque  con  una  fteisa  uniÀ  affunts  debbono  for- 
marfi  il  quoziente  {CAj'-B^  e  il  prodotto  CA* 

Teorema  CIX. 

Qu^l">^^i^c  grandezza  C  moltiplicata  per  qualfivogUa  quo- 
ziente A:B  è  uguale  al  prodotto  della  grandezza  e  della 
dividenda  Ay  diviio  per  la  dividente     cioè  C(^:£)z:(C^):B. 

Prima  dimojiran^ione  fimtle  alla  prima  dimoftroT^ionff 
del  teorema  precedente» 

£  Sprima  Z  Tunità  arbitraria:  fi  k  per  la  definizione  XXXVI. 

e  cmwfpendo  fi  k  in  oltre  per  ladefinizio» 

ne  XXXIX.  ^=^5^,  e  mfponendo  adunque 
per  r  egualità  perturbata  fi  ottiene 

Elprima  1' unitk  arbitraria^  che  può  eflere  diverfa  dall' 
unita  arbitraria  Zi  per  la  definizione  XXXIX.  abbiamo  ^^-—^ 

e  per  la  definizione  XXXVI.  abbiamo  ancora  •?=;t7^b"T  '  ^ 
permutando  -j— =  — ——j  laonde  pel  corollario  XI.  dc'prin- 

cipj  •^=^Y^':B)>  ^  perciò  confrontando  quefta  proporzionali- 

tli  colla  proporzionalità  (i),  fi  vedrà,  che  in  virtù  dello  ftef- 

fo  coroUario  XI.  de'  principi  -^(—^  è  uguale  a  j^^yrg- 

e  quindi  pel  corollario  XXI.  de' principi  C{ji:B)z::{CA)iB, 
Il  che  dovea  dimofirarfi. 

Sco» 
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Scolio, 

JDEbbono  qui  fkrfi  oflémzioni  fimili  a  quelle,  che  fi  fono 
fatte  nello  Icolio  anneflb  alla  prima  dimoftrazione  del  teore- 
ma precedente  I  e  trarne  le  fieflè  confeguenze. 

Seconda  dimùPra'Aoju  fienile  dia  feconda  dhmfiftn^^mt 
dm  antecederne  teorema» 

Il  corollario  IV.  del  teorema  CV.  fomminiftra  ~~-  =  T^  ^ 
TFTT- —  =  "7>  ^  moào  che  pel  coroUario  XI.  de*  princip;  fi 
ottiene 

•  C^)  ~ArB-  (cA)7r^  «  permutando 

_^Li!_  

^  ^  ^    (^CA).A         iCA):B  ' 

Si  confideri  ora^  che  per  T  articolo  VI.  dello  fcolio  annefló  aU 
la  definizione  XXXIX.  A:  A  è  uguale  ali*  unitk  aJfuntaZy  e  pel 
teorema  CL  {CA)\A  è  uguale  a  C;  adunque  lòlHtuendo  gran- 
dezze eguali  m  luogo  d'eguali  nella  proporzionatiti^  (3),  avre» 

mo  pel  corollario  IX.  de'  principj  —  =s  j^TjyT^  >  e  però  in  vip- 

tù  delia  definizione  XXXVI.  far^  (C/^):B  eguale  al  prodotto 
di  C  moltiplicato  per  jt:B}  cioè  iarà  C^A'B):^^CA):B*  Il 
che  dovea  dimoiìrariì. 

Scolio* 

pAcciafi  qui  la  fteffa  riflcflìone ,  che  fi  è  fatta  nello  fco* 
lio  anncfso  alla  feconda  dimoftrazione  del  teorema  antece- 
dente, dedncendonc  le  conleguenze  medefime,  e  fi  confiderino 
come  ivi  i  due  ultimi  termini  (^CA):A^  e  (CA):B  delia  pro- 
porzionaluk  (2)  regilìrata  in  quella  dimoflraziooe. 

Ter7;a  dimoflraztone  Jimile  alla  dimoftrazjene  ten;a 
delr  anàecedettfe  teofewa» 

Si  ^  pel  teorema  LXXXX.  c(l'j)'^S'>  ^       corollario  IV. 

del 
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del  teorema  CV.  fi  ìl  ^3^=5-;  onde  pel  corollarioXI.de' 
prìncipi  fi  ottiene 

/    \   B{A- B)   {CA):C_^ 

ora  pel  teorein»  C  B{A'.B)  è  uguale  ad  e  pel  teorema* 
CI.  {CA):C  è  uguale  pariioDente  ad  ^nendo  pertanto  nel- 
la proporzionalitk  (4)  grandezze  eguali  in  luogo  d*  eguali  y  ù. 
avrk  pei  corollario  IX.  de'  principi  quefP  altra  propprzionalitlfc 

'ciA'.B)  ~  icf):B  ^  ^  P^^  corollario  XXI.  de  principi  fi  a- 
vr^  eziandio  C(^A:B)z^^CA)ifi.  lì  che  dovca  dimoilxaifi* 

$  C  O  L  I  Of 

S  Iccome  nello  fcolio  annefso  alla  terza  dimoftrazione  del  teo- 
rema antecedente  fi  lono  infieme  paragonati  i  due  ultimi  ter- 
mini della  proporzionaiuk  (  3  )  regillrata  in  quella  dimollrazio- 
ne,  COSI  debbono  qui  paragonarfi  mfieme  i  due  ultimi  termini 
(Cy^):C,  e  {CA):B  della  proporzionalità  (4)^  ^  dedurne  le 
medefime  conleguenze,  che  fi  lono  dedotte  nel  luddetto  icolio 
relativo  alla  terza  dimoltrazione  dell'  antecedente  teorema. 

Tborbììa  ex» 

^^Ualfivoglia  quoziente  ^:  B  divifo  per  qualunque  grandezza 
C  è  uguale  alla  lua  dividenda  A  diviia  pel  prodotto  della 
grandezza     e  della fua  dividente  By  cioè  ^A:B):CzzA''(CB), 

Df  MOSTRAZIONE. 

S I  ^  per  la  (definizione  XXXIX.  =  >  c  trrfponatdo  ~ 
ss  2.,  indi  convertendo  ^       =  ^ ,  fi  ^  ancora  per  la  definizio 

^  Z  B 

ne  XXXVI.  y  adunque  per  l' egualità  ordinata  fi  vede 

elsere  — ^   a;—- ;  ma  il  teorema  CVII.  fomminiftra  quella 

proporzionalità  (A:B):C  Ila  ad  A'-^CB)^  come  fta  ad 
—  ;  adunque  pel  corollario  X.  de'principj  {A:B):C^A:(^CB)< 
li  cke  dovea  dintoftraifi* 

Sco- 


llili 


Delle  Peopoheioni  GEO]iiETi.ieBB«  %Vf 
ScoLio« 

I.  Il  primo  articolo  dello  fcolio  annefso  alla  definizione  XXXVI, 
inoltra,  che  il  prodotto  CBk  lempre  omogeneo  alla  B  (e  per 
conleguenza  alla  ,  ancorché  la  C  non  folse  omogenea  ai 
termini  del  quoziente  A\E  ^  ma  quando  C  fia  omogenea  ai 
termini  dello  ftelso  quoziente  A\B  ,  allora  BC  lark  eguale  a 
CB  pel  teorema  LXXIX*  >  e  pel  corollario  li.  del  teorema  Cll. 
fark  A'\CB)  eguale  ad  A\{BC)  ;  adunque  in  quella  fuppo- 
fizione  fi  avrU  (A:B):C  eguale  anche  ad  A:(BC)» 

II.  Il  tenore  della  dimoftrazióne  di  quefto  teorema  fa  vede^ 
re,  che  Tunit^  affuma  per  formare  il  Quoziente  A*.B  deve  ef- 
fere  la  ftef^i,  che  Tunitk  affunta  per  tonnare  il  prodotto  CB. 

III.  Efsendo  poi  nella  medefima  dimoftrazióne  paragonati  in- 
fieme  i  due  quozienti  (A:By,C  ^  ed  A:{CB);  attelochè  pro- 
vafi  in  efsa ,  che  fono  eguah  ;  efige  T  articolo  IH.  dello  fcolio 
annelso  alla  definizione  XXXIX.,  che  Tunitk  ,  la  quale  Ci  aisu- 
me  per  formare  il  primo  de*  luddetti  quozienti,  cioè  {A:B):C 
fia  la  flefsa  con  quella ,  che  fi  aisume  per  formare  il  l'econdo* 

Al  fra  dimoftrazióne  di  quefto  teorema» 

'  Pei  corollario  m.  dei  teorema  CV,  fi  k  ^?^j^=^ ,  e  pel 

corollario  IV«  dello  fìefso  teorema  fi  k  pure  adun- 
que pel  corollario  XI.  de*  principi 

(i\  5££2ii— «in,- 

ma  pel  teorema  Cf.  {CB):B  è  uguale  a  C,  e  per  T articolo 
VI.  dello  Icolio  annelso  alla  definizione  XXXIX  A:  A  è  uguale 
air  unitk  ijjfunta  Z  ;  adunque  lurrogando  nella  proporzionalitk 
(  I  )  grandezze  eguali  in  luogo  d'  eguali  ,  fi  avrk  pel  corollario 

IX.  de*  principi  -^g^.^^^-y  ;  e  per  la  definizione  XXXIX. 

A:(CB)  eguale  ad  A:B  divifo  per  C,  cioè  làik  {A:B) 
:CzzA:{CB)^  Il  che  dovea  dimoftrarfit 

Sco- 


# 
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Scolio. 

I  Due  quozienti  e(CB):B  vengono  paragonati  infìeme» 

giacché  lono  i  primi  due  termini  della  proporzÌ£)nalitk  (x);  a- 
dunqne  per  1'  articolo  III.  dello  fcolio  annclso  alla  definizione 
XXXIX.  r  unit^  ajjunta  per  formare  il  quoziente  A:B  deve  el- 
fere  la  mcdefima^  che  l'unita  affunta  per  formare  l'altro  quo- 
ziente (C5):B;  ma  per  lo  fcolio  annelso  al  teorema  CI.  l'u- 
niti affunta  per  formare  il  quoziente  (CB):B  è  la  ftelsa,  che 
r  uniiìi  njfunta  per  formare  il  prodotto  CB  ;  adunque  1'  unit^ , 
che  fi  alsume  per  la  formazione  del  quoziente  A:B  efser  dee 
k  medeftma  con  quella^  che  fi  alsume  j^er  la  formazione  del 
prodotto  CBf 

Teorema  CXL 

Qualunque  grandezza  C  divìla  per  ^ualfivoglia  quoziente  Ai 
B  è  uguale  al  prodotto  della  grandezza  C,  e  della  irmdeme 
divilo  ^r  U  dwkhmU  jf,  ci^  C:(A:B):::z{CB):A.  - 

'  D^MOSTltAZIONB» 

Si  è  provato  nel  teorema  precedente  >  che  (^A:B):C^Ai 
{CB)y  ma  pel  teorenjta  CVII.  {A:B):C  ita  ad  ^{(CB),  co» 

me  ~~  fta  ad        adunque  pei  corollarip  X.  de'  principj 
A  C         CB  *        *  c 

s=^,  e  convertendo  ^—sz~;  ma  pel  medt;limo  teorema CVIL 

C:(AiB)  fta     {CB):Ay  come  fta  a  2,  adunque  pél 

cprollarìo  X>  de'  principj  (;:{4''P)^{CB):,A$  Il  che  dovea 
^liunoftrarQ*  « 

Se  o  L I ^ 

Siccome  la  dimoftrazbne  di  quefto  teorema  dipende  dalla  di- 
snoftrazione  dei  teorema  precedoite,  po^  le  xifleOìoni  fatte  ne- 
^  •Icolj  ann^fiìj  alla  prime  9  e  alla  leconda  dimoftrazione  del 
medefimo  precedente  teorema  «  qui  ancpra  dehbonp  aver  luogg  »  e 
m^deftme  conièguenze  anno  da  deduriene. 


DstLB  PuOPOKZrÒNI  QtiOjIlTRieHB*  %Z0 

dd 


PEf  la  deìiniuoBe  XXXVL  fi  vede  eOere  y  e  amver^ 

tendo  ma  pet  la  definizione^XXXrX.  fi  k  7=^^;^  » 

cioè  fra/ponendo  j-^Tq^^j  ;  adunque  per  T  egualitk  ordinata 
ma  pel  teorema  CVIL,  Ci(A:B)  fta  a  (CB) 
,  come  -^^^^^  iU  a       adunque  pel  corollario  X*  de'prin- 
cipj  C:{A:B)  è  uguale  a  (CB):vf«  li  che  dovea  dimoftraifi* 
•    •  ■  Scolio. 

Dovranno  qui  fiurfi  rifleflioni  fimili  a  quelle)  che  fi  fono  lat- 
te nello  Icolio  anneiTo  alla  prima  dimoftrazioiie'  del  teorema 

precedente,  e  trame  le  ftefle  confeguenze. 

NehVanicolo  terzo  del  medefimo  Icolio  fì  offerva,  che  fono 
infieme  paragonati  i  due  quozienti  {jÌ:B)iCy  ed  A:{CB)j 
perchè  fi  prova  la  loro  egualick  :  e  qui  fimilmente  deve  offer- 
varfi^  che  iono  paragonati  infieme  i  due  cjuozienti  C:(^:B)y 
e  (cB):A^  de*  quali  parimente  fi  prova  1  egualità,  e  perciò 
in  visore  dell'  articolo  terzo  dello  Icoho  anneffo  alia  definizio- 
ne  XXXIX.  T  unit^ ,  che  fi  affume  per  formare  il  quoziente 
C'{yf'-B)  effer  dee  la  medefima  con  l'unità,  che  fi  prende 
^r  la  formazione  del  quoziente  (  CB  )  :  ^  •  ' 

T0n^  dèmftnmone  fimU  fdJa  fecondM  dmofirM^ì^it^ 
dd  fttvttnM  fr9^idwf$§  • 

Si  à  pel  corollario  IH.  del  teorema  CV.  7-^— =  A  9  ed 
^^--=r^-,  laonde  pel  corollario  XL  de*  prìncipi  fi  avrli 

Ora  pel  teorema  CI.  {CB):B  è  uguale  a  C,  e  per  T  arti- 
colo VI.  dello  fcolio  anneflb  alla  definizione  XXXIX.  A\Ah 
uguale  ali*  uniik  ajfuma  Z;  adunque  ponendo  nella  proporzio- 
«alità  (  I  )  gnuidezze  eguali  in  luogo  d' eguali  nè  verrà  in  vir- 

O  o  *  rk 


tu  del  corollario  IX.  de*  principi  -j^-as^^^^.^,  c  conleguentft- 

mente  far^  per  la  definizione  XXXIX.  {CB):A  eguale  a  C  di- 
viio  per  A:By  cioè  iark  C:{^A'.B)zz.{CB):A.  li  che  do- 
vea  dimolkrarilé 

Scolio/ 

ANno  qui  luogo  ofTervazioni  (ìniili  a  quelle  dello  fcolio  an- 
xic-nb  alla  ieconda  dimoltrazione  del  teorema  precedente^  e  COi^ 
viene  inferirne  le  conlegutn^x  mcdefime.  • 

TEOREMA  CXIK 

M  Oltiplicando  per  la  medefima  grandezza  la  dividenda^  e  la 
dt'vidctite  di  un  quoziente ,  e  dividendo  il  primo  prodotto  pel 
fecondo,  ne  rilulta  un  quoziente  eguale  al  quoziente  di  prima. 
Rapprelenti  A:B  qualfi voglia  quoziente,  e  C  qualfivoglia  £ran> 
dezza,  dee  provariì ^  che  ( AC ):(BC):zzA:B» 

« 

'p£l  teorema  LXXII.  ^ssj»  ma  pei  corollario  III.  del  teo- 

jio  XII.  de\principj  ifii|/^)=^. .  Ora  per  rarticob  VI. 

àello  fcolio  anne0b.allad«anizione  XXXÌX.  (£C):(BC)  è  u* 
cuale  a  B:B;  perchè  ambedue. quelli  quozienti  rapprefeiìuno 
f  unitU  arh'maria  Z ,  che  può  fupporfi  la  fle0ft  ;  adunfjue  pel 
corollario  XXI.  de'  princip;  {^AC)i{Bc)zzA:B,  Il  che 
dovea  dimoftrarlì* 

Scolio. 

•  ■li»  . 

A,  .  . 
Celò  fl  quoziente  {AC)  *{BC)  pob  jappref^iit^rfi. 
guale  all'ahio  quoziente  A:B^  debbono  conc^irfi  formati  am- 
bidue  con  la  ntedtfima  uniti  affum*^  t  quello  per  l*  articolo 
III.  dello  Icolio  anneflb  alta  definizione  XXXIX. 
II*  >lon  è  punto  Decedano ,  ch«  la  C  lia  omogenea  ai  ter- 
mini 
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«ini  del  qnocientc  A:By  poiché  per  1*  tnicolo  primo  dello 
(eoiió  anndBb  alla  defifiiaone  XXXVI.,  aóobiedue'i  prodotti 
e  BC  fono  omogenei  alla  C>  e  coofe^uentemente  fono  omo» 
genei  tra  ]oni« 

Pei  teorema  LXXII.  ,  e  per  la  definizione  XXXIX» 

-jss       ;  adunque  pel  corollario  XI.  de'  principj  ^Q.^jp^yV 
Per  la  fteila  definizione  XXXIX.  '^^^^(^c-Ag  1  ^^4^ 
pel  citato  corollario  XI.  de* principj  ^^v(bc)'  ^ 

di  pel  corollario  XXI.  de' principj  (-<^C):  t5C)=:-rf:i3.  Il' 
che  dovea  dimoftrarfi. 

Ten^  ditnoJlra7:ione  • 

Il  teorema  CVIL  fomminiftra  quella  proporzionalità  (.^)^ 
(BC)  fta  ad         come^  ftaad  j;.  na  pel  teorema  LXXIL 
^  è  uguale  ad  ^;  adunque  pel  corollario  X.  de*  principj  ^/^) 
;(5CJ  è  uguale  ad  A:B,    Il  che  dovea  dimoftrarfi.  ^ 

Teoubma  CXIM.  . 

L/A  qualfivpglia  grandezza  C  moltiplicata  prima  per  la  din^ 
éendéy  t  poi  per  là  dthide^M  di  quaifiVoglia  quoziente  A*Bj 
lil'ultano  due  prodòtti',  il ']^rìmo  de'  quali  diviio  pei  fecood» 
dSi  un  altro  quoziente  eguale  ad  u!f:9« 

Scolio. 

I.  Tl^e  dimoftradoni  di  quello  teorema  dar  fi  poflbno  (tmilif- 
fime  a  quelle  del  precedente  teoiema  ;  mentre  baila  Ibftituire 
'  in  tutte  e  tre  le  dimodrazioni  del  teorema  fuddetto  CA  in  li^o» 
^o  di  ACy  e  CB  in  cambio  di  BC,  e  citare  il  teorema  LXXIII. 
in  vece  dei  teorema  LXXIL;  mi  atterrò  rper  Canio  4i  replicar* 
ne  il  tenore. 

U.  Affinchè  (C^):(GB)  iia  eguakad  4'.»^  debbono  eflèr 

Oo  a  for- 


4 
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.  -  T  Ito     l.A  ^  Bif  S  II  A  L-B 

§bnam  tmbidue  quefti  quouenti  colla  ftfffà  unidi  ajfunta  ,  4 
ciò  per  r  artìcolo  UL  dello  Icolto'  anneflb  alla  dofinizkme  JCXXIX. 

Primo  Corollario 

V mnbedue  9  mmm  CXILj  0  CXIIÌ. 

pEr  ridurre  ad  una  medefima<^/Wtf«/^qualfi voglia  coppia  di  quo- 
zienti, V.  g.  A:B^  ed  F  :G  fcnza  cangiarne  ii  valore,  fi  prenda- 
no i  due  quozienti  (^C):(BG),  e  (jBF) :(BG),  il  primo  de* 
quali  pel  teorema  CXII.  è  uguale  ad  AiB^  c  li  fecondo  è  u- 
guale  ad  F:G  pel  teorema  CXI  IL; 

Ovvero  fi  prendano  gli  altri  due  quozienti  (GA):(GB)y  ed 
(FB)c(GB),  mentre  il  primo  di  quelli  è  uguale  ad  A:B  pel 
teorema  QUiI.  ,  e  il  fecondo  è  uguale  ad  F:G  pel  teorema 
CXII, 

Scolio* 

In  fomiaa  per  ridiure  ad  una  medefima  diw4htt$e  due  quo> 
sòeiiti ,  ci  moltiplichi  la  dwùhnday  e  la  dividente  del  primo  per 
la  dividme  del  iècondo  >  e  iG  avrU  un  terzo  quoziente  eguale 
al  primo  ;  indi  fi  moltiplichi  la  dividente  del  primo  quoziente 
per  la  dividendi ^  e  la  aiwdenfe  del  fecondo,  e  fi  ayrk  un  quar<^ 
fo  quoziente  eguale  al  fecondo,  €  dì  più  il  terzo,  e  quarto 
quoziente  avranno  una  medefima  dividente: 

Oppure  fi  moltipliclii  per  la  dividente  del  fecondo  quoziente 
la  dividenday  e  la  dividente  del  primo,  e  fi  avrà  un  terzo  quo- 
ziente eguale  al  primo;  fi  moltiplichi  pofcia  la  dividenday  e  la 
dividente  del  lecondo  quoziente  per  la  dividente  del  primo ,  e 
fi  otterià  un  quarto  quoziente  ^uale  al  lecondo ,  ed  in  oltre, 
il  terzo,,  e  quarto  quoziente  avranno  un*ifteila  dividente. 

Secondo  Corollario 

sndfedue  i  teùrernt  CXU.y  e  CXUJ. 

PEr  rìduire  ad  una  medefiow  dividente  i  tre  quozienti,  v.  g. 
mia;  p:m;  me  (ancorché  i  termini  degli  uni  non  foflèro  omo- 
genei ai  termini  degU  altri)  fi  riducano  due  di  efit,  v«  g.  mia^ 


Delle  Proporzioni  Geometrtché,  2^5 
ed  n'.e  ad  una  medefima  divide^ntc  coi  modo  elpofto  nel  pre- 
cedente corollario,  e  in  loro  luogo  fi  avrU  (wé*)  : ed 
i^ae).  Ciò  fatto  fi  riduca  il  terzo  c|iiozicnte,  v.  g.  p:u  ad  ave- 
re una  medefima  dividente  coi  due  quozienti  gi^  ridotti  ad  una' 
ilefTa  dividente ,  e  quefto  fi  faccia  nella  maniera  fptegata  nel  co- 
rollario precedente^  e  fi  avranno  i  tre  quozienti^  che  feguono, 
(i  quali  equi  vagliano  xeTpettivaniente  ai  tre  quozienti  m:s; 
m:c  ;  p:u), 

{meu):{aeu) ;  (anu):(a€u);  (aep):(aeu) ;  oppure ì tre fifm^^t 
(noe);  {uan):{uae) ;  (pac):(uae);  ovvero  i  tre  (emù):leau)^ 
ìnM):{eau);  {eaù):{^eau);  o  anche  i  tre  {uem)\{uea) ;  (mmi 

Scolio. 

O  I  dovr^  operare  fimilmentet  quando  (i  von^  ridurre  ad  una 
ipedefima  dividmte  un  numero  di  quozienti  maggiore  di  tre 
(benché  i  loro  termini  non -fieno  vicendevolmente,  omogenei  )|| 
poiché  fé  ne  dovraimo  prender  tre,  e  ridurli  ad  una  meckfin^a 
dividente ,  come  fi  è  Ipiegato  nel  lecondo  corollario ,  che  piie* 
cede  ;  indi  ridurre  il  quarto  ad  avere  una  ftcffa  dividente  coi 
tre  quozienti  ridotti  ad  una  dividente  medefima  ;  e  procedendo 
gradatarì'»ente  dal  caio  di  quattro  quozienti  a  quello  di  cinque, 
dal  calo  di  cinque  quozienti  a  quello  di  lei)  e  così  iempre,  ec« 
fi  conieguirk  l' intento  • 

Tborbua  CXIV. 

S  leno  due  quozienti  A\B  ^  ed  E\E  dotati  d'  una  medefima 
dividente B •  io  dico,  che  {A:B)^{E:B)k  uguale  2l>ì{Az±, E),: B» 

Dimostrazione. 

p£l  teorema  CVII.  fi  anno  quelle  due  proporzionalità 

(i)  A:B  fta  ad  {Az±E):B,  come  ^  fta  ad  ed 

^(a)  £:£  ila  ad  (^zfe£):B,  come  «1  ila  ad 
adunque  pel  corollario  XXJ.  dei  teorema  lì. 

{A: 
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(^:B)=±(£:5)  Ila  ad  come  ^=±|  fta  ad 

Qia  per  gU  «ifiomi  Vili,  e  Vii.  ^^^f  è  uguale  ad  ^-J^;^  ; 

adunque  pel  corollario  X.  dc'priiicipj  {ji:B):±(E:B)  è  ugua- 
k  ad  {A:±E)tB*  Il  che  dovea  dimoftrar&« 

'ScoMO< 

I  Due  quozienti  A:Sy  ed  (^i±£):B  cffendo  i  primi  due 
termini  delia  proporzionalità  (  i  )  fono  paragonati  infieme  ;  e 
quindi  per  1*  articolo  III.  dello  fcòiio  anneflb  alU  definizione 
XXXI A.  Funitli  affunfa^T  formare  il  quoziente  deve  et 
4ère  la  medefimay  cheTunit^  ajfunfa  per  formare  il  quozienti^ 

Per  la  ileflà  ragione  i  due  quozienti  EiBy  ed  (AdtE)\By 
che.lono  i  primi  due  termini  della  proporzionalità  (a)  debbono 
^fser  ibrmati  con  una  mede/ima  unitk  affunta\  mail  quoziente 
(u^i±£):B,  che  fa  il  iecondo  termine  della  proporzionaUtk 
i)  è  una  iUflk  grandezza  col  quoziente  (^Az^E^-^y  c)[&e  ia 
iecondo  termine  della  proporzionalità  (  a  ),  .altrimenti  npn 
^irebbe  addàttarfi  al  preiente  teorema  il  corollarip  XII*  dei 
teorema  II.)  conforme  fi  richiede  per  la  dimoflrazione  ; 

Adunque  con  una  mcdcfima  unirU  ajfumn  debbono  effere  for- 
mati i  due  quozienti  A:By  ed  E.B^  ad  effetto,  che  T  altro 
quoziente  {^AztE):fi  poifa  eilcre  ia.  fomma,  o  la  difierenza 
di  efll.  ... 

'  '  *  Corollario  I.  .ì 

Sleno  tre  quozienti. E:B;  MxB  dotati  di  una  mede* 
fiina  divtdeme  \  io  dico ,  che  {^AiB'^{EiBz:^{MxB)  è  u- 
guale  ad  (-<fHt£=^7lf):J9; 

Impèrciocchè  elfendo  per  quefto  teorema  (     B  )  HK  i[  £  :  B  J 
uguale  ad  {Az±E):B^  ne  feguc,  che  (-tt£):B=f 
è  ugualcrad  {AiB)^{E'.B)'Zf,{M\B)\  ma  in  virtù  di  que- 
fto medefimo  teorema  (^ztf):  B:^  M:  B  è  uguale  ad  (^rt£ 
=f  M):B;  adunque  (^:J?;^^£:fl;=f (M;B>  è  -uguale  ad 
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'     '  Scai.19*      •  • 

I.Sl  procedei  fimilmente  per  provare  il  £mi)e  >  quando  i' 
quozienti  dotati  dell^  medefima  dividerne  lono  pài  di  tre, 
Ccnào  paflkggio  pradatamentc  da)  cafo  di  tre  quozienti  a'  quel- 
lo di  quattro 9  oai  cafo  di  quattro  quozienti. a  quello  di.cin» 
que^  e  così  iemprè,  ec.  , 

II.  Siccome  nel  precedente  fcolio- fi  è  mc^hato,  che  debbo- 
no eifer  formati  con  una  medefima  unitk  ajfunta  i  due  quozienk 
ti  A\By  ed  B\B  y  acciò  il  quoziente  {A'^E):B  polsa  else- 
te  la  fomma ,  o  la  differenza  di  e/Ti  ,  co^i  (ì  modreik ,  che  i 
due  quozienti  ('^=±£):B^  ed  M\B  debbono  formarfì  con  u- 
na  medefima  unità  ajfuma^  acciò  T altro  quoziente  {AzìiEz^^ 
M):B  elser  polsa  eguale  alla  loro  differenza,  o  alla  loro  fom- 
ma; adunque  i  tre  quozienti  (A:B)y  (E:B)y  {M:B)  debbo- 
no efser  formati  con  una  medefima  unìik  afsuma^  affinchè  T  al- 
tro quoziente  (^rtB^AT);^  iìa  eguale  ad  (A:B)zt{£'-B) 
=ì:(M:B). 

III.  Ciò,  che  fi  è  notato  in  queflo  fecondo  punto  ^  luogo 
ancora  allorché  fi  prende  un  lolo  quoziente  eguale  alf/rg^r^^^ 
h)  di  qualunque  numero  di  quozienti  dotati  della  medefima  di- 
vidente, e  affeffì  in  qualfivoglia  modo  col  fegno  H- >  ovvero  col 
fegno 

.Corollario  II*- 

PEr  Aggiugnere,  o  per  fottrarre  due  quozienti  A-.B^  ed  F\G 
(  i  termini  del  primo  de*  quali  non  è  necelsario ,  che  fieno  o- 
mogenei  a  quelli  del  fecondo  ),  fi  riducano  ambedue  ad  una 
medefima  dividente  fena^  mutarne. il  valore  coi  modo  efpofto 
ilei  primo  corollario  de*  due  teoremi  CXIL  ,  e  CXUL,  e  fi 
avrà  AiB={jG):{BG)y  ovvero  A:B:=i{CA)i{GB)\  fi  a** 
vrà  .ancora  jF:G^(J5i=*):(BG),  ovvero  F:G=(FB):(GBV 
è  in  virtàdel  prelcnte  teorema  izxi  {AiB)':^{'F:G)z^{AQ 
:±BF)\{BG)y  ed  anche  (4^:3):±(JF:G}x=:<G^d:>FB);GB. 

Sco- 
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Scolio. 

P  £r  quanto  fi  è  notato  nello  fcolio  anneflb  a  ^fto  teorema^ 
affinchè  (jfGz±BF)iBG  e(Ter  poiTa  la  fomma^  ovvero  rdpet- 
tivamente  la  diflfercnza  di  (AG):{BG),  e  di  (J}f):(BG),  que- 
ùì  due  ultimi  quozienti  4ebboiio  elser  formati  con  !a  nudefima 
onitk  éijfuntà^  ma.  pel  primo  articolo  delio  fcolio  annefTo  al 
teorema  CXII.il  quoziente  :  B  dev'effer  formato  con  la  ftef- 
fa  unitU  affìinta^  con  la  quale  è  formato  il  quoziente  (yfG): 
(J5G),  e  il  quoziente  F:G  dcv'  effer  formato  con  la  /f^Jf^  u- 
Sìiù.  ajjunta^  con  la  quale  è  formato  il  quoziente  {BF  ):{BG), 

Adunque  anche  i  due  quozienti  A  :  B  j  ed  F  :  G  debbono 
formarfi  con  una  /^ejfa  unith  ajfnnta ,  acciò  uno  di  elfi  poisa 
aggiungerfi  all'  altro  ,  o  lottrarfi  dall'  altro  coi  modo  elpolto 
in  quello  fecondo  corollario. 

Le  ftefse  ragioni ,  che  qui  non  fa  d'  uopo  di  ripetere ,  efi- 
gono,  che  i  due  quozienti  A:By  ed  f:G  fieno  formati  con 
una  medeftma  unita  ajfunta  ,  atlmchè  (  Gj4  z±  FB  )  :  GB  polsa 
elser  la  lomma,  ovvero  la  diiicfcnza  degf  iitelfi  due  ^uozien« 
ti  ed  F:G. 

.  Tutto  ciò  >  che  nel  prefente  fcolio  fi  è  notato ,  fuffifìe 
^nalmeme  ai^e  nel  calo ,  che  i  terimni  di  A  :  3  tion  ùtnó 
«mo^enei  su  termini  di  FiO, 

COROLLAaiO  IIL  ^ 

P£r  AVtìt'V  éxggregato  di  più  quozienti ^  che  abhmnó  diverfe 
cUvidenti  c  ,fieno  aflctti  ad  arbitrio  col  iegno  h-  ,  o  col  fe^ 
cno-^;  fi  rìdttianno  tutti  ad  una  medefima  dividente  «  come 
fi  è  ffloftrato  nel  primo ,  e  nel  (ècoiido  corollario  d'  ambidué 
i  teocemi  CXIL,  e  CXIII.,  e  nello  (colio  annelso  al  iecòndó 
di  cfli  corollarj,  e  operando  a  tenore  del  primo,  e  terzo  pijn- 
|o  dello  fcoUo  annirtso  al  primo  corollario  di  quello  teorema^ 
fi  otterrà  V  étggrifggfv^  che  fi  defìdera ,  fenza  che  fia  punto 
neceisariOf  che  i  quozienti  «  i  quali  debbono  così  aggrcgar/ij 
^iaao  i  propij  teraiini  omogenei  gli  uni  agii  altri  • 

Tao. 
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TBOftBM&  CXV. 

u  N  quoziente  A\B^  moltiplicato  per  qualunque  altro  quo- 
ziente F:G,  fa  un  prodotto  eguale  ai  prodotto  della  divideiu 
da  A  del  primo,  moltiplicata  per  la  dtvidenda  F  del  fecondo, 
divilo  (  detto  prodotto  )  pel  prodotto  della  dividente  B  del  pri- 
mo >  moltiplicata  per  la  d'fvidente  G  dei  lecondo:  dee  provaiiì» 
che  {ji:B){F:G)=z{AF):{£G). 

DiMOSTBAZIONB* 

N  Ella  dimoftrazione  del  teorema  LXXXIII.  fi  è  provato,  che 
J'I'  'l* ^       teorema  CVIL  B:B  fU  ad  A:By  come 

B  A 

~  ad    ,  fta  ancora  per  lo  fteflb-  teorema  «  F  :  G  ad  (AF)  : 

(jBG),  come  ^       ^>  ^  quindi  pel  corollario  XII.  de' prùici- 

pj  B:B  fta  ad  A:B,  come  F:G  fta  ad  (AF)',(BG). 

Ma  per  1'  art.  VI.  dello  Icolio  annelTo  alla  definizione  XXXIX. 
B:B  è  uguale  all'  iinith  arbitraria  Z;  adunque  per  la  definizio- 
ne XXXVI.,  il  prodotto,  che  nalce  dal  quoziente  A:B<,  molti- 
plicato pel  quoziente  F:G,  è  uguale  ai  quoziente  (AF):(BG)y 
Cioè  {A:B)IF:G)=:{AF):{BG).    Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Scolio. 

R.  I  flettendo  a  quanto  fi  dichiarò  nello  fcolìo  anneflb  a!  teore- 
roa  LXXXIII. ,  mediante  il  qual  teorema  fi  dimoftra  la  prò- 

B     A       F  AF 

porzionalit^  F'  F*  '  e"  *  Be'*  entra  nella  dimoftrazione  del 
prelente  teorema,  fi  vedrH,  che  l'unità  ajfunta  per  formare  il 
prodotto  AF  è  la  ftefla,  che  l'unita  affunta  per  formare  il  pro- 
dotto BG  ;  laonde  entrando  quefli  medcfimi  prodotti  nell'clpref-, 
fione  del  quoziente  {AF):{BG)^  fe  ne  deduce,  che  clt  deb- 
bono effer  formati  con  una  medcfima  unita  ajfurira , 

Non  è  però  neceflario ,  che  quefta  mede/ima  unilh  arbitraria 
fi  affama  per  formare  il  quoziente  (y/F):(£G);  perchè  si  il 
prodotto  AF  ,  che  il  prodotto  BG  pofTono  riguardarfi ,  come 
grandezze  ièmplici,  allorché  formati  detto  quoziente. 

Pp  Co-" 
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Corollario  I. 

Il  prodotto  di  molti  quozienti  A:B ;  F -.G ;  H:Iy  ec.  è  ugua- 
le al  prodotto  di  tutte  le  dividende  (  ordinatamente  prefc  ) ,  di- 
vi(b  pel  prodotto  di  tutte  le  dividenti  (ordinatamente  prefe)) 
vale  a  dire  è  uguale  ad  (AFHy  ec.):(5G/,  ec). 

Imperciocché  per  quefto  teorema  il  prodotto  di  A:By  e  di 
F:G  t  uguale  ad  (AF)  :  (BG)  ;  adunque  il  prodotto  di  A:B^ 
di  F:G,  e  di  H:I  è  uguale  al  prodotto  di  {AF):(BG)  mol- 
tiplicato per  H:/,  e  quefto  nuovo  prodotto  è  uguale  pel  pre- 
lente  teorema  ad  (  AFH)  :  (BOI)  ; 

£  cos'i  procedendo  y  ii  vedrà,  che  quefto  corollario  è  gene« 
ralmente  vero. 

Scolio. 

On  è  punto  neceftario,  che  i  quozienti,  i  quali  fi  molti- 
plicano infieme,  abbianogli  uni  i  loro  termini  omogenei  ai  ter- 
mini degli  altri. 

II.  Per  la  ragione  accennata  nel  precedente  fcolio,  e  fpiega- 
ta  nello  fcplio  anneflb  al  teorema  LXXXIII.,  è  neceflano^  che 
moltiplicando  AF  per  Jf ,  e  BG  per  /,  fi  prenda  mia  meiejmu 
unitl^  ajfuma, 

III.  Non  è  però  neceflanO)  che  ouefta  emimm  unitli  é^tm^ 
M  fia  la  medefima  con  quella,  che  u  afsunfe  nel  moltiplicare 

per  e  £  per  G;  mentre  i  due  prodotti  già  formati  AFy 
e  BG  pofsono  confiderarfi  come  due  grandezze  l'empiici,  allo^ 
chè  fi  formano  i  due  nuovi  prodotti  {AF)  H,  e  (Àr)  /,  coit 
forme  fi  è  efprefso  nelT  articolo  lello  dello  fcoiio  «mielso  alla 
^definizione  XXXVI.  .  . 

IV.  Nel  formare  poi  il  nuovo  quoziente  (AFH):{BGJ)  nep- 
pure è  necelsario  di  prendere  per  uniti  ajfunta  quelle  uniti  ar- 
bttrarie  ,  che  fi  alsunlero  per  formare  i  due  prodotti  AFH^  e 
BGl ,  i  quali  polsono  riguardarfi  come  due  grandezze  iempli- 
ci,  allorché  fi  forma  il  quoziente  lopraddetto . 

V.  Se  tutti  i  quozienti,  che  fi  moltiplicano  infieme  anno  i 
loro  termini  omogenei,  non  è  necelsario ^  clie  fieno  diipoite  or- 

4ina- 
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dtnatamente  nei  reipcttivi  loro  prodotti,  ec.  le  dhìdende^  e  le 
divìdenti^  perchè  in  virtù  del  I.  corollario  del  teorema  LXXXI. 
quelli  medefimi  refpettivi  prodotti  laranno  fempre  eguali  tra 
loro,  «J^alunque  fia  l'ordine,  che  ferbano  in  elsi  le  grandezze 
moltiplicate,  purché  nel  formare  i  fopraddetti  diverfi  prodotti, 
ed  anche  i  due  primitivi  prodotti  AFH^  ec,  e  BG/,  ec.  alsu- 
mafi  lempre  una  medefima  unità  arbitraria laonde  pel  corolla- 
rio I.  del  teorema  CU.  i  quozienti ,  ec.  formati  da  quelli  re- 
fpettivi prodocd  faranno  femore  eguali  al  (quoziente  (^F/i,  ec.) 
;(flGi,  ec.)  .    .  •   '  • 

Nel  formare  però  i  fopraddetti  diverfi  quozienti  9  ec.  dee 
]^reiMlerfi  quella  ftejfa  unaià  mèkrmM^  che  fi  è  sffmnu  per  for- 
mare il  quoziente  primitivo  (XFH,  ec.)?(B(r/i  Cc.),  e  piò  ad 
oggetto  di  falvate  T  eguaglianza  de*  fuddetti  diverfi  quozienti , 
ec.  col  quoziente  primitivo  ;  ma  quefta  feconda  unit^  arhhrà^ 
ria  pot»  efsere  dilfcrrnte  dall'altra  uniidi  ^rìtinma^  phe  fervf 
à  formare  i  prodotti  ^FH^  ec.,  e  Kit  ec  in  confermiti  dell' 
articolo  I V.  di  queflo  fcolio .  •       .  i 

£'  vifibiie,  clìe  fimiglianti  lifl^oni  debbono  aver  luògo  in 
qualunque  cafo  più  compofto. 

CoROjL|.ARlO  IL 

Se  fi  ^  da  moltiplicare  un  quoziente  A:B  per  fe  medefimo 
»w/7  Wm,  prendafi  (^-//):(BS);  le  due  volte,  prendafi  {AAA)i 
{BBB),  fc  tre  volte, prendafi  {AAAAy.^BBBB)^  e  cosi  fem« 
pre,  ec. 

\  .  Corolla  aio  lìt.  dedotto  dal  fi. 

PEr  elevare  un  quoziente  A:B  ad  una  dignità  di  qualfivo- 
glia  grado  y  fi  dee  moltiplicare  A:B  tante  volte  per  le  llelTo  , 
quante  unità  meno  una  contiene  il  numero,  che  elpone  il  grado 
della  dignith  richiefla,  e  ciò  fi  deduce  dalla  definizione  XXXVIf.; 

Adunque  per  elevare  un  quoziente  A:B  ad  una  dignitk  di 
qualfivoglia  grado  ^  la  dignità  fimile  della  dividenda  A  dee  di- 
viderfi  per  la  dignità  ftmilc  AtWdi  dividente  B,  e  quello  nuovo 
quoziente  iark  la  dignità  richieda  del  quoziente  A\B* 

Pp  2  Sco- 


Scolio. 

Le  riflefTioni  fatte  negli  articoli  IL,  III.,  è  IV.  dello  fcolio 
annelTo  al  I.  corollario  di  queflo  teorema  anno  iuo^o  anche  ìq 
ordine  ai  precedenti  coroliarj  II.,  e  III. 

Corollario  IV. 

Significhi  R  qualunque  grandezza,  io  dico,  che  il  quoziente 
R:R  moltiplicato  per  le  medefimo  quante  volte  fi  vorrk,  è 
Tempre  eguale  a  fe  medefimo,  cioè  (R:R)(R:R)^^R:R)^cc* 
è  lempre  eguale  al  quoziente  femplicc  R:R; 

Imperciocché  il  quoziente  R:R  moltiplicato  per  fe  medefi- 
mo quante  volte  fi  vorrk  è  uguale  ad  (RRRy  ec,):(RRRytc,) 
pei  corollario  II. ,  ma  queft*  ultimo  quoziente  è  uguale  ali*  u« 
nitk  ajfunra  per  l' articolo  VI.  dello  (colio  anneiso  alla  defini- 
zione XXXIX.,  e  per  b  ftefso  articolo  il  quosieote  RiRèvh 
gnale  anch' c&o  alT  unitli  affimta;  adunque  il  quoziente  R:R 
moltiplicato  per  fe  medefimo  quante  volte  fi  vorrk  è  Tempre 
cpuale  a  fe  medefimo  ;  purché  però  nel  formare  i  diverfi  quo- 
zienti rapprefentati  dall*  efpreflione  generale  (RRRytc,):{RR 
R^cc)  prendafi  fempre  la  medefima  xxmxk  mitrarìs^  che  fi  é 
alsunta  nel  formare  il  quoziente  R:R, 

Alrra  dimojìra's^one  di  quejìo  corollario. 

Pef  r  articolo  VI.  dello  fcolio  annefso  alia  definizione  XXXIX. 
R:R  h  uguale  all'  unit^  ajfuma  Z,  ma  per  T articolo  XI.  del- 
lo Icolio  annefso  alla  definizione  XXXVI.  ZZZ,  ce.  è  fempre 
eguale  a  Z,  purché  però  nel  formare  i  diverfi  prodotti  di  Z 
moltiplicata  per  Z  quante  volte  fi  vorr^  ,  alsumafi  Tempre  la 
Jìejfa  unità  arbitraria  Z,  adunque  furrogando  in  luogo  di  Z  il 
luo  valore/?  R  nell'elprelsione ZZZ, ec^Z ne liluicerà 
{R'.R){^R:R)yQi.,z=:R\R. 

Teorema  CXVI. 

Un  quoziente  A\B  divifo  per  qualunque  altro  quoziente 
¥\G  da  un  quoziente  eguale  al  prodotto  della  dividcnda  A  dei 

primo 
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primo  moltiplicata  per  la  dividente  G  dei  lecondo,  divifo  {que- 
fio  prodotto  )  pel  prodotto  della  dividente  B  dei  primo  moUipli* 
cata  per  la  dividenda  F  del  lecondo:  « 
Dee  provarfi,  che  {A\B)\{F:G)zz{AG)'\BF). 

DlMOSTR  AZ^-ONB. 

SA  F 
leno  le  due  proporzioni  —  ,  ed  —  :  è  chiaro  per  la  defìnizio» 

ne  XXXII.,,  che  acciò  abbiafi  il  quoziente  di  ^  divifa  per  ^ 

F     Ji      S    r  A     F  T 

deve  averfi  quefta  proporzionalità  ''^'''s  'l'È  '"e  j*  ^  ^ 
provato  nel  corollario  VII.  del  teorema  LX3&III.,  che  ^  è  il 

quoziente  di  divifa  per  vale  a  dire,  che  -j  i-^ss^;»- 
dunque  furrogando  neli'  ultima  proporzionalità,  la  grandezza  e* 

AC  '  ' 

gnale      in  luogo  dell'ultimo  termine  di  quella,  ne  venk  pel 

corollario  IX.  de'principj  la  proporzionalità  feguente: 

f        ¥     A      B    AG  -  ■  '  » 

V  ^    G  •  7  •  *  7  •  ìf  • 
Oò  pollo  riflettafi,  che  pel  teorema  CVII.  F:G  fia  ad  AiB^ 

come  7;  ^       e  che  parimente  B;B  Ila  ad  {ag):(BF)^  co- 

B        AG  • 

me  "^'y  adunque  pel  corollario  XII.  de'  principj  fi  vede, 

che  F  .G  fta  ad  A:B^  come  B:5  ad  {/1G)'.{BF)  ^  e  perchè 
B:B  è  uguale  ali'  unità  arbitraria  Z  per  1'  articolo  VI.  dello 
icolio  anneflb  alla  definizione  XXXIX.,  vedefi  eziandio  per  la 
ftelfa  definizione  XXXIX. ,  che  (  AG):{BF)  è  il  quoziente  di 
A.B  divila  per  cioè  {A:B):{F :G)=:{4G):(^BF).  Il 

che  dovea  dimoitrarfi. 

■  *  • 

Scolio. 

On  è  neceHario  ,  che  i  termini  dì  A:B  fieno  omogenei 
ai  termini  di  F:G^  perchè  in  virtù  del  I.  articolo  dello  Ico- 
;lio  annelso  alla  definizione  XXXVf.  il  prodotto  AG  larà  fem- 
pre' omogeneo  alla  G,  e  il  prodotto  BF  alla  F,  di  modo  che 
ambidue  quefti  prodotti  laianno  tra  loro  omogenei  >  ficcome  la 
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i^,  e  la  G  fono  omogenei  tra  loro,  e  in  tal  guifa  il  quozien- 
te (j1G):(BF)  (siù.  podi  bile ,  poiché  avrà  la  condizione,  che 
fi  efige  nel  primo  articolo  d^ilo  inolio  anneiso  alla  definizione 
XXXIX.  . 

II.  l  fopraddetti  due  prodotti  AG  y  e  BF  debbono  formarfi 
colla Jiejfa  unità  ajfunta^  ih  vigore  dell'articolo  VI,  dello  Ico- 
lio  annelso  alla  definizione  XXXV^J.,  perché  i  due  medefimi  pr(> 
dotti  Cono  paragonati  infietne  nella  dimof^razione  di  quello  teo^ 
ftma)  e  formano  quella  proporzione»  che  è  il  quarto  termine 
della  proporzionalità  (i), 

III»  Sono  ancora  paragonati  tra  loro  nella  dimoftrazione  del 
teorema  prpiente  i  due  quozienti  FiQ^  tà  ^%B^  e  confeguen^ 
temente  con  una  fola  unità  ajfuma  debbono  formarfi  ambiduo 
per  r  articolo  JII.  dello  fcolio  annefso  alla  definizione  XXXIX.  j 
ma  non  è  necefsarìo  >  che  quefta  unità  ajfuma  fia  la  mcdefims 
con  quella  unita  afsunta ,  che  è  efprelsa  nell*  articolo  II.  di 
quefto  fcolio;  perchè  ciò  non  e(^e  il  tenore  delU  djimoftrazio» 
ne  del  teorema  preiente» 

IV.  Quando  I  termini  di  A:B  fono  omogenei  a  quelli  di 
FxG^  n  faranno  rifleffìoni  fìmiglianti  a  quelle»  che  fi  lono  fpie^ 
gate  ncii'  articolo  V.  delio  icolio  ann^o  al  I.  corollario  del  teo» 
rema  precedente,  intomo  alla  varia  difpofì'^one y  che  tener  pof- 
^ono  le  grandezze  ^ ,  e  e  le  grandezze  S ,  ed  F  ne*  loro 
relpettivi  prodotti,  e  intorno  all'  identità  dell'  unità  arùirraria  y 
con  cui  dovranno  formarfi  quei  quozienti  ,  che  laranno  eguali 
al  quoziente  (^G):(BF),  vale  a  dire  i  quozienti  (AG):{FB)y 
{ga):{FB),  {GA)  :{BF).  JMon  laià  d' uopo  pertanto»  eh' ìq 
replichi  t;aii  riilcifioni ,  -        '       '  ' 

Teorema  CXVII, 

Sia  qualfi voglia  quoziente  P:J^.  Tra  una  grandezza  arbitra- 
aia  V ^  e  la  dfoidenda  P  fi  prendano  quante  medie  proporzio- 
nali fi  vogliono,  e  quelle  fieno        C,  F,  ec. 

Tra  la  llefifa  grandezza  arbitraria  e  la  dividente  fi  pren- 
dano altrettante  medie  proporzionali ,  e  quefte  fieno  B„V.Gc&» 

Io  dicp  »  che  la  prima  delle  medie  proporzionali  del  primo 

ordi« 
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orcline,  cioò       divila  per  la  prima  delle  medie  proporzionali 
del  lecond'  ordine,  cioè  per  B  ,  da  un  quoziente  A:  B  eguale  al-- 
la  radice  del  quoziente  P:j^d'  un  grado  tale,  che  il  numero 
efponenfe  di  edb  grado  è  uguale  al  numero  delie  medie  propoJ> 
aùonaii  (ra       e  P  accrelciuto  dell'  \xmxk  « 

Dimostrazione. 

P  Er  le  fuppofizioni ,  e  per  quello ,  che  fi  è  provato  nel  co» 
rollario  III.  del  teorema  XLVIII.)  le  feguenti  proporzioni 

7'  "i'      ^)  eCi  fono  in  proporzione  geometrica  continua» 

<;ioè  in  progreflione  geometrica,  e  quefta  progre(sìone  i  mii 
germini,  quimtì  fono  gli  antecedenti,  oppure  (il  che  è  Io  ftel^ 
fo)  i  conieguenti  delle  proporzioni  fuddette  :  ciò  pollo  agevoi» 
mente  fi  proverà  per  mezzo  del  corollario  XII.  de*  principi , 
^he  wora  gl* infrafcritti  reipettivi  quozienti  V\V^  AiB^CiD^ 
iiG^tCy  corrifpondenti  alle  medefime  proporzioni  »  fono  in 
proporzione  geometrica  continua ,  vale  a  dire  in  progrelsione 
geometrica;  poiché  pel  teorema  CVII.  ciafcuno  di  quefti  quo- 
zienti fta'a  quello,  che  lo  fegue,  come  cialcuna  delle  accen- 
nate proporzioni  refpettivamente  prele  fta  a  quella ,  che  la  fe- 
gue;  laonde  pel  corollario  VI.  del  teorema  LXXXIII.  lì  k  1* 
infrafcritta  proporzionalità:  il  quoziente  V\V  (primo  termine 
della  progrelsione  )  moltiplicato  per  fe  medefimo  tante  volte , 
quanti  lono  i  termini  intermedj  della  progrelsione  tra  il  primo 
termine  V-.V^  e  l'ultimo  P'.^t  cioè  tante  volte  ,  quante  fono 
le  medie  proporzionali  tra       e  P, 

Sta  al  quoziente  A:B  (fecondo  termine  della  progrefsione } 
moltiplicato  altrettante  volte  per  le  medefimo; 

Come  il  quoziente  V'.V  (primo  termine  della  progrelsione 
medefima), 

Sta  al  quoziente  P'.^  (ultimo  termine  di  efTa  progrefsione); 
ma  pel  corollario  IV.  del  teorema  CXV.  il  primo  termine  di 
quetta  proporzionalità  è  uguale  al  terzo  ;  adunque  pel  corolla- 
rio XXi.  de*  principi  anche  il  fecondo  termine  della  medefima 
proporzionalità  è  uguale  at  quarto,  cioè  il  quoziente  mol- 

tipU. 
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tiplicato  per  fé  medefimo  tante  volte  ,  quante  fono  le  medie 
proporzionali  tra  e  P  è  uguale  al  quoziente  P  :  ^  e  quiiw 
di  per  la  definizione  XXXVIII.  A:B  k  uguale  alla  radice  del 
quoziente  P:^Òl  un  grado  tale  ,  che  il  numero  elponente  di 
elio  grado  è  uguale  al  numero  delle  medie  proporzionali  tra  1% 
C  P  accrejcmo  dell'  unff^t 

Scolio. 

.A  Ffinchè  il  quoziente  V'.  V  moltiplicato  tante  volte  per  fe 
medefimo  fia  eguale  a  le  medefimo,  i  diverfi  prodotti  del  quo- 
ziente V'.  V  moltiplicato  per  le  llciTo  debbono  concepirli  forma* 
ti  colla  medeftma  uiiitk  ajfuma^  con  cui  (ì  concepilce  formato 
il  quoziente  ViV  tenore  di  quanto  fi  efige  nella  feconda  di* 
moftrazione  del  corollario  IV.  del  teorema  CXV.; 

Oppure  il  quoziente  (^VF,  ec.):(^TT',  ec.)  dee  Ibrmarfi 
colla  JieJJa  uniui  Mrkitnìriay  che  fi  è  atttinta  per  fermare  il  ^quo* 
ziente  e  ciò  in  conformiilk  di  quelb,  che  fi  richiede  nel* 
la  prima  dunòftrazione  del  luddetto  corollario  IV.  del  teore- 
ma CXV. 

Corollario  L 

V^Ualunque  fia  il  valore  della  grandezza  arbitraria  y  tra  la  qua« 
ke  la  dividenda  P,  fi  prendono  le  medie  proporzionali; 

Io  dipo  9  che  è  lemprè  lo  fteflb  il  valore  del  tuuvo  quozkn- 
f e  ,  che  ne  rifinita ,  eguale  alla  radice  di  P  :  di  qualunque 
grado  y  purché  non  varj  il  grado  dalla  radice  ^  e  purché  abbiafi 
riguardo  a  qiwto  fi  é  notato  nelb  Icolio  annefib  al  prefènte 
teorema; 

Imperciocché  in  quanto  all'  arsunzione  &&  fatta  della  gran^ 
dezza  arbitraria  ec.  fi  é  ^ik  veduto  noia  dimoftrazione  di 
quello  teorema  »  che  il  quoziente  AiB  é  la  radice  del  grado  ^ 
4BC  del  quoziente  ^^J^v  ficcome  pel  corollario  IIL  del  teore- 
ma XLVIIL,  e  per  lo  Icolio  a  quelb  anneiiso  la  proporzione 

^  é  la  radice  delto  ftefso  grado ,  ec.  della  proporzione  • 

quanto  poi  all'  aisunzioiie  di  qualunque  altra  grandezza 

orbi' 
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mb'ttrarta ^  v.  g,  di  T  diverla  dalla  V\  fia     la  prima  d'  altret- 
tante medie  proporzionali  tra  T,  e  la  d'tvidenda  P  ^  e  fia  ^  la 
prima  d*  altretunte  medie ^oporzionali  tra  la  fteib  T*,  e  la 

dividente  i^. 

Il  prefente  teorema  moftra,  che  il  quoziente  a:b  è  la  radi" 
ce  Jìmile  deUqiioziente  P:J^,  ficcome  gli  fcolj  annelTi  ai  corol- 
larj  III.,  e  IV.  del  teorema  XLVIII.  fanno  conofcere,  che  la 

proporzione  ^  è  la  radice  Jìmile  della  proporzione  ^ . 

Ora  pei  teoftma  CVII.  fi  \  i^efta  proporzionai  (^r:^)* 
(^:fi) :  :  4  •  4 )  e  nello  fcolio  anneflb  al  corollario  IV.  del  teo- 
rema  XLVIII.  fi  è  dimoftrata  j  eguale  ad  ~  ;  adunque  pel 
corollario  X  de*principj  axh  k  uguale  ad 

Scolio. 

I.  Sì  noti,  che  in  virtù  dell* articolo  IIL  dello  fcolio  anneflTo 
alla  definizione  XXXIX.  i  due  quozienti  a\b^  ed  A\B  per  po- 
ter eflcre  paragonati  tra. loro,  e  confegljentemente  per  efìTere 
concepiti  tra  loro  eguali  debbonp  concepirli  formati  colia  91^- 
defima  unit^  alTunta. 

Il  Per  poi  formare  i  due  quozienti  fuddetti  a\hy  ed  A:B^ 
non  è  punto  necelTario  ,  che  fi  afluma  per  unita  comune  alcu- 
na delle  grandezze  arbitrarie  e  T  confiderate  nel  prefente 
teorema,  e  in  quefto  corollario. 

III.  E'  bensì  necelTario,  affinchè  il  quoziente  {^AAA^  ec): 
(BBB,ec.)  fia  eguale  al  quoziente  (come  eflfer  deve  in 
virtù  della  definizione  XXX Vili., -acciò  A:B  ù%  la  radice  del 
grado f  ec  ài  P:^  è  necéffitrìo,  dico,  che  ambidue  i  quozienp 
ti  {AAA ,  ec.) : ( BBB ,  ec ) ,  e  P: P  fi  concepifcano  formati 
colla  medefima  unitk  arèhrariay  e  quefto  per  V  articolo  III.  del- 
lo fcolio  anneflb  alla  definizione  XXXIX. 

IV.  Per  la  ftefla  tallone  debbono  concepirfi  formati  colla 
medejima  xmù.  arbinana  i  due  quozienti  (4»f,ec.):(^M,  ec), 
e  P:J^;  adunque  colla  ftefla  unitk  aflimta  debbono  concepirli 
formati  i  due  quozienti  (2f.^,ec.):(BABy  ec),  ed  (m,.ec.} 
{bbh^  Q.Ì      .     '  Co- 
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Coft.OtLARIO  IL. 

PSr  prendere  la  nulicc  di  qualunque  grado  del  quoziente  P:^ 
potrk  anche  fupporfi,  che  la  grandezza  arkinarìs  V  fia  eguale 
alla  dividcmU  P,  ovvero  che  ila  eguale  alla  JhiJetue 

Nel  primo  calò  ,  le  medie  proporzionali  tra  la  grandezza  ar- 
bitraria V  (eguale  aP),  e  la  dpwdenda-F  imiaio  tutte  egua- 
li a  P,  altrimenti  non  potrebbero  eflere  medie  proporzionali 
tr^  P,  e  P. 

-  E  nel  fecondo  calò,  le  medie  proporzionali  tra  la  grandezza 
srhhrma  V  (eguale  a  e  la  dividente  faranno  tutte  e- 
guali  a  SL^  altrimenti  non  potrebbero  eflère  medie  proporzio- 
nali tra  ^5  e  J^. 

Teorema  CXVIII. 

QjUalunque  termine  (che  io  chiamerò  /*)  d'una  progreffio- 
ne  geometrica,  dopp  il  fecondo,  è  uguale  ad  una  dignità 
del  iecondo  termine,  u  numero  efponente  della  quale  è  mino- 
re di  una  unitk  del  numero ,  che  indica  il  fito ,  che  ottiene 
nella  progrelTione  il  termine  è  uguale,  dico,  alla  detta  di- 
gnità del  fecondo  termine ,  divifa  per  una  -dignick  del  primo 
termine,  il  numero  efponente  della  quale  è  minore  di  due  u- 
iìitk  del  numero ,  che  indica  ti  fito^  che  ottiene  nella  progrel^ 
fione  il  termine  T. 

Sia  la  progrefsione  geometrica C,  D,  £,  ec,  dee  provarfi, 


che  il  terzo  termine  C  è  i^uaìe  a  ^ ,  che  il  quarto  termine  D 
t  uguale^  a  che  il  quinto  termine  E  è  uguale  a."]^  > 
e  cosi,  ec. 

Dimostrazione. 

L  £  Sfendo  i  termini  ^,  J3,  C,  Z),  £,  ec.  in  progrefsione  geo* 
metrica,  larH  A*B::B»C;  adunque  pel  teorema  CIÌL  Cè  u- 

guale  a  — . 

II.  Sark  ancora  B .C::C .D  ^  ma  A.Br.B.C  -^  adunque  pel 
coroliuuo  XI.  de'principj  A.B'.iC ,Dy  ovvero  ponendo  in  luo- 
go 
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BB 

go  di  C  il  fuo  valore  — ,  trovato  nel  primo  punto ,  farà  pel 

corollario  IX.  de'  principj  A,B  :  :{BB  '.  A),D  \  adunque  pel 
teorema  CHI.  £>.  è  uguale  2,  BB  :  A  moltiplicato  per  B,  e  di* 
vilb  per  Ay  cioè  pe*  teoremi  CVIXI. ,  e  CX.  >  e  pe*  primi  ar- 
ticoli degli  fcolj  annelsi  alle  prime  dimoftrazioni  di  quelli ,  D 
è  uguale  a  {BB)B:{A)Ay  cioè  a  BBBiAA. 

III.  Sark  in  oltre  C  sl  D  ^  come  ad  £  ,  ma  fi  è  prova- 
to nel  fecondo  punto,  che  A  è  a.  B-,  come  C  a  Dy  adunque 
pel  corollario  XI,  de' principj  A.B.  iD.Ey  ovvero  loflituendo 
in  cambio  di  D  il  iuo  Vcilore  BBB:  AA  y  ritrovato  nel  lecon- 
do  punto ,  farU  parimente  pel  corollario  IX.  de'  principj  A.  B 
:  :  (BBB  :  AA)  .  E  ;  adunque  pel  teorema  CHI.  E  è  uguale  a 
BBB  '.AA  moltiplicato  per  By  e  divilo  per  Ay  cioè  pe' teore- 
mi CVIII,,  e  ex.,  e  per  gli  primi  articoli  degli  rcolj  annef- 
fi  alle  prime  dimoftrazioni  di  elsi  ,  >E  è  uguale  a  BBB{B)i 
AA{A)y  cioè  a  BBBB  :  AAA . 

Proieguendo  quello  raziocinio  fi  vedrk  nello  fteflb  modo,  che 
il  teorema  è  generalmente  veiQ* 

Scolio» 

1.  I N  ordine  all'  efprefsione  BB  :  A  del  terzo  termine  della 
progrefsione,  fi  confideri,  che  in  virtù  dello  Icolio  anneflb  al 
teorema  CHI.  colla  inedefìma  unìù,  ajfuntay  con  cui  é  forma- 
to il  prodotto  BB  dee  formarfi  anche  il  quoziente  BB:A. 

II.  Intorno  all' efprefsione  [BB)B:{A)A  del  quarto  termi- 
ne della  progrelsione,  riflettafi,  che  in  vigore  dell' articolo  II. 
dello  fcolio  annelTo  alla  I.  dimoftrazione  del  teorema  CVIII. 
r  unita  alsunta  per  formare  il  prodotto  (BB)B  elser  dee  la 
medefima  ,  che  1'  unitk  ,  la  quale  fi  afsumerebbc  per  formare 
il  quoziente  [BB) B :  A;  benché  queft'iftefsa  unirli  alsunta  per 
formare  il  prodotto  (BB)B  polsa  efsere  diverfa  dall' unitìi, 
che  fi  afsume  per  formare  il  quoziente  BBiAy  cioè  pel  I.  ar- 
ticolo del  prefente  fcolio,  dall'uniti,  che  fi  afsunfe  per  forma- 
re il  prodotto  BB  ;  ma  in  vình  deir  ahìicolo  II.  dello  fcolio 
anneiso  alla  L  dimoftrazione  M  teorema  CX.  »  V  unick ,  che 

Q.q  a  fi 
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fi  afsumerebbe  per  formare  il  quoziente  (BB)B:A  dovrebbe 
ersere  la  ftefsa  y  che  V  unit^  affitttté  per  formare  il  prodotto 
C^^y  adunque  per  formare  quefto  medefimo  prodotto 
deve  afsumerfi  la  fteflà  unitk,  che  fi  afliiniè  per  formare  ii 
prodotto  (BB)B. 

E*  altresì  necefsarìo  ,  che  per  formare  il  quoziente  BBB: 
AA  fi  alsuma  la  mede/ima  unitk,  che  fi  afsunfe  per  formare 
il  quoziente  BBiAy  cioè  (pel  I.  articolo  di  quedo  fcolio) 
quella  medefima  unitk  arbitraria con  cui  fi  formò  il  prodotto 
BB  numeratore  del  quoziente  BB'.Ay  che  equivale  al  terzo 
termine  della  progrelsione"; 

Imperciocchc  ftando  pel  fecondo  punto  della  dimoftrazioiic  , 
di  qucfto  teorema  la  A  alia  come  la  C  alla  D,  ed  efsen- 
dofi  provato,  che  CzzBBiA,  e  che  DzzBBB.  AA^  ftarh  an- 
cora pel  corollario  IX.  de' principi  U  A  alla  B,  come  BB:A 
fìa  a  BBB'.AA^  adunque  i  due  quozienti  BB:Ay  e  BBB:AA 
fono  paragonati  inficme,  e  conleguentcmente  per  l'articolo  III. 
dello  fcolio  annelso  alla  definizione  XXXIX.  debbono  dsere  for- 
mati ambidue  con  una  medefima  umù.  ajfunta, 

HI.  In  ordine  all' efprefsione  {BBB)B;.(^AA)A  del  quinto 
termine  ,  fimilmente  fi  proverà  ,  che  per  formare  il  prodotto 
(^BBB)B  non  è  necefsario  valerfi  dell'  unitli  aròitrarisf  che  fen* 
v\  per  la  formazione  dei  pfodotto  BBy  o  di  qnella^  che  fi  af- 
funfe  per  formare  il  prodotto  (BB)B; 

Ma  che  a  ibrmare  il  prodotto  (AA)A  fi  richiiede  quell*  u- 
nitk  arbitraria y  con  cui  u  formò  U  prodotto  {BBB)B\ 

E  che  per  la  formazione  del  quoziente  BBBBiAAA  è  ne- 
cefsario, che  fi  alsuma  quella  medefima  unità  arbitraria  y  colla 
quale  fprmolisi  il  prodotto  BB. 

Quell'ultima  afserzione  fi  prova  cos): 

Pel  terzo  punto  della  dimoftrazione  di  quefio  teorema  la  A 
fta  alla  B ,  come  la  D  alla  E ,  ed  eisendofi  dimolb^to  9  che 
D=BBB:AA^  e  che  EzzBBBBiAAA  fta  ancora  pel  co- 
rollarlo  IX.  de'  principj  la  .sfalla  B\  come  BBB.  A  A  fta  a 
BBBB  :  AAA'^  adunque  i  due  quozienti  BBB  :  AAy  e  BBBB  :  AAA 
fono  paragonati  infieme^  e  confcguentemente  per  l'articolo  IIL 

dello 
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dello  fcolio  anneffo  alla  definizione  XXXIX.  dobbono  WTer  for- 
mati ambidue  con  una  medefima  unita  ajfunta. 

Ma  per  T  articolo  fecondo  del  prefente  fcolio  il  quoziente 
BBB-.AA  dev'  efter  formato  con  la  medefima  unit'a,  che  fi  af- 
funfe  per  formare  il  prodotto  BB;  adunque  anche  il  quozien- 
te SBBBt  AAA  dev^  eflèr  formato  con  la  fteffa  unitìt ,  che  fi 
afltmfe  per  forriiaré  il  prodotto  EB  numeratore  del  quoziente 
BBiAy  che  equivale  al  fecondo  termine  della  progreflione. 

IV.  Egli  è  vifibile,  che  fimiglianti  rifleffioni  anno  luogo  in 
ordme  a  tutti  gji  altri  termini  della  progreflione,  che  vengono 
dopo  il  quinto. 

V.  £gU  è  chiaro  anco»  dopo  le  coTe ,  che  fi  fono  diftinta- 
mente  notate,  che  le  diverfe  unita,  le  quali  poflbno  alfumerfi  ne* 
modi  efprein  di  fopra,  non  variano  punto  il  valore  dell*  efpreC^ 
fione ,  che  in  forma  di  quozienti*  efprimono  nella  maniera  elpo» 
fta  il  valore  de'  termini  della  progreflbne. 

Teorema  CXIX. 

S  leno  le  due  progrefiìoni  geometriche  (i)>  e  (2),  le  quali 
coflino  di  qualunque  numero  di  termim ,  ed  abbiano  comune 
il  primo  termine .  '  • 

(1)  By  Cy       E,  ec. 

(2)  Ay     Gy     Hy     ly     Ky  CC. 

M  CI 

Io  dico ,  che  —  è  duplicata  di  che  sf  è  triplicata  di 
j»;  che  j  è  quadruplicata  di  ^,  e  cosi  fempre,  ec* 

Dimostrazione. 

In  conformiti  del  precedente  teorema  le  progreflìoni  (1),  e 
(2)  fi  efprimano  relpettivamente  cosi: 


^  (I.)  Ai  B,  BBiÀy  BBBiAAj  BBBBiAAA^  ec 
(U.)  Ay  G,  GGiA^  QGGiAA^  GGGGxAAAy  ec. 

E  pel  corollario  Vili,  de  principi  fi  avrk  rr^—Ay 

CQgJa    K_CCGG:AAA      ^  C       SBiA^  D 

JfBB'.AA^  E"^  BBBB'.AAA'^ 

Ma  pel  corollario  III.  del  teorema  CV.  ;  adun» 

BB  A  BB 

que 


] 
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que  pel  corollario  XI.  de*  principj  —=  in  oltre  pel  corollario 
XIII.  del  teorema  LXXXIII.  ^  è  dupiicau  di  |>  ;  adunque  ^ 
è  duplicata  di  j  • 

Infiftendo  ne*  velHg)  del  medefìmo  raziocinio  lì  provei^  fimil- 
incntc,  che  -  =  ^  ,  e  che  j=^;  adunque  5  è  tripli- 
cata di  |-,  e  j  è  quadruplicata  di  ^. 

Chiaramente  fi  vede,  che  il  refto  del  teorema  fi  prova  nel- 
la jnedcruiia  guifa,  e  per  confeguenza  $:gli  è  vero  generalmente. 

Tborema  CXX* 

S  ^cno  le  due  progrefTioni  geometriche  (i),  e  (2)  di  qualun- 
que, ma  egual  numero  di  termini,  e  il  primo  termine  di  el« 
fe  fia  comune  ;  • 

(1)  A,  B,  C  D. 

(2)  A,  M,  L  K, 

E  fieno  le  due  altre  progrelTioni  geometriche  (3),  e  (4) 

.(3)  G,  f,  £  P. 

(4)  G,  H,  I  K. 

Le  quali  abbiano  comune  tra  loro  il  primo  termine;  conten^ 
gano  ad  una  ad  una  tanti  termini,  quanti  ne  anno  le  progref* 
fioni  (i),  e  (2)  ad  una 'ad  una;  T  ultimo  termine  della  pro- 
greflione  (3)  fia  lo  fteffo,  phe  1'  ultimo  della  progrcfsione  pri- 
ma,  o  fia  (i^,  e  l'ultimo  termina?  della  progre&one  (4)  fia 
lo.fteflbt  che  1*  ultimo  termine  della  progrefsione  (2); 

Io  dico,  che  B  fta  ad  come  F  ad  Hy  che  C  fta  ad  Z., 
Ifome  £  ^d  /)  e  pos^^  ^ 

PiMOSTRAZiONB. 

L  Le  progrefsiom  (  i  ),  (  2)?  (  3  )>  6  (4)  in  virtìi  del  teo- 
rema CXVIII.  fi  efprimano  refpettivamente  così: 

(I.)  BB:A  (BBB,  ec.):(^^,  ec). 

(II.)  Ay  My  MM:A  (MACkf,  ec.):(^,  ec). 

-  (III.)  G,  F,  FF'.G  (FFF,  ec.):(CG,  ec). 

(IV.) 
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(IV.)  Gy  Hy  HHiG  (HfiH,  ec.):(GG,  ec). 

Egli  è  chiaro  pel  corollario  Vili,  de'  principj ,  che  D  fta  a 
Ky  come  D  a  Ky  ma  in  virtii  dell*  tfprelsioni  (  I.)  »  (1^0) 
(III.),  e  (IV.)  la  0  è  uguale  a  (BBBy  tc):(AAy  ec.),  ed 
anche  ad  (FFFy  ec.):(GGy  ec),  come  pure  la  iìC  è  uguale 
ad  (MMMy  ec.):{A^y  eCf)y  e  ancora  ad  (HHtìy  ec):(GG, 
ec);  adunque  pel  corollario  IX.  de*  principi,  lufsifte  quella  pro^ 
porzionaliù  (BBBy  tc.):!^AAy  ec.)  fta  ad  {MMMy  ec):(AAy 
ec.),  come  (FFFy  ec.):(GG,  ec.)  fta  ad  (HHH,  ec.):(GG, 
ec.)  ;  ma  pel  corollario  III.  del  teorema  CV. ,  e  tra/ponendo y 
BBB  y  ec.  fta  ad  MMM,  ec. ,  come  {BBBy  cc,):{AA^  ce.) 
fta  ad  (MMM,  QQ,)\(^AAy  ec.),  e  per  la  fteflTa  ragione  FFFy 
ec.  fta  ad  HHH,  ec,  come  {FFFy  ec»):(GC,  ec.)  fta  ad 
(KHH,  ec.):(GG,  ec). 
Adunque  pel  corollario  .XII. de* ptincip}>  BBB^  ec.fta  ad  MMMy 

ec,  come  FFF,  fta  «l  HHH,  ec ,  cioè  =^^^,  e 

confegucntememe  per  la  feconda  parte  del  coroll.  II.  del  teore» 
ma  XLII.  r:*^?' 

Ih  Si  è  provato  nel  primo  punto,  che  — =^7;  adunque  per 
la  prima  parte  del  corollario  II.  del  teorema  XLII.  ^  =  ^77^  > 

cioè  BB.MMr.FF .HH ;  ma  pel  corollario  HI.  del  teorema 
CV.  BB:j4  fta  ad  MMiAy  come  BB  ad  MM,  e  per  la  ftef- 
fa  ragione  FF  :  G  fta  ad  HH:G,  come  I^jF  ad  HH;  adunque 
pel  corollario  XII.  de*  principj,  BB\A  fta  ad  MMiAy  come 
Fi- :G  ad  HtfiC. 

Ora  pel  teorema  CXVIII.  C=:BBuéf;-L=MM:  A;  £= 
FF:G;  Jz^HHiG;  adunque  pel  corollario  !{•  de'princij^j 
C.LiiE.I. 

III.  E*  evidente,  che  il  refto  del  teorema  fi  proverk  come 
il  fecondo  punto  di  quefta  dimoftrazione  ;  e  perciò  il  teorema 
è  generalmente  vero. 

Teorema  CXXI. 

S.Icno' quante  progrefsioni  geometriche  è  vogliano  ^  le  quali 

ab- 
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abbiano  coiaune  il  primo  termine  f  fieno  v.  g*  le  quattro  in- 
firalcrìtte 

(l)    Ay   By    Cy   Dj  te. 

(z)      C,  H,  /,  ce. 

(3)  Ay   My  Ny  Oy  tC, 

(4)  A^  Ry  Sy  Ty  CC. 

io,  dico9>cfae  fe  By  6y  My  B.  fimo  in  proporzione  geometrica 
pontinna»  anch^  C,  H,  Ny  Sy  t  Dy  Jy  Oy  T  fono  in  prò* 
porzione  geoo^^trica  fominua^  e.  così  fempiet  ee. 

Pi  MOSTRA  Z  IONE. 

Le  pfogrefsioni  (i),  (2),  (g),  e  (4)  in  virt6  del  teorema 
CXVIII.  fi  rapprefentano  itfpettivamente  in  quefta  guila: 

(I)  A^  B,  BB:A,  BBBiAAy  te 

(II.)  Ay  Gy  CG'.Ay  GGG-.AAy  ce. 

(III.)  Ay  My  MM:Ay  MMM'.AAy  ee. 

(IV.)  A,  Ry  RR.A,  RRR.AAy  ce. 
E  fi  confideri,  che  eflcndo  per  Tipotefi  B.C'iQ^M ^  cG-M"-* 
M.Ry  fark  ancora  pel  corollario  IX.  del  teorema  LXXXIII. 
BB,CG::GG.MMy  e  GG  ad  MMy  come  MMad  RR;  ma  pel 
corollario  III,  del  teorema  CV.  BB:A  fta  a  GG:Ay  come  BB 
a  CG,  e  per  la  medefima  ragione  GG'-A  fta  ad  MM:A^  co- 
me GG  ad  MM\  adunque  pel  corollario  XII.  de' principi  BB  '. 
A  (ia  z  GG  :  Ay  come  GG  '.A  fta  ad  MM:A;  nella  fteffa  gui- 
ifa  fi  moftrerh,  che  GG.A  fta  ad  MMiAy  come  MM:A  ad 
RR  :  A  y  e  perciò  fono  in  proporzione  geometrica  le  feguenti 
grandezze  BB:Ay  GG'.Ay  MMiAy  RR:A;  adunque  in  vir- 
tù del  corollario  IX.  de'  principj  fono  in  proporzione  geome- 
trica continua  le  grandezze  C  y  H  y  N  y  S  ad  effe  refpettiva* 
mente  eguali. 

E*,  vifibile,  che  collo  fteffo  difcorfo,  e  citando  le  medefime 
propofizioni  fi  prpverk  il  refto  del  teorema  ;  ed  è  egualmente 
yifibile  y  che  il  medefimo  metodo ,  e  lo  ilelTb  progreflb  di  ra- 
ziocinj  anno  luogo  in  qualunq[ue  numero  di  pro^refsiohi  geo- 
metriche)'collanti  di'  qualfifia  numero  di  termim;  adunque  il 
cmema  è  generalmente  vtto* 

Teo- 
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Teorema  CXXII. 

Sleno  le  progreffioni  geometriche  (i),  e  (2),  che  coftino 
di  qualfi voglia  numero  di  termini,  ed  abbiano  comune  il  primo* 

(1)  By  C,  Z),       F,  ce 

(2)  Ay  G,  H,  /,  K,  L,  ce. 

DI  E 

^   Io  dico,  che  —  fta  ad  —,  gomc  C  ad  H,  £  che  j  fta  a- 
come  Z>  ad  /)  e  fimiimcnce  in  infinito. 

DiUOSTK  AZIONE. 

I.  Pei  teorema  CXVIII. ,  CzzBB.A;  D^BBB'.AA^  ce* 

ed  H=ZGG:A;  lz=:GGG\AA,  ec. 

Pel  corollario  Vili,  de' principi  D .B:  :(BBB  :  AA)  .  B ;  ma 
in  virtù  del  corollario  II.  del  teorema  LXXVII.  (BBB:AA) 
,B::BB,AAy  perchè  pel  teorema  C.  (BBB.AA)  AA^  prodot- 
to dt'gli  éfìrem't^  è  uguale  a  BBB^  e  pel  corollario  IL  del  teo- 
rema XLV.  B  {BB)  prodotto  de  medj  è  uguale  parimente  a  BBB; 
adunque  pel  corollario  XI.  de'  principj  D,B  :  ;  BB .  AA ,  cioè 

'D  BB 

II.  Si  moftreik  fimiknentc,  cht  /  fta  a  Gi/,OG.AA  ^  cioè 
i=~;  adunque  pel  coioUàtio  VIIL  d^ principj      g-J^H  • 

ma  pel  teorema  IIL  ^.^:iBB\GGj  adunque  fti  co-. 

rollano  XI.  de*  principj  ^::BB.CG. 

III.  Ora  pel  corollario  Vili,  de' principj  C  .  H  :  :  (  BB  :  A)  , 
{GG:A)^  e  pel  corollario  III.  del  teorema  CV.  (  BB:A).( GG 
:A)::BB»GG;  adunque  pel  corollario  XI.  de*  principj  C,H:: 

BB.GG)  ed  efléndoii  provato  nel  fecondo  punto  »  che 

BB*GGi  ne  (ìegue  pel  corollario  XI.  de' principj,  che  j* 
C.H. 

IV.  Facendo  gì*  ide&i  raziocinj,  e  allegando  le  flelTe  propo- 
£zioni)  fi  proyerìi>  che  rj: .  ^  :  :        «  fi  proveianno  eziandio 

Kx  le 


le  altre  parti  del  teorema;  admique  U  teorema  è  genciaUi» 
te  vero. 

Teorema  CXXIII. 

Sleno  le  due  progrelkioni  g/BomctricIic  (i),  e  (a)  cottanti 
di  qualfi  voglia  numero  di  termini,  ed  abbiano  comune  il  pimio. 

(1)  fi,  Cy  D,      F,  ec 

(2)  ^,  G,  H,  /,  JC,  1-,  ec. 

Io  dico,  che  ^  fta  a  |,  come  B  a  C; 

Che  f  fta  a  ^,  come  C  ad  H. 

Che  -  fta  a  -,  come     ad  /,  e  fimilmente  in  infinito. 

■ 

DiMOSTRAZiONB. 

I.'PeI  teorema  CXVIII.  CzzBBiA;  DzzBBB^AA;  Ej^ 
BBBB'.AAAy  ec. ,  come  pure  HzzGGiA;  I — GGGiAA; 
K=:GGGG:AAA,  ec. 

Pd  corollario  Vili,  de' principi  C .H:  :{BB:A)  .{GG  :  A); 

ed  elfendo  pd  corollario  III.  del  teorema  CV.  ^^==00'^*"* 
Cora  pel  corollario  XL  de*  prmcipj  ff=^;  adunque  pel  co? 

roUarip  Vili,  de'  prìndp;  |r.  §'*^-g' 

II.  Ma  pel  teorema  LXXII.  i=^;  adunque  ponendo  ndT 
ultima  proporzionalità  del  primo  punto  ^  in  luogo  ^^^^J^^ 
eguale  l»,*  fi  avrà  pel  corollario  IX.de'  principj  ^.  ^--gg-  5 
epcrchè  in  virtìi  del  teorema  ra.fià^.^::M.J5G,  fi  k 

eziandio  pel  corollario  XI.  de*  principj  - .  -  :  :      .  BG; 

Di  più  pel  teorema  LXXIII.  abbiamo  BB.BGiiB.G^  adun- 
que pel  corollario  XI.  de*  principj     .  |-  :  :  B .  G. 

in.  Si  provcik  fimilmente,  che  75=s^»«chc7'  f --l^' 

B 
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i;  ma  pel  teorema  LXXII.  ^szp^j  adunque  pd  coroU 
lario  IX.  de'  prìncip): 

y    \  D     B  _  BBB  Bice)  ■    '  , 

\3)  "i"  G  ••  CCG'G{GG)' 

In  oltre  pel  corollario  II.  del  teorema  LXXXI.  B  (BB)  = 
BUI)  e  G  {GG):=zGGG;  adunque  pel  corollario  Vili,  de'prin- 
cipj  1^)  =  -^,  e  ponfi^ntémentc  in*  vigore  del  corollario 
IX.  de*  principj  la  proporzionalid  (  3  )  regiftrata  di  (opra  fom- 
miniftra  queft' altra  £ .  i::£<^] .-f^g,  ed  effendo  pel  t^o^ 

rema  IIL  |f^|f .  If^  :  :B(BB)-1i(gc1;  è  ancora  pel  co- 

lollario  XI.  de  principi  £ .  §::B(BB).bCcC);  ma  perchè  in 
vigore  del  teorèma  LXXIII.)  è  B  (rb)  *  b(gg)::BB.GGì  ia- 
A  altresì  pel  cofollarìo  XL  de*  principj  j-* 

Si  confideri  ora  ,  che  nel  primo  punto  fi  è  provato  eflcre 
.£—2,  cioè,  C,H::BB*GG  t  e  fi  vcdrk  che  pel  corollario 
XI.  de*  principj  eflcr  dee  y .    :  :  C.H. 

IV.  Formando  i  medefimi  difcorfi  ^  e  allegando  le  prbpo& 
zioni  medefime,  fi  proveranno  le  fiìtie  parti  del  teorema; 
dunque  il  teorema  e  generalmente  vero. 


.    Tborbma  CXXIV. 

Sleno  le  due  progreflìoni  geometriche  (i),  e  (2),  le  quaU 
abbiano  comune  il  primo  termine; 

(1)  A,  B,  C,       £,  F,  ec  '  .  . 

(2)  A,  G,  H,  /,  Ky  Lj  ce 

io  dico,  che  la  proporzione  di  ^  verfo  -  è  triplicata  della 
proporzione  di  ; 

Che  .  la  proporzione  di  -  verfo  <^  è  quintuplicata  della  pro^^^ 

B 

porzione  di  ~; 

Rr  2  Che 


r 
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ED- 

Che  la  propor2;ione  di     verlo  -j  è  lectuplicata  della  pro- 
porzione di  ^; 
£  fimilmcntc  in  infinito. 

Dimostrazione. 
I.  In  virtù  del  teorema  CXVIIL  C=BB:^»  ed  H^OGìA^ 
c  confeguentemcnte  pel  corollario  Vili,  de'  principi  -  =èc^  » 

BB  '  Jl  BB 

ma  pel  corollario  III.  del  teorema  CV.  ^j^=^;  adunque  pel 

C      BB  ♦ 

corollario  XI.  de' principj  77=^^'^  pel  corollario  Vili,  de* 

c  c 

principj  la  proporzione  di  ^  verfo  <j  è  la  medefima  ,  che  la 

BS  G 

proporzione  di  ~  verfo  ^  >  ma  pel  corollario  I.  del  teorema 

LXXVII.  H .  I  :  :  B  (BB)  .  G  (GG);  adunque  pel  corollario  XI. 

de*  principj  la  proporzione  di  ^  verlb  ^  è  uguale  a  ^^^^^  s 
ed  avendofi  pel  corollario  III.  del  teorema  LXXXI.  B(BB)ZS 
BBBy  e  g(CG)=:GGG)  fi  avrìt  pei  corollario  Vili,  de' princi- 
pi ^[^)=5^>  ^  corollario  XI.  de  principi  la  proporzio- 
ne  di  —  verfo  farà  eguale  a  -^^1  c  confeguentemenie  pel 
corollario  XIII.  del  teorema  LXXXIIL  efTa  fark  triplicau  di 
|>.   Il  che  dovea  primienmente  dimoftràrfi. 

II.  Pel  teorema  CXVIII.  Dz^BBB.  AA^  ed  IzzGGGiAA; 
di  modo  che  pei  corollario  VIII.  de  principj  £=:|^J^i^,  ed 

efléndo  pel  corallarb  IIT.  del  teofania  GV.  ^L^sz^^ùl. 

xk  ancora  pel  corollario  XI.  de'  principi  £ss^,  ma  nel  pri- 
mo  punto  fi  è  provato,  che  ^7=^9  adunque  invertendo  ^ 
SSgl ,  e  pel  corollario  VIII.  de*  pcincipj  la  proporzione  di 

j  vtdo     è  Hguale  alla  proporzione  di       verfo  ^: 

Ora 
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Ora  pel  I.  coroUario  del  teorema  LXXVII.  J??.fl  :  :  -BB 

iBBB).CG{GGG);  adunque  pel  corollario  XI.  de' principi  la 

proporzione  di  j  vcrfo  "  è  uguale  a  ;  ma  pel  co- 

Toìlario  IIL  del  teorema  LXXXL ,  BB  {BBB)i=  BBBBB  ^  c 
CG  {GCG)  zz  GGGGG  ;  adunque  pel  corollario  Vili,  de' prin- 

^^P^  cc(CGG  )=cG^>  ?  corollario  XI.  de  prrncip)  la  prò- 
porzione  di  2  vcrfo  2  è  uguale  a  laonde  pel  corolla- 

rio XIII.  del  teorema  LXXXIII. ,  efla  è  quintuplicata  di  g-  . 

U  che  dovca  dimoftrarfi  fecondariamente. 

III.  Con  lo  ileflb  metodo,  e  con  i  medefimi  difcorfi  fi  di- 
moerà il  rimanente  del  teorema  >  che  per  confeguenza  è  ge- 
neralmente vero* 

Teorema  CXXV. 

Sleno  le  due  progreffioni  geometriche  (i),  e  (2),  le  quft^* 

abbiano  comune  il  primo  termine* 
(i)  A,  B,  C,  D,  £,  F,  ec. 
(a)  Ay  Gy  H,  A  Ky  Ly  ec 

Io  dico,  che  la  pro|>orzione  di  y  verfo  ^  è  duplicata  di  ^  ; 

Che  la  proporzione  di  ^  verfo  ^  è  triplicata  di  ; 
Che  la  proporzione  di  ^  verio  |-  è  quadruplicata  di     e  iimil- 
mente  in  infinito* 

Di  MOSTàAZIONB. 

I.  Si  ^  pel  teorema  CXVIH.,  D=BB5!^^,  ed  /nGfGG: 
AA;  e  quindi  pel  corollario  Vili,  de' principj  7=  qqg  aa*  ^ 
\  ancora  pd  corollario  HI.  del  te<lrema  CV.  £^£l^=?5| ,  e 
pel  corollario  XI.  de' principj  7*=^^  <li  modo  che  pel  co- 
xoilario  Vili,  de' principj  £  vede  eflere  7*|''*^*i'* 

Di 
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:  Di  piii  pel  I.  corollario  dei  teorema  LXXVII.  •  :  :  G 
(BBB)i.B{GGG)y  e  perciò  in  virrìi  dd  corollario  XI.de'prìii- 
cip)  la  proporzione  di     'verfo  —  è  uguale  a  ma  pel 

corollario  II.  del  teorema  UCXXI.  G{BBB)zzGBBB ^  e  B 
(GGG)=;£GGCf;  adunque  pel  corollario  Vili,  de'  principi 
Ifó^òj^S^c^'  *  corollario  XI.  de'  princìpj  la  proporzione 
di  Y         W  ^  A         c  perchè  in  vigore  del  corol- 

lario V.  del  teorema .  LXXXIII.  ==^  >  ne  fieguc  pel  co. 
rollano  XI.  de*  princìpj ,  che  1;^  proporzione  di  y  verlb  ^  è 
«guale  A  ^)  cioè  pel  corollario  XIILdel  teorema  LXXXIIL 
efla  è  duplicata  di  •  Il  che  dovea  primieramente  dimo- 
ftrarfi. 

II.  Il  teorema  CXVIII.  fomminiftra  EzzBBBB .  AAA ^  e 
,  K;:zQGGGiAAA,  e  perciò  in  virtù  dd  corollario  VUL  de' 

principi  ^^Igqg  :AAA  *  ^  corollario  del  teorema  CHI.  mo- 
Ara  il  fecondo  membro  dell*  ultima  proporzionali r)i  eguale  a 
UJJ;  laonde  pei  corollario  XI.  de  principj  |-=cccci 
Piera  che  pel  corollario  Vili,  de'  principi  ^^^^ .  Ì . 

Ora  pel  I.  corollario  del  teorema  LXXVII.  U  k  putita  pro- 
porzionalità .  ^  :  :  G  (  BBBB  ) .  5  (  GGGG  )  ,  e  quindi  pel 
corollario  XI.  de'  pnncipj  la  proporzione  di  ^  verlb  |-  i  u- 
guale  a  ^^^^^1)  *  ^  avendofi  pel  corollario  II.  del  teorema 
JUXXXI.  Gi^£BBB)=zGBBBBy  e  R(GGGG)zzBOQGGi  fi  ^ 
pel  corollario  VIiJ.  de'  principi  |^-S"c^^=S^,  e  pel  corolla. 

rio  XI.  de'  principi  la  proporzione  di  verlo  —  è  uguale  a 
^1 ,  ma  pel  corollario  V.  del  teorema  LXXXIII. 

BBB 
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;  adunque  pel  torellarìo  XI.  de'  principj  la  pioporziòne  dt 

2.  verfo  ^  c  uguale  a  cioè  pel  corollario  XIII.  dei  teo- 
rema LXXXIII.  effa  è  triplicata  di  ^  •   li  che  dovea  feccia 

dariamente  dimoftrarfi. 

Seguendo  i  medefimi  veftigj>  e  citando  le  medefime  propo» 
fizioni,  fi  proverk  il  rimanente  del  teorema  >  che  per  conf^ 
guenza  è  generalmente  vero. 

Teorema  CXXVI. 

S  teno  due  progrefTioni  geometriche ,  ciafcuna  delle  quali  co- 
tti di  qualunque  numero,  ma  impari y  di  terniini^  e  ambedue 
ne  contei^juio  un  numero  eguale,  fieno  in  oltre  eguali  i  ter- 
mini di  mezzo  di  ciafcuna  di  efle,  come  fiucbbeto  percagion. 

d*  elempio  le  due  progreflioiii  feguenti  : 

(1)  A,  B,  C,  X,  Dy  £,  F. 

(2)  G,    Hy    /,    Xy    Ky    Ly  M. 

Nelle  quali  i  termini  di  mezzo,  che  debbono  efsere  eguap 
li,  iono  denotati  con  la  medefìma  lettera  Xy  in  virtù  del  co» 
rollano  IX.  de*  princip),  e  dello  fcolio ,  che  Io  precede; 

Io  dico,  che  le  uno  de*  termini  precedenti  la  X  nella  pro- 
grellìone  (  i  )  fta  ad  uno  de'  termini  luiseguenti  la  X  [  e  da 
efsa  egualmente  diftanre  nella  ftcisa  progreffione  prima  (i)], 
come  il  termine  corrilpondente  ,  il  quale  in  egual  fito  prece- 
de la  X  nella  progreffione  (  2  )  ,  fta  al  termine  ,  il  quale  in 
egual  diftanza  fiegue  la  X  nella  medefima  progrelsione  (2), 
allora  qualunque  termine ,  che  precede  la  X  nella  progrelsio- 
ne (i)  y  ftar^  al  termine,  che  in  egual  diflanza  fiegue  la  X~ 
nella  llclsa  progrelsione;  come  il  termine  ad  efso  corrilponden- 
te, che  in  egual  fito  precede  la  X  nella  progrelsione  (2),  fta 
al  termine,  che  nella  mcdefima  progrelsione  (2)  iìegue  la  X 
in  pari  diftanza .  .  •  * 

.  Nei  noftro  elempio  dee  provarfi  : 

'  Primo,  che  polta  quella  proporzìonalitk  C .DiiJ^K^  fufs^ 
ilmio  queft' altre  B»É::H,Lf  ed  A^FwQ.M. 

Se- 


jxo  .TsoniAOsirBRALB 

Secon^>  che  polla  quefU  propqrzipnjMitk  A.FwG.M^  fuC 
liftono  queR'dtre  C.D::/.X,  ed  fi.EiiH.L. 

Xeno»  che  pofta  quefta  proporzioiulitk  B  »  £  f  :  •  L  »  fuf- 
fifiano  queft*aUir  CDitJl.Ky  ed  ^.F::6«Af* 

Dimostrazione. 

1.  Esfendo  per  1*  ipotefi  jfyBjC^  X^  e  Cf>  H,  /,  Z  in 
p'rogrersioiie  geometrica ,  faranno  eziandio  C»  Bf  ed 
X,  /,  H,  G  in  progrefsione  geometrica ,  e  ciò  pel  teorema 
LXIV.  ;  di  modo  che  in  virtù  del  teorema  CXVIIL,  le  pro- 
grefsiom  (  i  )>  e  (2)  pofsono  refpettiva mente  efpd merli  così; 

(3)  ecc.  XX,  CC-.Xy  C,  X,  D,  DD:X,  DDD.XK. 

(4)  UliXXy  y,  X,  it,  KK'.X,  KKKiXX. 

II.  Se  ciimque  fi  fupponc  C,D:  :I.K  fi  avrk  pel  COroUa^ 
m       dei  teorema  LXXXIVT. ,  CC.DD.  iU.KK;  ma  pei 


CC:Jir      ce        ,    1I:X  II 


corollario  IH,  del  teorema  CV.  5^=;=253>  , 

ce  *         li*  F 

adunque  pel  cor^iliiurio  XII.  de*  principi  557]^=  xJfr;; >  ^ 


tuendo  in  luogo  de*  termini  di  queff  ultima  proporzionalità  le 
refpettive  grandezze  B,  J^y  Hy  l^y  che  ad  else  fooo  eguali , 

fi  avr^  pel  corollario  IX.  de*  prìncipi  |-=;2., 

Si^nilmente  ;-4^iocin^do  A  tagiU^ù  misere  noÉ^Ti^'iacTrjat 


III.  In  oltr^  fe  fi  fiippori^  A^FuG.M^  cioè  pel  corolla^ 
rio  IX,  de  principi  dovrk  co^fidera^rfi  ,  c^^ 
pel  corollario  ITI.  del  teorema  CV.,  e  fra/ponendo  5^5  — ^fljSii' 
ed  j^=^f;j^;  adunque  pel  corollario  Xli.  de*  principi 
fark  ^rim^tc  CCC.DDDiiULKKKy  e  quindi  pel  corollario 
X.  4el  teorema. LXXXIII.  fi  vedrii  elsciv  C. * 

IV.  Elisendofi  oia  dlmoftrata  quella  proporzi  ooalitì  C.P:: 
/.K^  fi  dimofberk,  come- fi  è  latto  nel  lecondo- punto,  che 

ce  '  X      II  '  X  '  ■ 

■~^=2~7^,  vale  a  dire  in  virtù  del  cproilario  IX.  de  pria- 
cipj,  che  y .  V. 
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V.  Rarindiiairio,  come  fi  è  fatto  ne' punti  titrzo,  e  quarto^ 
fi  proveri  fimilmente,  cht  pofto  che  lùl  B»£::HpJ^y  larii  M 
fànC,D::J.K^càA.F::G,M, 

VI.  A  chi  confiderà  la  cofa  attentamente  ù  renderà  manife'^ 
(lo,  che  il  iìmile  fi  dimofìrerk  in  qualunque  numero  impari  di 
termini ,  de'  quali  coflar  pofTono  le  due  fuddette  progrei&on^. 

c  ^2};  adunque  il  teorema  è  gencraimcnte  vero* 

Tborema  CXXVII. 

Sicao  le  due  progreflìoni  geometrkhe  (i )|  e  (i)  coft«MÌ 

4i  qualunque  numero  di  tcxnini: 

(i^  Ay  By  Cy  Dy  te. 
.  {%)  Ij  te 

-  ì»  dUco  t  «he  Ja  propocBMi^  di  %  raib  %  è  diiflkat»  dd» 

la  proporzione  di      vcrfo  y 

Che  la  proporzione  di  j  vcifo  j  è  trifUcata  delia  pro^porzi»* 
ne  di  ^  vcrfo  y  7 

£  Eminente  m  infinto* 

DlMOSTEAZIOllB» 

I.  Pei  teorema  CXVIII.  CzzBBiAy  DzzBBB.AAy  ec.  co- 
me pure  GzzFF'.Ey  HzzFFFiEEy  ec.  Pel  corollario  Vili, 
de' principi  C.A::{BB:A)*Ay  e  ponendo  in  quella  propor«- 
zionalitk,  in  luogo  del  quarto  termine  Ay  T  efprelTione  AAiA^ 
che  gli  equivale  pel  teorema  ÌC,  fi  li  pel  corollario  IX.  de' 

principi  ^ss^J^,  ma  pel  corollario  II J.  del  teorema  CVt 

^7^=^  ;  adunque  pel  Corollario  XL  de*  principi  '^^^^•^ 
mo^erk  fimilmente,  che  ~=^;  adunque  pel  corollario  Vili, 
de*  principi  ^  ^  j  ^  ^^^^  ^  'n>  cconfeguentemen* 
te  in  virtik  del  ttoremt.  LXXXVL,  la  proporzione  di  ^  verfo 
•§  i  duplicau  della  proporzione  di  ^  vtrfo  j« 

$f       '  IL 
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EH'nuovo  pel  e^i«llario  Vili,  de*  priocipi  D.  Aii{BBB 
}aA)  .  ,  «  fufrogando  in  quefta  proporzionalitk  in  cambio 
del  quarto  termine  A  1' cfpreffione  A {AA):{AA)j  che  gl^ 
equivale  pc\  teorema  C  ^  fi  ^  pel  coroUario  IX.  de*  princip) 

BBB.AA    ^  ^  coniIUno  III. del  teoiemà  CV. 

=11^)  '  -^^"«q^e       corolUrio  XI;  de'  principi 

e  perchè  in  virtìi  del  corpl}ario  II.  del  teorema  LXXXI. ,  A 

{AA)^AAAj  fi  à  eziandio  pel  corollario  IX.  de' priiicipj 

Similmente  fi  moftrei^,  ^^^  7^ Sii''  adunque  pelc^roUai^ 
fio  VIIL  de  princìpi  £  iU  ad  coiae.^.Jul  ^>  laonde 
pirteateniA  LXXXVI.,  la  proporamie  di  ^  i/tifo^S  ^  triplicità 
della  proporzione  di  —  verfo  — .  •    -       *         '  ' 

•«klll.  Col  mcdcfimo  difcorfo)  e  con  allegare  le  n^edefune  pio- 
pofìzioni  fi  dimoftreranno  T  altre  parti  dei  xeorm^»  il  ^H<^kt 
per  conieguenz^  è  generalmente  vero*.  ..... 

Scolio. 

Le  dimoftrazioni  dei  nove  teoremi  precedenti  baftcranno  a 
far  conolccre  la  maniera  di  valerTi  del  teorema  CXVIII.,  per 
dimoOrare  quelle  propofizioni ,  che  concernono  pro^reiiumi 
geometriche. 

...        .    .  .TBOfiEHa  CXXyiIl/ 

Sléno  in  proporzione  geometrica  cootinua  de  4ue  iène  (  i  )  )* 
e  (  2  )^  la  prima  delk  <iMaH  colla  di  tre  lermini,  le  la.  iccon> 

da  di  quattro  :  *  *  *  • 

)  A,  B,  C. 
2)  £,  F,  G,  H. 
E  di  più,  il  primo  termine  A  della  ferie  (i)  fia  eguale  al 

E rimo  termine  E  della  lerie  (2),  e  l'ultimo  termine  C  deU 
i  ierie  (x)  fia  eguale  aU*  ultimo  termine  H  della  ferie  (2)  ^ 

Io 
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Io  dico,  .che  Ja  jjfpg^nàooc  j  ^triplicata  di  nna  piopor- 
ZMPC)  di  ct^.  k  j^n>ppr^ione  j  è  duplicata. 

"    •        t     •      '  ''f>IliOSTRAZ'lbÌ}B«'  -  » 

In  ordine  alla  ferie  (i),  fi  frappongafio  ttz  Ay  e  £  due 
grandezze  5*,  e  T  tali,  che  S",  ^  fi^^io^i^  prpporzipne 
geometrica,  continua  due.  altre  grandez:^  X,  ed  m  frap» 
pon^aò  tOL  Bf  c  C  tali'}  che  X,  C  fi^no.in  proporzia^ 
ne  geometrica  cofitìnliaj. 
In  ordine  alla  ferie  (2),  s'interpongano  tra  ed  .F;  tni 
e  G;  e  tra  G ,  ed  if -le  tre  grandezze  refpettive  O;  F ; 
^  tali,  che  tanto      ^9      quanto  IT,  ed  anche 

H  fieno  in  proporzione  geometrica  continua* 
•  Ciò  fatto,  fi  confideri ,  che  in  virth  del  teorema  XXXL  jK 
avranno  le  infrafcritté  progreflioni  jgeometfiche;  '  [ 

(  3 )       i*,  T,  S,  X,      C.  ; 

Ey  Oy  F,  P,  G,       H.,  , 
dainina  deUci^uali  cofta  di  eguale  numero  di  tenmi^)  je  perciò 

in  virtft  del  teorema  UOL  ^  è  tàm  mblliplke  ii'^y  qumt^ 

^  di  ^;  adunque  per  lo  fcolio  annetto  alla  definizione  XXIXi 

la  j"  e  ugualmenpe  fummohipUce  di  — ,  che  ^  27      H  ^ 

fùpponendolt  ^s:£,  e  Cis#i,  la  ^  è  ngmile  adla  ^pel 
ooróllàfio'  Vni. 'dfe*' prìncipi  ;  adunque  pel 'corollario  IV.  del 

A       T  E       A         '        •  '  '  ^ 

teorema  XLII.  -r^rry  e  tra/ponendo  ^=-. 

>f,  A       •       A  A 

Ora  pel  teorema  LXX.  y  è  triplicata  di       45ÌoèV— tX 

Jl      A  ^  E      A  a  S 

^X79  eficcoAie  fi  è  provato  effere  -r=<=*V  pos^  p^l  corollario 
II.  del  teorema  XLIt  j  =  5-  X  g-tX  jj;  «mc  *  «u^  y  ^ 
cata  di  5.:  r'  ^ 

la  oltre  pcljcorcpfta,  I,XX..^  i  duplicata  di  adun^i^ 
^  è  triplicata  della  proporzione  di*^  cui  y  k  dupticau;  IÌ 
che  dovea  dionoftrzrfi. 

S  f  i  Tao. 
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TEÒEittA  CXXI£ 

Sicno  in  proporzione  geometrica  continua  le  due  ferie  (l), 
e  (2),  la  prima  delie  ^aali  GoiU  di  guaterò  termini  »  e  la 
'Conda  di  cinque;  .  ' 

(1)  A,  B,  C,  D. 

(2)  E,  F,  G,  H,  /.  ' 

È  di  pili  il  primo  termine  A  della  ferie  (  i  )  (ia  eguale  t! 
primo  termine  E  della  ferie  (2%  e  1*  ultimo  termine  D  della 
ferie  (  i  )  fia  eguale  ali*  ultimo  termine  /  della  ferie  (  2  ) .  v 

,Jo  dico»  che  la  proporzione  ^  è  quadruplicata  di  una  prò- ^ 

jQrzbiie,.di  cui  la  proporzione  ^  è  tr^licata* 

DmOSTRAZXONB. 

Jr  Er  dimoftrait  quello  debbonfi  finpporrc  neHa  ferie 

(i)  tra  ogni  coppia  di  termini  m  medie  proporzionali:  e  deb» 
bonfi  frapporre  nella  ferie  (2)  tra  og^i  còppia  di  termini  due 
inedie  proporzioìiali  :  dopo  qnefto  fi  debbono  fiire  i  medeiìnù 
Taziocinj  ^  co*  quali  H  è  prQvato  il  preoedeate  tconma }  e  fi» 
jnarià  dimpftrato  il  teorema  ^prefente. 

.  Teorema^GXXX. 

S  leno  in  proporzione  geometrica  coi|ttnaB  le  due  feda 

e  (2),  la  jprima  delle  ^uàli  cofta  di' cinque  temuni)  «  la  lè- 

^onda  di  fei: 


il)  A,  B,  Cy  D,  EV         '  N 


)  G,  H,  y,  K,  Ly  M. 
E  di  più  il  primo  termine  A  della  ferie  (i)  fia  eguale  al 
primo  termine  G  della  lerie  (2),  e  l'ultimo  termine  "jE  della 
ferie  (  i  )  fia  eguale  all'  ultimo  termine  M  della  ferie  (2); 

Io  dico,  che  la  proporzione  j  è  quintuplicata  di  una 

forzione^  di  oi^  la  próporzic|&e ^  c  quadruplica»» 


DlMO- 
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Dimostrazione* 

IflttrpoBpaao  .«ella  ferie  (i).  tra  ogni  coppia  di  tenttini 
fMifro  medie  proporzionali;  e  a* interpongano  nella  ferie  (  2> 
m  ogni  coppia  di  termini  irr  niedie  proporzionali  :  indi  u 
raziocinj ,  come  fi  è  fatto  nella  dimoflriizione  del  teoremat 
CXXVUL,  c  fi  4biMllrefà  ncUa  ftefla  giùia  quefto  uonmm 
aQcarsi*  '  *" 

Scolio. 

iNfiniti  teoremi  fimili  poifono  rìtrovarH,  e  fimilmente  dimo»' 
)lrarfì ,  i  tre  precedenti  batbno  per  indicare  il  modo  di  trovata 

li  :  fi  noti  adunque  per  maggior^  chiarezza  : 

I.  Che  il  numero  de'  termini  della  prima  ferie  elfer  dee  mi- 
nore di  una  unitk  del  numero  de'  termini  della  feconda  ferie. 

II.  Che  il  numero  delie  medie  proporzionali ,  che  fi  debbo- 
no frapporre  tra  le  coppie  de'  termini  della  prima  ferie  \  da 
cifer  minore  di  una  unità  del  numero  de  termini  della  prima 
ferie. 

III.  Che  il  numero  delle  medie  proporzionali,  che  fi  debbò» 
no  frapporre  tra  le  coppie  de'  termini  della  leconda  ferie  k  da 
cffer  minore  di  una  nnit^  del  numéio  delle  medie  proporzio- 
nali ,  che  fi  debboRÓ  interpone  ita  le  coppie  de'  termini  della 
ffima^ferier  •  • 

IV.  In  tal  juifa  nafeeranno  dalla  prima  ^  e  4a]la  feconda 
ferie' 1^  progreffioni  gemnrìchy  ciafeiina  dette  quali  cotteiìiHi 
fffui  WHneio  di  Dmnini ,  e  le  dimoftiazkioi  di  qtiefti  infiniti 
teoremi  procederanno  con  tenete  nnifecme  a  quello  della  dimo* 
fimiione  dei  teonrina  CXXVIU. 

^  f)imoJjtfin^'n€  dfli  urtècolo  quarto  di  p^fi»  /colio  p 

A  veridi  dell'articolo  quarto  del  prefente  feoUo  fi  dhnoftre» 
tk  agT  intendenti  del  calcolo  litterale  nella  feguente  maniera: 

Sia  n  il  numero  de' termini  delia  pnM  ferie;  adunque  per 
r  articolo  primo  di  quefto  Icolio,  il  numero  ide*  termini  delia 
feconda  fenè  fetà       i ,  egli  è  dunque  ahiaro»  che  il  nume- 
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ro  delie  coppie  della  primi  ierie  V  da  eflere  n^i  ^  e  che  il 
numero     le  coppie  della  fecóada  ferie  k  da  efTere  n: 

E'  chiaro  amcort ,  che  il'  numero  delle  medie'  profonadffi^' 
da  interpórfi  fra  le  coppie  della  prima  ferie  in  virtìli  dell*  ani* 
colo  fecondo  di  quello  fcolio  effer  dee       -i,  e  che  il  nume^ 
PO  delle  medie  proporzionali  da  interpórfi  fra  le  coppie  della  < 
ieconda  ferie,  in  vigore  deli*  ^rtieolo  terzo  di  quéiio 'kolio 
medefìmo  elTer  deve  »  — 2.  .  ; 

Ciò  porto;  non  fark  difficile  a  comprendere,  che  il  numero 
de*  termini ,  de*  quali  fark  p'er  collare  la  progrellione  geome- 
trica, che  nafcer^  dalla  prima  ferie,  fark:  '  J 
-  (A)  (« — l){n  —  i)-fn.                               ,         •  d 

Cioè  il  numero  «— i  delle  coppie  moltiplicato  pel  numero 
ir— I  delle  medie  proporzionali  frappolle  tra  ciafcuna 
con  di  più  il  numero  n  de*  termini  della  prima  ierie. 

Non  anche  farà  difficile  a  comprendere ,  che  il  n unsero  de' 
termini,  de' quali  cofterk  la  progrejjione  geometrica  ^  che  nafce* 
sk  dalla  feconda  ferie,  faÀ:  ». 

(B)  «(«'^2)H-^»H-Ji. 

.  Cioè  il  ntimero  u  delle  coppie  moltiplicato  pd-  niinito  il^a 
delle  medie  proporzionali  frappone  tra  cìafciuia  coppia^  con  di 
pHik  il  numero  «  H"X  de'  termini  della  jEeconda  ferie  .  ;  -Ma  1» 
efprel&one  (A)  è  uguale  ad  nn•*^^n^l^ny  cioè  jad  ifjì*^ 
i><-4*l  ;  e  i'efprpiìuone  (B)  è  uguale  ad  jm—iM^anàt^^ 
cioè  ad  mn^n-^  i\ 

Adunque  ambédue  le  progrej/toni  geemetricbe ,  k  ^uali  nafce^ 
ranno  dalla  prima,  e  dalla  Ieconda  Ierie ,  colleranna  dà  ^Mit 
luuQm.  da  temini.  li. che  dovea  dimolliadì*.  .;  ..* 

Teorema  Generale.     *  * 

Sleno  'ih  prdgreflibne  geomètrica  le  due  ferie  (  i)  ,  é  (  *  )3 
k  prìma  delle  quali  cofts  di  1»  termimi  e  k  kcQiidadi'iiA^f 
termini.  ''  •  ...       •     .m        --j  ;    .»  :i 

(1)  J5,  C,  D....r.  iT'..     ...  ,f  .  - 

(2)  E,  F,  G,  H,  J....V/.  <  "c.  .  .  'f 
£  dlpià  il  pnoie  cermiàe  ^  delibi ièrk       6àAgii!àkiJià  < 

pfi* 
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Del»  Proporzi ot^I  GiOMCTUtcdk .  327. 
primo  termine  E  della  lerie  (2),  e  T  ultimo  termine  ideila 
ferie  (i)  fia  eguale  aU*  ultimo  termine  W  della  ferie  (a); 

-  Io  ^  dico ,  «he  la  proporzione  ^-i  mpHeam  ix  mn  prafOR^o^ 

lòti  dl  cui-Ia  proporzione  ^  è  Cn-^i^pTKà^;,'-'  .* 

.a/^.ì-l  p        .   ■•  ^-DlioSTEAZ^toWB:.:  '"-       '  ^  V"*"  '•'••3 

•         .piaftuna  cop^^a  de*  termini  della  prima  ferie  fi  frappongano 

Ì»— l)  medie  proporzionali;  e  tra  ciafcuna  coppia  de'  termini* 
eU^Aeicoacla  ferie,  «  frappongano  2)  medie  proporzionai  i,;^ 
.  .  jpriipa  delk  .medie  proporzionali >  frappone  tra  la  prima» 
coppia^defla  puma  Jorie^  fi  duami  S;  r  la. prima  delle  inedie^ 
proporzionali  frappofte  tra  la  prima  coppia  della  fecpoda  ferie/ 
4  clùaiDÌ..p;..ciò  iateoLrfi  confiderì,  che  in  virrà  dd  reore- 
m9  LXXI*  oafeefinno  fe  due  infióferitte  progrejftoni  gcornnrkiev 

(3)   But^.V^  . 

.  (4)  £vO  F,..,.w.  :   . .  . 

ciafcuna  . d$Ue  quali  coilerk  di  egual  numém  di  tecmifiì  )  pot 
ctiè  per  quanto  iì/è  moflxato  di  fopca  dopo  l'articolo  quarto 
dì  quello  fcolio,  il  numeio  de'termim  dell'una,  come  dell', 
altra  progreflione  fark  fm—nf¥i^- 

Laonde  in  virtù  M  teorema  tXX.  ^  ùnm  k  mohiplice  di 

y  ,  quami>  di  -,  e  perciò  in  virtù  dello  fcolio  annelTo  al- 
la definizione  XXIX.  la  y-.  c  ugualmemtc  fummoltiplice  di  ^  l 
che  la  5-  di  ^;  ma.fupponendofi  ^=J5,  ed  ^=W,  hi  p.  è  a> 
gnalfe  all'  -  pel  còrollarìo  V/ff.  de*  principi;  adunque  pel  cctf 
rollano  IV.  del  teorema  XLII.  ^=|,  t  traffoncndo  lz=:±:\ 

Ora  pel  teorema  LXX.  ^  h  n  plkàì*  di  7-;  e  ficcome  fi  è 
pipvato,  iflwe  |s=l;  1  è  » ^ir4#ir  anche  di^  i  "^  , 
.  la  oltre  pel  teorema  LXX.  i  è  (n^i)plkata  di  - •  * 

Adunque  ^  è  »  pUcata  della  proporziona  5.  ,1^  dr  cui  |r  è 
(»— I.;  />/if4r^.   Il  che  dovea  diiQoftraciiV     ^  * 
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I.  QjJalunque  grandezza  A  confidcrata  fempUccmente  in  fe 
roedefima  fi  dice  cffcre  in  iftato  po/ìrivo,  chiamafi  perciò  pojh 
tivay  e  fi  dcfigna,  affigendole  a  finiftra  il  fegno  in  qucftìì' 
guifa  H-^)  ovvero  non  afiigendolc  |r^un  legno,  c  Icrivea* 
do  femplicemente  A. 

II.  La  ftcHa  (  o  altra  eguale  grandezza  )  A  confiderata  Iii 
fcnlb  contrario  al  primo  ftato,  in  maniera  che  la  grandezza 
A  prefa  in  contrario  fcnlb  dillrugga  la  A  jpolt»  nd  prim 
to,  dicefi  elfere  in  iftato  wtmtrmi»^  chiamafi  mgativA ,  citcon- 
traddiftingue  affigendole  a'  finift»  qudb  fegno  —  >  c  fcrip 

vendo  -^A*  i       '        \  » 

III.  E  quindi  Taggrcgato  -4'^— ^  (cioè  di  A'^Ayk 
aguale  a  zero  ;  perchè  in  virth  <kU'  articolo  ftcoodo  la  A  con- 
cecità  in  tUsto  pofitiv  è  diftrutta  daUa  A  negativa* 

IV.  Ansi  deve  ^ualoMite  dirfi,  che  ficcomc  ia-^^  di* 
ftrugge  la  ^Ai  coà  all'  incontro  la  •^•-^^  diftrugge  la  — A^ 
cioè  mndem  pofitiva  diftnigge  lajiegativa,.  mencie  è  vi- 
gile, &  r  aggre|ato  di  ^A^A  è  taato«ieiO)  iinailtò  è 
acro  l'aggregato  di  H-^—-i^« 

V.  E  peiciò  iapponriido  ^  miooi«  di  A^  X  aggregato  '^A 
m^By  ovvero  '^9^ A  è  una  grandezim  in  iftato  fQ/Mv9  mi» 
ftorc  della  ^A; 

'"f,  fupponendo  C  na^iore  di  A^  V  aggregato  C,  ov. 
vero  •^C'^j$  è  Qna.<{faodezza  in  iftato  cùnftarlo  minore  del*- 
Ù  C /.  laddpve  *^À^B  e  una  grandezzj^  in  iftato  pojitho 
màggiofle  di  -f^  (prela  (eparaCunence  ),  e  di  HrB  (preia 
lèparatamente  ); 

:  Come  pure  "^A-^C  è  una  grandezza  in  iftato  contrario 
maggiore  di  — ^  (P«^a  *  P*«c}i  c  di  -^^  (  prela  a 
P*i^«  )  • 

Vi.  Ogni  grandezza  può  concepirfi  in  iftato  pofttivo  ^  e  in 
iftato  contrario ,  e  conforme  la  grandezza  h-  Ay  che  è  in  ifta- 
to pofitivo  può  confiderarfi  non  accoppiata  a  veruna  grandcz- 
aa  negiitivai  v.  g*  a— ovvero  a«—C,  cosi  la  grandezza 
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mm  A<^  che  è  in  iftato  c«iMrÌ0,  può  canfideiarfi  non  accop 
piata  a  veruna  grandezza  pofitiva  »  *  v.  g.  a  H>  B  »  ovvero  t 
-I-C. 

Cosi  può  concepirfi  )  che  un  mercante  abbia  un  credito  di 
mille  feudi  fenza  verun  debito,  e  in  tal  cafo  il  Tuo  credito  fi 
defigna  cosi  H-  looo  feudi,  vale  a  dire  mille  feudi  in  iiUto  pc> 
fitivo,  cioè  mille  Icudi  pofitivì: 

£  può  ancora  concepirfi,  che  un  mercante  abbia  un  debi^ 
to  di  mille  Tcudi,  lenza  verun  credito,  e  allora  il  fuo  debito 
fi  contrafTegna  cosi  —  looo  feudi,  vale  a  dire  mille, kudi  in 
iftato  contrario^  cioè  mille  feudi  negativi  ^ 

Cosi  pure  dieci  paffi  verfo  una  parte,  a  cui  fi  tende,  fi  pren- 
dono in  iflato  pofitivo  ,  e  fi  elprimono  in  ^uefta  guila  -4-10 
paffi,  cioè  dieci  pafTì  pojitivi: 

E  dieci  pafTì  verlo  la  parte  oppofta  a  quella,  a  cui  fi  tende, 
fi  prendono  in  iftato  contrario  ,  e  fi  rapprefentano  in  ^uefto 
modo  -^10  palfi,  cioè  dieci  pafsi  negativi. 

Corollario  I. 

I.  In  virt&  degli  articoli  primo ,  (ècondo,  terzo,  e  quinto  i 
numeri,  che  fi  aggiungono,  fono  in  iftato  pofttivo  y  cioè  fi>no  ' 
grandezze  pojitvoe^  e  i  numeri  9  che  fi  fottraggonoi  fono  in  V 
Sato  contrario^  cioè  fono  grandezze  negative; 

Imperciocché  i  numeri,  che  fi  ibttraggonO)  diftruggono,  ò 
diminuifcono  i  numeri,  che  fi  aggiungono,  allorché  quelli  fi 
accoppiano  con  quelli. 

II.  Per  la  ftefla  ragione,  le  grandezze  di  qualunque  fpecie, 
che  fi  aggiungono,  fono  in  iftato  pofitivoy  e  le  grandezze  ad  el^ 
fe  omogenee,  che  fi  lottxaggono,  lono  in  iftato  tmram; 

Corollario  II. 

Lo  fiato  pojitivo  è  uno  fiato  contrario  allo  flato  contram i 

Imperciocché  per  l'articolo  quarto  la  grandezza  pojitiva  dì- 
firuggc  la  negativa:  or  ficcome  la  grandezza  negativa  è  in  ijìa» 
to  contrario  dello  ftato  pofttivo  ;  perchè  Ja  grandezza  negativa 
diftrugge  la  pofitiva,  cosi  con  egual  ragione  la  grandezza  po^ 

Tt  >#- 
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fii  'poé  è  in  iflato  ctntram  d^Uo  ftato  eoatram;  perchè  la  gram 
ctetza  pofitiva  diftmgge  la .  negativa. 

Corollario  IIL 

Verfa-vice  lo  ftofo  cemrmo  dello  ftato  ctmrano  è  uno  fta^ 

te  pofìtivo; 

Imperciocché  fe  lo  ftato  eoturario  dello  ftato  eontrarh  non 
foffe  nno  ftato  pofitivo,  ne  feguirebbe>  che  Io  ftato  fojifhn 
(  il  quale  pél  precedente  corollario  è  uno  ftato  contrarto  deUo 
fiato  contram  )  non  farebbe  uno  ftato  fofitìw ,  il  che  è  una 
snanìfefta  contraddizione;  adunque >  ec 

Scolio.' 

Quefto  corollario  è  chiaro  anche  per  fe  medefimo  a  chi  ne 
comprende  i  termini; 

Imperciocché  è  cofa  evidente)  che  flccome  la  grandezza  po- 
fìtiva  A  prefa  in  fenfo  contrario  a  fe  fteffa ,  cioè  concepita 
in  iftato  contrarto  a  fe  fteflfa,  divien  negativa,  e  fi  cangia  in  — 
A ,  cos\  la  grandezza  negativa  —  A  prcfa  in  fenio  contrario  a 
fe  ftelTa,  cioè  concepita  in  iftato  contrario  dello  ftato  contrario^ 
dee  reftituire  la  prillina  grandezza  pofttiva  h--^« 

Corollario  IV.  . 

A  Dunque,  ficcome  — (-H-/^),  cioè  \-A  h  uguale  a  —  y^!, 

così  — (  — cioè  —  —  ^  è  uguale  a  H--^,  vale  a  dire 
ad  A; 

Imperciocché  quefte  efprefsioni  fuccinte  racchiudono  il  ftn- 
ib  dei  corollario  precedente  • 

Corollario  V. 

Sottrarre  una  grandezza  coftituita. in  iftato  contrario y  cioè  ib^ 
trarre  una  grandezza  negativa^  è  lo  fteflb,  che  porla  in  iftato 
pojitivoy  vale  dire  è  lo  ftefib,  che  fenderla  foJitiDa^  cioè  è 
So  fteflb>xhe  aggiungerla; 

Imperciocché  fottrarre  una  grandezza ,  che  è  coftituiu  in 
iftato  toHtrarh^  è  k>  fteflb)  che  porre  in  iftato  contrario  vm 

gran- 


Digitized  by  Googl( 


DbLLS  P&OrOKtXONt  <vEOMBTRieB«*  ^31 

rnàezzly  che  è  in  iftato  wntrMm;  ma  lo  ftato  cwttMm  deU 
flato  cfmtfwm  è  uno  ftato  pojidvo  pel  corollario  III.;  adun* 
que  iòttrarre  una.  grandezza  )  che  è  coftituiu  in  iftato  nmm 
rÌ0 ,  è  lo  ftèflb ,  che  porla  in  iftato  pofitivoy  cioè  è  lo  fteflb , 
.che  renderla  pofiiiva}  vale  a  dire  i  {9  fteflb,  che  étf^mngcrh. 

Scolio» 

!•  A.Ggiungere  una  grandezza,  che  è  in  iftato  contrario ^  è  lo 
.iteflb)  che  iafcìarla  nd  m  ed  etimo  ftato  contrario  ^  in  cui  fi  tro- 
va, come  è  per  fe  maniiefto,  e  perciò  è  u^ual» 
a         cioè  m^.^A-'^^A*  ' 

II.  F  parimente  chiaro  >  che  aggiugnere  una  grandezza,  la 
quale  è  in  iftato  ftfinvoj  è  lo  fteflb ,  che  laiciarla  nello  ftato 
pofitivo,  in  cui  ntfovafi)  e  quindi  (-f  uf)  à  uguale  H-.^T, 
cioè  -f- ZT/^. 

III.  Non  è  meno  manifeflo  (e  fi  è  accennato  nel  corollaria 
IV.),  che  fottrarre  una  grandezza,  la  quale  è  in  iftato  pojiti' 
ojo ,  è  lo  ftefìTo  ,  che  coftituirla  nello  ftato  contrario,  cioè  ren- 
derla negativa^  e  confeguentcm^nte    •^-^-^)  è  ugui^e  — 
cioè  h  ^  ~  —  A; 

Adunque  in  virtù  de'  due  primi  articoli  di  quefto  fcolio  il 
fegno  affinò  ad  una  grandezza  negativa  y  o  ad  una  grandez- 
za pojittvay  non  cangia  Io  ftato ^  in  9ui  fi  trovano  dett^  ^ran* 
dezze .  • 

.  Ma  in  virtù  dell'antecedente  corollario  IV, ,  e  dell'articolo 
terzo  di  queftp  fcolio  il  fegno  — ,  affiflb  ad  una  grandezza -w- 

Sarìvay  o  ad  una  grandezza  po/ttha  ^  muta  lo  fiato  ^  in  cui 
ette  i^randezze  fi  ritrovano» 

Pbfinuionb  ìiU 

.  R.Apprerentino  A^  B,  C,  D  quattro  grandezze  in  generale^ 
tali,  che  e  3  fieno  tra  loro  omogepee»  e  C>  e  Z>  fieno  o» 
inogenee  tia  loro; 

Io  dico,  che  le  due  grandezze  '^Ay  e  H-JB  fi>no  in 
snalogo  della  prima  fpecie  rìipetto  alle  due  grandezze  —  e 
^Dj  e  che  le  due  grandezze  ^A^  e  — B  iboo  in  iftato  a» 

Te  %  naio' 
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iM/ogo  della  feconda  fpecie  rìfpetto  alle  dùe  erandezze  H-C-4-D: 
]>k*motivo  a  auefta  denominazioiie  rdfere  lo  (lato  di  -^-^ 
fimile  allo  dato  a  come  lo  ftato  ^  -»C'è  fimile  aUo 

ftato  di  — P. 

Cos\  lo  ftato  di  —  A  è  fimile  alto  ftato  di  cone  to 

ftato  di  rf  C  è  fimile  allo  ftato  di  ^D. 

Dbfinizione  XLI. 

Io  dico  ancora; 

•  Che  le  due  grandezze  »hJl^  e  fimo  in  tftm 
della  fer(a  fpecie  rifpetto  alle  due  grandezze  H-C,  e 

£  che  le  due  grandezze  —A^  e  B  fono  in  tftat9  shM* 
^  della  quarta  fpecie  rifpetto  alle  due  grandezze  — >*C,  e  h-D. 

Quefte  denominazioni  fi  fondano  full'  efsere  la  -4-^  pofiti- 
va,  e  la  —B  negativa)  e  fulT  eflèce  la  pofitiva »  e  la 
— D  negativa. 

Così  la  ^  è  negativa,  e  la  -4-B  pofitiva  |  come  appun- 
to la  -*C  è  negativa,  e  la  pofitiva. 

Dbfinizionb  XLIL 

Io  dico  in  oltre; 

Che  le  due  grandezze  -+  ^ ,  e  —  B  fono  in  ifiato  analogo 
della  quinta  fpecie  rifpetto  alle  due  grandezze  —  C,  e  D: 

E  che  le  due  grandezze  ■— e  -A-B  fono  in  tjìato  analch 
JjD  della  fefta  fpecie  rilpctto  alle  due  grandezze  -fC,  e  — Z). 

Si  riconolcera  la  proprietìl  di  quefte  denominazioni,  fe  fi  ri- 
fletterà ,  che  ficcomc  la  grandezza  ^  è  in  iltato  contrario  a 
quello  della  grandezza  —  B  pel  corollario  II.  delie  preluppo- 
fizioni ,  cosi  la  grandezza  è  in  iilato  contrario  a  quello 

della  grandezza  h-/^.* 

E  ficcome  la  grandezza  —  ^  è  in  iftato  contrario  a  quello 
della  grandezza  B ,  cosi  pel  citato  corollario  II.  delle  pre- 
fuppofizbni  la  grandezza         è  in  iftato  a  qtudlo 

'  delle  grandezza  «-»2>. 
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Dbfinizionb  XLIIL 

Io  dico  in  fine/ 

Che  le  due  grandezze  negative  ^^Ay  e  —  B  fono  in  i/fafo 
analogo  della  fettima  fpecie  rifpetto  alle  due  grandezze  negati- 
ve—C, e  — Z). 

Tborbha  CXXXI. 

Pofta  qualunque  proporzionalità  A,B::C,D  (i  due  primi  ter- 
mini della  quale  non  è  necefTario,  che  fieno  omogenei  ai  due  ul- 
timi );  io  dico,  che  cambiando  lo  Jìafo  di  due  termini  di  efla 
prefi  ad  arbitrio,  ovvero  di  tutti  quattro  ne  rifulteranno  quat- 
tro grandezze  tali)  che  le  due  prime  rifpetto  alle  due  ultime 
làianiio  in  iftato  analogo  della  prima  fpecie,  o  della  ièconda, 
o  della  terza,  o  della  quarta,  o  della  quinta,  o  della  lèiia,  o 
della  fettinu. 

Dimostrazione.  - 

^^Utando  lo  dato  di  due  termini  della  proporaonalii^  A.B 
::C»Dy  ovvero  di  tutti  quattro,  é  vifibile,  che  i  quattro  teiw 
mini  di  effa  non  potranno  ricevere  altre  nutazioni  ^  che  le  > 
Ipreffe  nelle  fette  formole  infrafcriite: 

(1)  -H^.H-B::  —  C. — D. 

(2)  — A, — B::-i-C.h-jD. 

3)  H-^.  —  B::-+C.  —  D. 

4)  — A,^B::  —  C.-+D. 
(5)  -4.^.  — B::  — C.H-i>. 
((j)  — ^.H-B::-4-C.— D. 
(7)  — — B::  —  C— D. 
Adunque,  ec.    li  che  dovea  dimoftrarfi. 

Definizione  XLIV. 

A  Llorchè  murando  lo  ftate  de'  termini  di  qualunque  propor» 
zionaliiU  A.B'.\C,D^  ne  rilultano  quattro  grandezze  tali, 
che  le  due  prime  di  efle  riipetto  all'  altre  due  lono  in  iila- 
to  analogo  della  prima  Ipecie,  o  della  Icwonda,  o  della  terza, 

o  del- 
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o  della  quarta,  o  della  quinta,  o  della  lefta,  o  della  fettima. 
Io  chiamo  rrafc  e  udentemente  proporzionali  le  luddette  quat- 
tro grandezze ,  e  dico ,  che  colUtuifcono  una  proporzionalità 
trafcendente y  oppure,  che  la  prima  di  effe  Aa  trafcend^ftmente 
alla  leconda ,  come  la  terza  alla  quarta  :  dico  altresì  9  che  i 
quattro  termini  della  fteflà  proporzionalitit  J[,B:;C.P  rice- 
vendo la  prima,  la  feconda 9  la  terza,  la  quarta,  la  quinta ^ 
'  la  fefta  «  o  la  fettima  delle  mutazioni  efprefle  nelle  fette  for- 
mole  regiftratc  nella  dimofirazione  dell*  anf  ecedente  teorema  » 
fanno  refpeftkuanetiffi.  una  proporzionalitit  trrfe^mdeme  della  pri» 
ma  9  deUa  feconda  9  della  terza  9  della  quarta ,  della  quinta  » 
della  fefta,  o  della  ièttima  ipecie* 

In  quefta  definizione  non  è  neceflario,  che  i  primi  due  ter- 
mini della  proporzionalità  ApB;:C.D  fieno  omogenei  ai  due 
ultimi  ff 

Corollario  I. 

I.N  Elle  proporzionai itk  trafcendenti  della  prima9  e  della  fé* 
conda  Ijpecic  le  aliquote  de*  ponfeguenti  fono  contenute  ne'  lo* 
ro  antecedenti  reipettivi  in  iftato  Jimile  a  quello ,  che  anno 
ne'  proprj  confeguenti  :  e  le  aliquote  del  primo  confeguente  fo* 
no  in  ilhto  contrario  ^  quello  delle  jili^uote  del  fecondo  con* 
feguente, 

II.  Nelle  proporzionalit^i  trafcendenti  della  terza,  e  quarta 
fpecie  le  aliquote  de' conleguenti  lono  contenute  ne' loro  ante- 
cedenti reipettivi  in  iftato  contrario  a  quello,  che  anno  ne' pro- 
prj conleguenti  :  e  le  aliquote  del  primo  conleguente  lono  in 
iftató  Jimile  a  quello  delle  aliquote  del  lecondo  conleguente. 

III.  Nelle  proporzionalità  trafcendenti  della  quinta,  e  lefta 
fpecie  le  aliquote  de'  conieguenti  lono  contenute  ne'  loro  ante- 
cedenti relpetrivi  in  iftato  contrario  a  quello,  ph' elTe  anno  ne* 
proprj  conleguenti  :*   -  ^ 

£  le  aliquote  del  primo  confeguente  fòno  in  ì&ulio' conftam 
a  quello  delle  aliquote  del  fecomb  confeguente  1 

IV.  Nelle  proporzionalitli  trafcendenti  della  fettima  fpecie 
le  aliquote  •  de  conleguemi  lono  conienutc  ne' loro  antecedenti 

re- 
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refpettìvi  in  iltato  Jimtle  a  quello  >  che  anno  ne'proprj  con- 
fegucnci . 

E  le  aliquote  del  primo  confeguenre  fono  in  iftato  Jimile  a 
quello  delle  aliquote  del  iecondo  conleguente. 

Corollario  II. 

In  tutte  le  fpecie  delle  proporzionalità  trafcendenti  il  modo, 
con  cui  il  primo  antecedente  contiene  1'  aliquote  del  primo 
confeguente  è  Jimile  al  modo,  con  cui  il  fecondo  antecedente 
contiene  i'  aliquote  del  fecondo  conieguente  ; 

Imperciocché  nelle  proporzionalitìi  trafcendenti  della  prima, 
della  feconda ,  e  della  fettima  jpecie  il  fegno  affiflb  ai  confe* 
gnenti  è  lo  ftefso,  che  il  fegno  affim  ai  bro  reipettivi  antecedenti: 

E  nelle  proporzionalità  trafcendenti  della  terza,  quarta, 
quinta,  e  fefta  fpecie  il  fegno  affiiso  ai  confeguenti  è  dtverfo 
dal  fegno  affifso  ai  loro  reipettivi  antecedenti  ;  di  modo  che 
il  primo  antecedente  contiene  l'aliquote  del  primo  confeguen- 
te in  iftato  contrario  a  quello,  che  efse  anno  nel  primo  con- 
ieguente, e  fimilmente  U  fecondo  antecedente  contiene  le  ali- 
quote del  fecondo  conieguente  in  iibto  contrétrio  a  quello,  che 
else  anno  nel  fecondo  confeguente. 

Scolto. 

1.  QjUefta  Jtmilirudine  del  modo,  con  cui  gli  antecedenti  del- 
le lette  proporzionaliik  traicendenii  contengono  le  aliquote  de* 
loro  refpetrivi  conlegucnii,  fa  conolcere  la  proprietà,  e  natu- 
ralezza della  definizione  XLIV. 

II.  Se  nella  proporzionalità  A.B:'.C,D  fi  cambiafse  lo 
ftato  di  tre  termini  ,  ovvero  lo  ftato  di  un  folo  termine  ,  la 
fopraddetta  fimtlttudine  non  lufTiftcrcbbe,  come  appariice  a  chi 
vi  riflette  con  attenzione  ,  e  per  conlcguenza  mancherebbe  O» 
gni  fondamento  di  proporzionalità  traiccndente . 

IIL  In  avvenire  chiamerò  proporzionalità  pura  quella  pro- 
^rzionalit^,  che  li  tutti  i  luoi  termini  pofitivi,  e  dirò,  che 
1  termini  di  efsa  fono  fmrtmtme  propontionali,  oppure,  che  il 
primo  dieisi  (b  fmttmetm  al  fecondo,  come  il  tcizo  al  quarto* 

Co- 
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Corollario  Xlh 

Se  quattro  grandezze  fono  i^vo^oTTÀomXi trafcendentemente ^  io 
dico,  che  le  medefime  confiderate  tutte  quattro ^  come  pofiti- 
ve,  coftituifcono  una  proporzionalità  pura; 

Imperciocché  in  vigore  di  quella  definizione  le  fuddette  quat- 
tro grandezze  intanto  fono  proporzionali  trafcendentemente  ^  in 
quanto  elleno  prefe  tane  qoattio  in  iftato  pojifivo  y  ibrmalio 
una  proporzionalità  pura ,  dai  termini  della  quale  cangiati  di 
ftato  9  in  modo  che  o  due  di  loro ,  o  tutti  quattro  fieno  èS- 
Uni  difegpi  negativi  9  rifulu  una  proj^rzionalit^  trajcmdtnte; 
adunque  i  termini  di  quefta  confiderati  tutti  quattro  come 
fitmn  debbono  rendere  la  proporzioiialitì  pwrM^  da  cui  fi  coo^ 
cepifce  eflèr  nata  la  medefima  proporzionalità  trsfandmit. 

Corollario  IV. 

Se  quattro  termini  fono  tali; 

Che  i  due  primi  di  efli  rifpetto  ai  due  ultimi  fieno  in  i« 
fiato  analogo  della  prima  fpecie)  o  della  feconda,  o  della  ter- 
za, o  della  quarta,  o  della  quinta,  o  della  fefta>  o  delia  fet- 
tima:  e  che  cenfiderando  i  detti  quattro  termini^  come -tutti 
po/ifìvf^  efll  coltituifcono  una  proporzionalità  pura; 

lo  dico,  che  i  medefimi  quattro  termini  iono  frafcgmlcnfff* 
mente  proporzionali; 

Imperciocché  per  T  ipotefi,  i  detti  quattro  termini  confiderati 
tutti  come  pnfttivi  fanno  una  proporzionalirk  pura^  adunque  re- 
ftituendo  ad  elfi  i  priftini  loro  legni  (  in  virtù  de'  quali  i  due 
primi  degl'  iftefsi  termini  rifpetto  ai  due  ultimi  fono  in  illa- 
to analogo  di  qualcuna  delle  fette  fpecie),  i  medefuni  quat- 
tro termini  colHtueranno  una  proporzionalità  trafcendentc  per 
la  prefente  definizione,  e  conleguentemente ,  eu 

Teorema  CXXXII. 

Se  di  quattro  grandezze  H-^,  H-£>  H-C,  la  pri- 

ma e  la  terza         fono  tra  loro  eguali,  e  la  feconda 

rt-iS,  e  U  quarta  h-Z>  fono  ^uali  tra  loro;  io  dico,  che  a^ 

fig. 


Delle  Froporzioxi  Geometriche.  ^-j 

figgendo  alle  fuddette  quattro  grandezze  fegni  proprj  delle  lette 
fpecie  di  proporzionalità  tralcendeflte,  effe  laranoo  craTceiUence- 
mence  proporzionali. 

DiMOSTtAIIOltB* 

PEr  r  ipotcfi ,  e  pel  corollario  Vili,  de*  principj  fi  k  quella 
proporzionalità  pura  A,B'.:C,D  ;  adunque  per  la  definizione 
XLIV.  affiggendo  ai  termini  di  eflà  fegni  propr;  delle  fette 
proponionalitSi  trafcendenti  »  ne  rìfulteà  una  proporzionalità 
trclcendente  •  Il  che  dovea  dlmoftiarfi  • 

COILOLLA&IO. 

Pi  Dunque  affiggendo  ai  tennini  di  qoefta  pro^rzionalit^  pu- 
ra Z.Z::Z.Z>  légni  proprj  delle  fette  proporzioiialià  trafcen* 
denti,  effi  faranno  tralcendenteménte  proporzk>nali; 

Imperciocché  nella  fuddetta  proporzionalità  il  primo  termi* 
ne  Z  è  ugnale  al  terzo  termine  Z,  e  il  lècondo  termine  Z  è 
uguale  al  quatto  termine  Z,  e  confeguentemente  queOo  cocol- 
làrio'  è  comprefo  nel  teorema  •  - 

Teorema  CXXX.III. 

Se  in  una  proporzionalità  trafcendente  fi  ibftitniicano  gittn* 
dezae  eguali  in  luogo  di  nno»  di  due>  di  tre,  e  anche. di  tu^ 
ti  quattro  i  fnoi  termini,  ne  rifultetanno  quattro  termini  tra- 
fccndentemente  proporzionali  • 

.  DXUOSTRAZIONB. 

Si  confiderino  come  tutti  popttvl  i  quattro  termini  della  pri- 
ftina  proporzionalità  trafcendente,  e  fi  foftituifcano  in  luogo  di 
èlsi  i  luddetti  termini  eguali  cpnfiderati  anche  quefti  come  pò- 
fifivi  ;  i  quattro  termini ,  che  ne  rilulteranno  ,  faranno  pro- 
porzionali puramente  pel  fecondo  punto  del  corollario  IX.  de* 
principj  ;  adunque  affiggendo  loro  que*  fegni ,  che  erano  affifsi 
ai  termini  della  priftina  proporzionalità  trafcendente  ,  faranno 
proporzionali  tralccndentememe  per  la  definizione  XLIV. 
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Tborbma  CXXXIV. 

Pofte  otto  grandezze  non  tutte  pofitive,  fe  tra  la  prima,  la 
feconda  ,  la  terza  ^  e  la  ^uar^ .  vi  è  proporzionalicìi  pura ,  o 

tralcendente  ; 

Se  tra  la  quinta,  la  feda,  la  prima)  e  la  feconda  vi  è  pro- 
porzionalità pura ,  o  tralcendente  ; 

Se  tra  la  lettima,  T ottava,  la  terza y  e  la  quarta  vi  c  pro- 
porzionalità pura,  o  trafcendente ; 

Io  dico,  cl^e  la  quinta,  la  feda,  la  fettima,  e  Y  ottava  fa- 
ranno proporzionali  trafcendenteniente ,  quando  noi  fìano  pu- 
ramente* 

Dimostrazione* 

ClOnfiderando  le  otto  grandezze,  come  tutte  pofitive,  vi  £u 
Hi  proporzionalitli  pura  tra  la  prima,  la  feconda,  la  terza,  la 
quarta,  come  pofifivt. 

Vi  proporzionalitli  pura  tra  la  quinta,  la  (èfb,  la  pr^ 
ina,  e  la  feconda,  come  pofttive;  .  *• 

Vi  fai^  proporzionalità  pura  tra  la  fettima,  F  ottava,  la  ter- 
za, e  la  quarta,  come  pojirìve» 

'  Tutto  ciò  in  virtft  4el]a  definizióne  XLIV,$  laonde  pel 'co- 
follario.  .XIK  de'  prìndpj  vi  far^  proporzionalità  pura  tra  la 
quinta,  la  lefla^  la  lettima,  e  l'ottava,  come  pofitive ;  adun^ 
que  per  la  definizione  XLIV.,  la  quinta,  la  feda,  la  fettima, 
e  l'ottava  affètte  coi  loro  légni,, faranno  proporzionali  rrafcen- 
den temente,  quando  noi  fieno  puramente.'  Il  che  dovea  4ì^ 
mollrarfi. 

Teorema  CXXXV. 

P  Ofte  fei  grandezze  non  tutte  pofitive; 

I.  Io  diu)  in  primo  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  Icconda,  la  quinta,  €  la  feib  vi  è  pio- 

^rzionalita  p'-ira>  o  tra! tendente; 

^  £  le  la  tcizi,  la  quatta,  la  quinta,- e  la  icfta  vi  è  propo^« 
Zioiial^ik  pura,  o  tralcendente; 

Xa 
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DxLtB  Vroporziohi  GioifmTCHS« 
•La  prima,  la  feconda,  U  terza,  e  la  quaru  iknuino  pio* 
porzionali  ttafcendenteiiiencc    qiwiido:  noi  fieno  puramente  # 

IL  Io.  dico  in  fecondo  luogo ,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  fecondi,  la  terza j  c  la  quarta  vi  è  pro^ 
porzionalit^  ^uUy  o  trafcendente; 

£  fe  tra  la  prima,  la  feconda,  la  quinta,  e  la  feda  vi  è 
pcoporzionalità  pura,  o  trafcendente; 

La  terza,  la  quarta,  la  quinta,  e  la  feda  faranno  propor» 
zionali  trafcendentémeftte)  quando  noi  fieno  puramente* 

III.  Io  dico  in  terzo  luogo,  che:  * 

,  Se  tra  la  prima,  la  feconda,  la  terza,  e  quarta  vi  i 
proporzionalità  pura,  o  trafcendente; 

£  (e  tra  la  terza  ,  la  quarta  ,  la  quinta,  e  la  feda  vi  è 
proporzionalità  pura,  o  tralcendente; 

La  prima ,  la  feconda ,  la  quinta ,  e  la  fefla  faranno 
proporzionali .  tralcendencemence ,  quando  noi  fieno  puramen* 
te. 

IV.  Io  dico  in  quarto  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima ,  la  feconda ,  la  terza ,  e  la  quarta  vi  è 
proporzionalità  pura  ,  o  trafcendcnte  ; 

É  fe  tra  la  quinta  ,  la  fella  ,  la  prima,  e  la  feconda  vi  c 
proporzionalità  pura ,  o  trafcendente  ; 

La  quinta,  la  fefla,  la  terza,  e  la  quarta  faranno  propor* 
zionali  traicendentemente,  quando. noi  fieno  puramente. 

Scolio.. 

jQuefto  teorema  fi  dlmoftreA  di  una  maniera  fimik  a  quel- 
la, con  cui  fi  è  provato  il  "precedente ,  confiderando  le  fet 
grand»ze,  come  tutte  pofnive^  e  riferendo  la  prima  parte, 
la  feconda,  la  terza,  e  la  quarta  dei  teorema  refpettivamei^ 
te  ad  primo  punto,  al  fecondo,  al  terzo,  e  al  quano  del  co» 
foUario  XI.  de'principj,  e  deducendone  le  quattro  conclufiont 
del  teorema  in  pro^rzionalitli  fufCy  ai  termini -delle  quali  fi 
refi  ituiranno  polcia  i  priftini  fegni  negativi ,  allorché  le  condi* 
zio  ni  del  teorema  tali  gli  efigono ,  e  in  quefta  guifa  fi  avran* 
no  in  virtù  della  definizione  XLIV.  le  pionoizìanalità  irafceth 
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iknù,  tht  deUxino  dimoftiarfi ,  ovvero  fi  avrana»  le  propor* 
xionalitìi  purcy  qoando  tali  abbiano  ad  eflm* 

Teohema  CXXXVI. 

In  tutte  le  fpecie  di  proporzionalitk  tiafcendendt  il  primo 
confeguente  (^convertendo)  (la  trafcendentemente  al  primo  an- 
tecedente y  come  il  fecondi)  oonfeguente  al  fecondo  antecedente. 

Teorema  CXXXVII. 

In  tutte  le  fette  fpeciè  di  proporzionalità  tralCcendeiiti  il 
primo  antecArite  {pemmsMlo)  Ai  al  fecondo  antecedente  9 
come  il.  primo  confeguente  al  fecondo  coofègoente» 

Scolio. 

I.  pEr  cHer  convìnto  della  verità  di  quefti  due  teotemi  »  ht^ 
fta  confiderare  in  primo  luogo ,  che  cotnmtmky  ovvero  /«tv 

mutando  una  proporzionalità  trafcendente ,  ne  rifulta  fempre 
una  difpofizione  de'  termini  di  efia  co'  loro  fegni  Jimìle  ad  una 
delle  fette  maniere  regiftrate  nella  dimoftrazione  del  teorema 
KXXI. ,  di  modo  che  i  due  primi  termini  rifpetto  ai  due  ul- 
timi fono  in  iftato  analogo  della  prima  fpecie,  o  della  lecon- 
^a,  o  della  terza,  o  della  quarta,  o  della  quintti»  o  della  le* 
fla,  0  della  lettima . 

II.  In  fecondo  luogo,  che  in  virtii  del  corollario  III.  della  de- 
finizione XLIV. ,  i  termini  della  proporzionalità  trafcendentc 
confiderati  tutti  come  pofitivi^  fanno  una  proporzionaiii^  puray 
di  maniera  che,  cenvo-tendo ,  o  permutando  i  termini  di  tal  pro- 
porzìonalit<l  pura^  eflì  rimangono  lempre  puramente  proporzio- 
nali pe'  teoremi  X. ,  e  XI.  ;  adunque  reltituendo  a  queiti  ter- 
mini così  dijhofti  i  priftini  loro  legni ,  i  medcfuni  termini  in 
virtù  delta  oefinizione  XLIV.  debbono  coftituire  una  proporzio- 
nalitk  tralcendente ,  benché  collocati  in  fito  diverio  da  quello^ 
che  prima  tenevano. 

Teorema  CXXXVIIL 

In  qualunque  fpecie  di  proporzionalitSi  tnfcendeiitey  benché 

fi 
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DbiIb  P&opokbioni  Gbohbtrichb  • 

6  trafpongàno  ì  termini  di  eflfa  in  maniera ,  che  i  due  primi 
divengano  i  due  ultimi 9  e  i  due  ultimi  divengano  i  due  primis 
nientedimeno  i  medcfimi  urmini  ioiauMO  iiempre  una  propor* 
aioaaii(k  traicendente* 

DmOSTRAZtONB. 

Riflettafì,  che  non  oftante  la  trarpofizione  efprena  in  quefto 
teorema,  i  termini  di  qualunque  proporzionalità  trafcendentc  \ 
ferbano  fra  loro  la  diipofizione  ,  che  e  propria  per  coftituirc 
una  proporzionalità  tralcendcnte,  cioè  Tono  dilpolfi  in  una  del- 
le fette  maniere  regiftrate  nella  dimollrazione  del  teorema 
CXXXI. 

Riflettafì  ancora  ,  che  confiderando  come  tutti  pojitivi  tutti 
i  termini  di  qualunque  proporzionalitk  trafcendente,  queili  co» 
ftituifcono  una  proporzionaUcà  fura  pei  corollario  III.  della  defi« 
Dizione  XIIV.-,  e  c&e  i  tennini  di  tale  proporzionalità ^fura 
tralpofti  in  maniera,  che  i  due  primi  diventino  i  due  ultimi, 

•  ver&-vice,  elfi  termini  continuano  ad  eflère  furamemte  ^ro^ 

Sorzionali  pél  coroUarìo  VL  de*  j^cipj,  e  pel  teorema  X.;  » 
unque  rendendo  a  quefti  termini  i  primieri  loro  fegni  9  coftK 
miranno,  benchi  fra/poJKy  una  proporzionalitU  trafcendentc  in 
vigofc  della  definizione  XLIV.   U  che  dovea  dinioftradi  • 

Teorema  CXXXIX. 

P.Oftc  tre  grandezze  da  una  parte,  e  tre  dall'  altra: 

I.  Se  la  prima  grandezza  del  prim'  ordine  iìa  putamente  al« 
la  fua  leconda  ,  come  la  prima  grandezza  del  lècond*  ordine 
ila  alla  feconda  fua: 

£  fe  la  feconda  del  prim*  ordine  fta  ttajcendentemfm^  aUa 
fua  terza,  come  la  feconda  del  i'econd* ordine  iU  alla  fua  terza; 

Io  dico ,  che  per  T  egualità  ordinata  la  prima  grandezza 
del  prim'  ordine  Ita  tr^Jrendentemente  alla  lua  terza  ,  come 

•  la  prima  grandezza  del  lecond'  ordine  fta  alla  terza  ina. 

II.  Se  la  prima  grandezza  del  prim'  ordine  fta  trafcendenti^ 
mente  alla  ina  leconda ,  come  la  prima  grandezza  del  lecond' 
ordine  ita  alla  feconda  iua| 

£  la 
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Teoilia  Generale 
,   E  la  feconda  del  prim'  ordine  iìà  puramente  alla  fua  terza  | 
come  la  ieconda  del  lecond'  ordine  fta  alla  terza  fua; 

Io  dico  y  che  per  l' egualità  ordinata  la  prima  grandezza 
del  prim'  ordine  fta  trafcendentemente  alla  tua  terza  ,  come 
la  prima  grandezza  del  lecond'  ordine  ila  alla  terza  fua . 

III.  Se  la  prima  giandezza  del  prim'  ordine  (la  trafcendcntC" 
mente  alla  fua  feconda ,  come  la  prima  {grandezza  del  feoond* 
ordine  fla  alla  feconda  fua  ; 

£  la  feconda  del  prim'  ordine  fta  $ré^€€»dew$metM  alla  fot 
iterza,  come  la- feconda  dei  fecond*  prdine  fta  alia  teiza  fuac 

Io  dico,  elle  per  XeffkdhÀ  orfin^a  la  prima  grandezza  del 
prim'  ordine  ila  fusamente ,  ovvero  frafcendeneememe  alla  fua 
terza ,  come  la.  prima  grandezza  del  iècond'  oidìoe  ib  alla 
terza  jiia* 

Teorema  CXL« 

Polle  tre  grandezze  da  una  pafte>  e  tre  dall'altra; 

.   I.  Se  la  prima  g^ndezza  del  prim'  ordine  ila  fmmumn  aU 

la  fua  feconda  «  come  la  feconda  grandezza  del  iécond*  ordine 

fla  alla  fua  terza; 

.  £  la  feconda  del  prim*  ordine  ila  trascendentemente  alla  fua 
terza,  come  la  prima  grandezza  dei  iecood' ordine  ila  alla 

fua  feconda; 

Io  dico  >  che  per  T  egualità  perturbata  la  prima  grandezza 
del  prim'  ordine  ua  trafiendentemente  alla  fua  terza ,  comfi^  la 
prima  grandezza  del  fecond*  ordine  fla  alla  fua  terza. 

II.  Se  la  prima  grandezza  del  prim'  ordine  ila  trafcendemt- 
mente  alla  fua  feconda,  come  la  feconda  grandezza  del  iècood* 
ordine  fla  alla  fua  terza  ; 

£  la  feconda  del  prim'  ordine  (la  puramente  alla  fua  terza^y 
come  la  prima  del  fecond'  ordine  fta  alla  ina  feconda  ; 

Io  dico  ,  che  per  T  egualità  perturbata  la  prima  grandezza 
del  prim'  ordine  fta  trafcendentemente  alla  fua  terza  ,  come  la 
.grandezza  prima  del  fecond'  ordine  fta  alla  fua  terza. 

III.  Se  la  prima  grandezza  del  prim'  ordine  fta  trafcenden» 
temente  alla  fua  Ieconda ,  come  la  feconda  grandezza  del  fc- 
^cnd'  ordine  fta  alla  fua  terza;  £  la 
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•  E  la  feconda  del  prim'  ordine  lia  trafcendememente  alla  i'ua 
terza,  come  la  prima  dei  fecond'  ordine  (la  alla  Tua  feconda; 

Io  dico ,  che  per  T  egualità  perturbata  la  prima  grandezza 
^el  prim*  ordine  fta  puramente ,  ovvero  trafcenderttemente  alla 
fua  terza ,  come  la  prima  grandezza  del  fecond'  ordine  iU  al- 
la fua  terza* 

Scolio,  v 

Ch9  dntUne  la  ditnoflroT^ne  di  quefli  due  teonmi* 

I.  Tutte  le  proporzionalità  trafcendenri,  che  anno  luogo  nel- 
le tre  parti  d'  ambedue  quefti  teoremi  ,  e  non  lono  colhtuite 
dalla  prima,  e  terza  grandezza  del  prim'  ordine,  e  dalla  prima, 
e  terza  grandezza  dei  Iccond' ordine,  danno  proporzionalitk  ^w- 
rcy  fé  tutti  i  loro  termini  fi  confiderano  .come  pojitivi^  e  ciò 
pel  corollario  III.  della  definizione  XLIV.;  quindi  è,  che  con* 
fiderando  come  poptwi  i  termini  di  tutte  le  proporzionalità  tra» 
Jcendmrì  y  le  quali  entrano  nelle  conclufioni  delle  tre  parti  d' 
ftmbedoe  queltì  teoremi ,  le  medelune  proporzionalità  trafem* 
demi  divengono  propor'2:ì<malità  fmre  in  virtù  de*  teoremi  XII^ 
e  XIIL ,  in  virtù  anche  de'  quali  fuffiftono  quelle  proporzio» . 
nalitl^  pmey  che  entrano  nelle  condufioni  delie  tre  parti  d' 
ambedue  i  prefenti  teoremi  CXXXIX.,  e  CXL»;  adunque  fa* 
ftituendo  i  priflini  loro  fegni  ai  termini  delle  prc^rzionalità 
trafcendenti  ^  le  quali  entrano  nelle  conclufioni  delle  tre  parti 
di  quefti  medefimi  due  teoremi  CXXXIX. ,  e  CXL. ,  le.  ileffe 
proporzionalità  trafcendenti  debbono  luilìftere:  in  vigore  della 
definizione  XLIV.,  e  in  confeguenza  rimungono  dimoftrate  le 
tre  parti  di  ciafcuno  de'  due  teoremi  CXXXIX.,  e  CXL. 

II.  Ne*  quali  le  tre  grandezze  del  prim*  ordine  confiderate, 
come  pofttive  polTono  eÌTere  non  omogenee  alle  tre  grandeztf 
del  Iccondl  ordme,  confiderate  anch*  eflè,  come  pofaive. 

Teorema  CXLI. 

•N  Elle  proporzionalitìi  trafcendenti  della  prima,  feconda,  « 

iiectiraa  Ipecie. 

'    Se  il  primo  antecedente  è  uguale,  ovvero  maggiore ,  o  mi- 

Bore 
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nore  del  primo  oon^cguetucy  anche  il  fecondo  a&tccodcnte  farU 
eguale ,  'ovvero  rerpettivameate  maggiore  »  o  miaoce  del  ^e» 
coQdo  conciliente; 

£  nelle  propo^ionalidi  $9mfc€ndeim  della* terza  »  qnaru,  e 

ièttima  rpecie; 

Se  il  primo  antecedente  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  mi- 
nere  del  lecondo  antecedente,  anche  il  primo  conlegiiente  fa^ 
rk  eguale,  ovvero  reipeiùvameote  maggiore)  o.  minore  .del 
conJo  confeguente. 

DimoflréKQane  detta  prima  parti* 

Si  confiderino  come  tutti  pofifivi  i  termini  delle  proporzio* 
naiitli  trafcendenti  della  prima  ,  feconda  ,  e  fettima  Ipccie ,  e 
quelle  proporzionalixà  tralcendenti  diverranno  proporzionalità 
pure  pel  corollario  III.  della  definizione  XLIV.;  di  più  il  pri- 
mo antecedente  delle  medefime  proporzionali tk  pure  far<i  e- 
guale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  del  primo 
confeguente  in  virtù  della  fuppofizione  ;  mentre  ancorché  il 

E rimo  antecedente,  e  il  primo  confeguente  delle  proporziona* 
t^  trafcendenti  ddla  feconda,  e  fettima  fpecie  fieno  rtegathi; 
£*  chiaro,  cht  venendo  effi  confiderati,.  come  pgjitìvi^  ùixk 
ttfttavia  il  primo  ameeedentp  (  come  po&tivo  )  eguale ,  ovve- 
ro refpettivamente  magetore,  o  minore  del  primo  coniregnen» 
te  (  come  pofitivo  );  adunque  pel  corollario  X*  de**princim  il 
iecond»  antecedente  delle  iiiddette  proponionaliÀ  p^^y  «u^ 
cgnale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  .minore  del  fecoo^  • 
do  confeguente;  e  quindi  il  fecondo  antecedente  delle  propor* 
zionalitk  tn^ntdam  della  prima,  feconda^  e  fettima  fpecie, 
iaiÀ  eguale ,  ovvero  nfpettivamente  maggiore ,  o  minore  del 
fecondo  confeguente;  poiché  (ebbene  il  lecondo  antecedente,  e 
il  fecondo  conleguente  fono  «^«rM  nelle  proporzioni,  trafcatdet^ 
fi  della  ^rtma,  e  fettima  fpecie,  nientedimeno  eflèndofi  provato, 
che  il  fecondo  antecedente,  confiderato  come  pofitho^  è  uguale, 
ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  del  fecondo  confe^» 
guente  confiderato  come  pofiùvo^  egli  è  vifibile,  che  lo  fteflb  fe- 
tido antecedente I  cerne  nc^^mw^  dev'eiièie  uguale)  ovvero  re» 

fpc«» 
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fpettivameiite  maggiore,  o  minore  del  lecondo  confeguentei  co* 
me  ncgmw  ;  e  qucfta  è  la  prova  della  prima  parte. 

VhmBraxìone  della  fttonda  pm$9. 

S  Imilmentc  fieno  confiderati  come  tutti  pojitivi  i  termini  del- 
le proporzionalitk  trafcendenti  della  terza  ,  quarta  ,  e  lettima 
fpecie  ,  ed  efTe  diverranno  proporzionalità  pure  pel  corollario 
III.  della  definizione  XLIV.  ;  in  oltre  il  primo  antecedente  di 
quefte  proporzionalità  pure  fia  eguale,  ovvero  relpettivamente 
maggiore,  o  minore  del  fecondo  antecedente  in  vigore  dell'  ipo- 
tefi  ,  pofciachè  quantunque  i  due  antecedenti  delle  proporzio- 
nalità trafcendenti  della  quarta  ,  e  fettima  fpecie  fieno  negati- 
1;/  ,  è  vifibile  ,  che  venendo  effi  confiderati  come  pojitivi ,  il 
primo  antecedente  come  pofitivo  farà  tuttavia  eguale  ,  ovvero 
refpettivamente  maggiore  y  o  minore  del  fecondo  antecedente 
come  pofifivo  ;  adunque  pel  corollario  del  teorema  XI.  il  pri. 
mo  confeguente  delle  fnddette  proporzionalitll  fure  ùlùl  egua* 
le ,  ovvero  refpettivamente  maggiore ,  o  minore  del  fecondo 
confeguente ,  e  perciò  il  primo  confeguente  delle  proporzione 
HÙL  trafcendenti  della  terza,  quarta  ^.e  ièttima  Ijpecie  failt  e- 
guale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  del  fecon- 
do confeguente  ;  mentre  febbene  i  due  antecedenti  fono  nega- 
tivi  nelle  proporzionalità  trafcendenti  della  quarta ,  e  fettima 
fpecie  9  nuUadimeno  eflèndofi  moftrato  ,  che  il  primo  confe« 
guente^  confiderato  come  pofitruo^  è  uguale,  ovvero  relpetti> 
vamente  maggiore  «  o  minore  del  fecondo  conieguente  confi» 
derato  come  pofittw ,  è  chiaro  «  the  il  medefimo  primo  con* 
feguente,  come  negatkto^  deve  effere  eguale ,  ovvero  refpetti- 
vamente maggiore ,  o  minore  del  lecondo  confeguente  »  come 
negativo;  e  ^uefta  è  la  prova  della  iecohda  parte* 

Teorema  CXLIL 

S  E  in  due  proporzionalità  trafcendenti  tre  termini  della  pri- 
ma fono  eguali  a  tre  termini  della  leconda,  preji  col  medefimo 
ordine  ,  anche  T  altro  termine  della  prima  farà  eguale  ai  ter- 
mine corriipondente  della  feconda. 

Xx  Di* 


TsoRiA  Generali 

DiMOSTtABlONB* 

QUandó  i  termini  9  che  debbodo  provàrfi  eguali,  non  fofléró 
i  quarti  termini  tefpetti^i  delle  due  proporzionalitli  tiafcen* 
denti,  efTt  tK)trebbero  &rfi  divenire  quarti  termini i  mediante  U 
teorema  CXXXVL  ein}ertM4oj  c  mediance  il  teOMma  CXXXVIL 
prafpMcmh  ;  di  modo  che  la  dìmoftiazione  fi  riduce  a  prova* 
re  9  che  le  i  tre  primi  termini  di  una  proporasionalitk«ri;/fin«^ 
dente  fono  eguali  ai  tre  primi  termini  di  un'  altra  proporzio- 
nalitli  ffs/eendente^  anche  i  quarti  termini  di  ambedue  le  pro- 
porzionalità trafcendenti  ibnO  eguali* 

Nella  dimoftrazione  chianiero  proporzionali^  A  la  primé 
delle  due  proporzionalità  ttafcettdemij  e /chiamerò  proporzio» 
aalit3i  B  la  lèconda« 

Pel  teorema  CXXXVL,  tomiettendo  la  proporzionatiti  il 
feeondo  termine  di  eflà  ftaHb  ttéfcendentememe  al  primo  ,  co- 
me il  Aio  quarto  termine  al  terzo  ;  ma  il  primo  termine  del- 
la proporzionalità  A  fta  furamente^  o  trafcendentememe  al  pri^ 
mo  termine  (  a  fé  eguale  )  della  proporzionalità  B ,  come  il 
terzo  termine  della  proporzionalità  A  al  terzo  termine  (a  fé 
eguale)  della  prooorzionalith  B  pel  teorema  CXXXIL;  adun? 
^ue  per  Yegualifì  ùnti/tata^  cioè  per  la  ieconda,  o  terza  par- 
te del  teorema  CXXXIX. ,  il  fecondo  termine  della  proporzio* 
nalità  A  fta  futameme  ,  o  Mfcetidemiemiente  al  primo  termine 
della  proporzionalità  B  »  come  il  terzo  termine  della  propor- 
zionalità ^  fta  al  terzo  termine  della  proporzionalità  B;  mz 
per  r  ipotefi  il  primo  termine  della  proporzionalità  B  (la  trs^ 
fcendenfemente  al  fecondo  termine  delia  proporzionalità  By  col 
me  il  terzo  termine  della  proporzionalità  B  fta  al  quarto  ter- 
mine della  proporzionalità  B;  adunque  di  nuovo  per  fegttali^ 
tà  ordinata^  vale  a  dire  per  la  prima,  o  terza  parte  del  teo- 
rema CXXXIX.  il  fecondo  termine  della  proporzionalità  A  fta 
futamente  ,  o  rrafce ridentemente  al  fecondo  termine  della  pro- 
porzionalità B^  come  il  quarto  termine  della  proporzionalità 
A  ita  al  quarto  termine  della  proporzionalità  J5. 

Ora  il  kcondo  termine  della  proporzion^ità  A  i  uguale 
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per  ripotefi  al  ftconilo  rermine  ééVià  propoizioiuUitk  B;  adun- 
que pel  corollario  XXI*  dc'principj,  ovvero  j^r  la  prima  paiw 
te  dd  teorema  XIV. ,  ancfaìe  il  quarto  termine  della  propor- 
sionalitlà  ^  ÙLÙL  eguale  al  quarto  termine  della  proporzionali- 
di  B»  li  che  dovea  dimoftrarii» 

Supponendo  tutti  pofìflvi  i  termini  delle  due  propomonali- 
t^  frafcendem  y  enunciate  in  queflo  teorema  ,  faranno  .eguali 
per  r  ipotefi  quei  termini  corrilpondenti  di  efle ,  che  erano  gi^ 
pofitivi ,  ed  eguali  tra  loro ,  e  non  ceflÌ;ranno  di  cflère  eguali 
^uei  termini  corrifpondenti ,  i  quali  erano  gik  negativi ,  ed 
eguali  tra  loro  ;  attefochè  due  grandezze  negative ,  che  fono 
eguali ,  confervano  1*  eguaglianza  loro  >  benché  diventino  am- 
bedue pofitive» 

Ciò  poRo  egli  è  chiaro  pel  corollario  HI.  della  definizione 
XLIV* ,  che  dalie  due  propor^^hmdhà  trafccndentt  fuddette  na- 
fceranno  due  proporzionalità  fw9;  ed  è  egualmente  chiaro  pel 
teorema  L ,  che  tutti  quattro  i  termini  di  ciafcuna  delle  flef- 
fe  proporzionalità  pure  faranno  eguali  ai  termini  refpettivi  deli' 
altra  ;  adunque  reflituendp  ai  quattro  termini  di  ambedue  le 
proporzionalità  pure  i  primitivi  loro  fegni,  fi  riavranno  le  due 
proporzionalità  trafctndenti  del  teorema,  tutti  quattro  i  termi- 
ni correfpettivi  delle  quali  faranno  eguali  tra  loro  ,  poiché  i 
termini  corrilpondenti  ,  che  rimarranno  pofìrivi  ,  laranro  evi- 
dentemente eguali ,  e  i  termini  corrilpondenti  ,  che  torneran- 
no ad  cflTerc  negativi,  non  perderanno  quel!'  uguaglianza,  che  gi?i 
avevano  per  f  ipoteji^  elTendo  negativi,  ovvero  quell'eguaglian- 
za, che  fi  è  provata  in  ejjì  mediante  il  teorema  1.  ,  allorché 
fono  ftati  fuppojìi  pofitivi;  concioflìachè  due  grandezze  pofiti- 
ve  eguali  ferbano  la  loro  eguaglianza,  ancorché  divengano  am- 
bedue negative;  adunque >  ec.   Il  che  dovea  dimoilraril, 

S  c  o  1. 1  a* 

Glì  Analisi  fi  fono  fempre  valuti  dell*  unità  poCttiva  per 
moltiplicare)  dividerei  ed  eiìrarre  le  radici ,  né  alcuno  di  elfi 
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(per  quanto  è  a  me  noto)  ìl  peniato  4i  fervirfi  dell'  luùtk  ne- 
gativa per  fare  le  fuddette  operazioni. 

Riflettendo  io,  che  1'  aflTumere  T  unitk  pojitiva  è  cofa  piirop 
mente  arbitraria,  mi  fono  propollo  di  dare  un  laggio  nel  pro- 
fetai mento  di  quello  trattato  dell'  ufo  ^  che  può  iariì  anche 
dell'  unita  negativa. 

Chiamerò  pertanto  algoritmo  comune  quello ,  che  impiega  1* 
unitH  pojitiva  nella  moltiplicazione  ,  divifione  ,  ed  eitrazione 
delle  radici;  e  chiamerò  algoritmo  nuovo  quello  ,  che  moltipli- 
ca, divide,  ed  eflrae  le  radici,  mediante  l'unita  negativa* 

Definizione  XLV. 

N  Eli' algoritmo  comune  porte  due  grandezze,  una  delle  qua- 
li fia  negativa,  o  anche  tutte  due  fieno  tali;  io  dico,  che  u- 
na  di  elle  fi  moltiplica  per  l' altra ,  quando  fi  prende  una  nuo* 
va  grandezza  tale ,  che  ella  fia  trafcendentemente  quarta  pro- 
porzionale dopo  r  unitk  arbitraria  pojitìv0  la  grandezza  moÌ> 
tiplicanda,  e  la  grandezza  moltiplicante. 

Definizione  XLVL 

^  Eir  algoritmo  nmw^  polle  due  grandezze  o  ambe  politivef 
o  ambe  nekative,  o  una  delle  quali  fia  pofìtiva  ^  e  1*  altra  ne* 

Sativa;  io  dico,  che  una  di  efle  fi  moltiplica  per  T  altra,  quan- 
o  fi  prende  una  nuova  grandezza,  tale  che  ella  fia  fra/ce»' 
demementé  quarta  proporzionale  dopo  T  unitk  arbitraria  ncgr,tim 
vMj  la  grandezza  moltiplicanda,  e  la  grandezza  moltiplicante» 

Scolio. 

I*  La  grandezza»  che  è  quarta  proporzionale  nelle  propor- 
zionalità frsfcendetfrì  efprelTe  in  qucfte  due  ultime  definizioni  y 
chiamafi  prodotto  delle  grandezze  infieme  moltiplicate. 

II.  Egli  non  è  neceflario»  chele  grandezze  moltiplicanda ^  e 
moltiplicante,  confiderete  ambedue  come  pofitive  (fé  tati  non 
folTero) ,  fieno  omogenee,  tra  loro  ;  è  bens^  neceflàrio  ,  che  il 
loro  prodotto  confideratojanch*  eflb  come  tofiwoo  (quando  ef* 
fèttivamente  non  fia  tale  }  fia  una  grandezza,  omogenea  alla 
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noUiplicante,  confiderata  come  fofitiva  anch' eHìi)  quando  tap 
le  gik  non  foife. 

III.  La  ragione  di  ciò,  che  fi  enuncia  nel  feconda  articolo 
fi  renderli,  nuuiifefta,  fe  fi  rifletterà  alla  dipendenza,  che  ìi  la 
proporzionalttlk  trafiendente  dalla  proporzionalitlt  pura  y  com^ 
apparifce  dalla  definizione  XLIV. 

Definizione  XLVIL 

iN^Eir  algoritmo  eomwte^  pofte  due  grandezze,  una  delle  qua> 
li  fia  negativa,  o  anche  tutte  due  fieno  tali;  io  dico,  che  u- 
ha  di  elle  fi  divide  per  1'  altra ,  quando  fi  prende  una  nuova 
grandezza ,  tale ,  che  ella  fia  ttafcendenìemente  quarta  propor* 
zionale  dopo  la  grandezza  dividente,  la  grandezza  dividenda, 
c  r  unitk  arbitraria  pàfitnis* 

Definizione  XLVIIL 

N  EU*  algoritmo  nuwoy  pofie  due  grandezze ,  o  ambedue  po* 
fi  ti  ve,  o  ambedue  negative ,  o  una  delle  quali  fia  pofitiva,  e 
r altra  negativa  ;  io  dico,  che  una  di  eflè  fi  divide  per  Tal» 
tra ,  quando  fi  prende  una  nuova  grandezza  tale ,  eh  ella  fia 
fra/cendentcmente  quarta  proporzionate  dopo  la  grandezza  di* 
vidente  $  la  grandezp  dividenda,  e  T  unità  arbitraria  negathut. 

Scolio. 

I»  La  grandezza  ,  che  è  quarta  proporzionale  nelle  propor- 
zionalità $rafcen denti  relative  alle  due  ultime  deBniziòni,  cliia- 
mafì  quoziente  della  grandezza  divìla  per  l'altra. 

II.  Confiderando  come  pofittve  ambedue  le  grandezze  divi- 
denda ,  e  dividente  (  quando  tali  non  fieno  per  fe  medefime  ) 
egli  è  necelsario ,  ^che  fieno  omogenee  fra  loro: 

E  confiderando  il  quoziente  come  pnftùvo  (le  per  fe  fteflb  non 
è  ta'e),  e  confiderando  anche  T  unita  arbitraria  come  pofitìva 
(nel  calo  della  definizione  XLVIII.)j  egli  e  parimente  necefla- 
rio  in  ambedue  gli  algoritmi  comune  ^  e  nuovo  ^  che  quefta  u- 
niià  ,  e  il  quoziente  fieno  due  grandezze  fra  loro  omogenee; 
ma  non  è  neceflano ,  che  la  mcdcfima  umià  arbitraria  fia  u- 

na 
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na  grandezza  pniogen^a  jilla  divivlenJa ,  o  alla  dividente  (  il 
che  è  lo  (Icffo)  ;  e  perciò  snìQhc  il  (quoziente  può  elTere  UM 
jgrandezza  non  omogenea  Alla  dividenda,  o  alla  dividente. 

IIL  La  ragione  di  ciò,  phe  fi  enuneia  nei  fecondo  articolo, 
fi  defume  chiaramente  dalla  dipendenza,  cheìt  la  propor^ionalitk 
frafcemdemf  dalla  proporzionalità  fura^  conforme  fi  elprìme  nc^ 
Ja  definizione  XLIVp 

N^Eir  algoritmo  (omiufey  e  nell*  algoritmo  /wwvo,  fe  una  gnii 
dezza  pQfitiya,  o  negadva  moltiplicata  per  fe  ftefia  un  certo* 
littnierp  di  volte  ne  produce  un  filtra  ii  qmdunqw  flato  y  la 
prima  dicefi  jradic^  della  feconda  di  un  grado  ef predo  dal  nu- 
mero d^e  volte  fiik  nno^  phe  Ja  prinia  ^  inoltiplicata  per  fe' 
fteisa,  ad  effetto  di  produrre  la  feconda. 
Quefta  definizione  q>mprende  nella  (ila  nniveriàUtll  ]a  dcS* 

iiiziotte  ^ncxvm^ 

^EU*  ;ilgoritmo  fornirne  una  grandezza  pofitiva  nioltiplicata 
per  una  grandezza  negativa  ;  e  jana  grandezza  negativa  moU 
tiplicata  per  pna  grandezza  pofitiva  ^nnp  un  prodotto  ne^à* 
rivo; 

E  n^r  fAgoxìmo  fmvo  ima  gi^andezza  pofitiva  moltiplicata 
per  una  grandezza  negativa ,  e  una  grandezza  negativa  mol^ 
tiplicata  per  una  erandezza  pofitiva  ilanno  pn  prodotto  foft'  • 

VV  E  R  T  I  M  E  N  T  P  • 

]Me1  pRrfi^guimenco  fii  quefto  trattato  0^7»  ;apprefenteiì  F 
linidi  arbitraiia  pofitiva,  .e  «^Z  Tunitk  arbitfiuia  negativa. 

Efpcima.ofS  Ja  grandezza  pofitiva  ,  t  —Cf  la  gran- 
dezza ncgativat 


Di' 
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DfmoflroT^e  detta  frìms  ftme* 

Si  prendano  quefte  due  proporzionalità  pure: 

(1)  -4.Z.-|.F:!-4-G.-4-FG, 

(2)  -4-Z.H-G::-f-F.H-GF, 

dalle  quali  per  la  defìnizione  rifulceranno  Ic  due  refpet" 

tive  proporzionalitk  traicendenti 
-fZ.H-F:!  — Gr.  — FG, 

H-Z.  — G:!-4-F.— 'GF; 
la.  prima  di  effe ,  che  è  delia  prima  fpecic  ^  d^i  —  F  G  per 
prodotto  di  -+ F  moltiplicato  per  —  G<  e  la  leconda,  che  è 
della  terza  fpecie  dk  —  G  F  per  prodotto  di  —  G  moltiplica- 
to per  -+F,  il  tutto  a  tertore  detla  definizione  XLVI.j  adun- 
que rimane  dimollrata  la  prima  parte  del  teorema* 

DmoJhriK^ane  della  feconda  parte* 

Pofte  le  due  proporzionalità  pure  (i),  e  (2)  regiftrate  nel- 
la dimoftrazione  della  prima  parte,  le  ne  deducono  per  la  de* 
finizione  XLIV.  le  due  reipective  proporzionalità  traicendenti  ^ 
che  leguono: 

b  prima  delle  quali,  che  è  ddta  quitta  fpecie,  dìi  p«r 

SroqQtto  di  H-F  moltiplicato  per  ^G,  e  la  feconda,  che  è 
ella  fec9nda  fpecie,  da  -f  GF  per  prodotto  di  moltU 
plicato  pier  «fF;  il  tutto  a  tenóre  della  definizione  XLVIÌL; 
adunque  retta  dimoftrata  la  feconda  parte  del  teorema* 

Teorema  CXLIV. 

Ncir  algoritmo  ftf^Me  una  grandezza  po(it!va  moltiplicata  * 
per  lina  grandezza  (àttiva  )  e  una  grandezza  negativa  molti*  : 
plicata  per  una  grandezza  negativa  danno  «  un  prodotto  fnfiivoa: 
£  neii' algoritmo*  nvotio  una  grandezza  pofitiva  '  moluplicata 
per  una  grandezza  pofitiva ,  e  una  grandezza  negativa  molti- 
plicata per  una  grandezza  negativa  danno  un  prodotto  negai* 

€1V0« 
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Sieno  H-F,  e  h-G  le  grandezze  pofitive  da  moltipllcarfi  infic- 
ine, e  -^F  y  e  — G  le  grandezze  negative  da  moiciplicarfi 
tra  loro.  '  ' 

DimoflroT^eite  dMa  prìrns  pam*  f' 

Si  prenda  T infrafcricta  proporzionalità  pura: 

(i)  ^Z.-^^F.-.^C-^FG^ 
la  quale  per  la  definizione  XXXVI.  fa  conofcere  efler  vera  la 
prima  parte  del  teorema  in  ordine  alla  moltiplicazione  ira  lo» 

ro  di  due  grandezze  pofitive. 

Ora  dalla  proporzionalità  pura  (  i  )  rifulta  per  la  deEnizio* 
ne  XLIV.  la  proporzionalità  trafcendenfc ^  che  legue: 

-f-Z.  —  F::  — G.-f-FG, 
che  è  della  quinta  fpecie  ,  e  dh  -+FG  per  prodotto  di  —  F 
moltiplicato  per  — G  a  tenore  della  definizione  XLV,  •  adun- 
que rimane  dimodrata  la  prima  parte  dei  teorema. 

Dmoflrén^ne  dclh  feconda  patte» 

DAlla  proporzionalità  pura  (i)  not.ua  nella  dimoftrazione 
della  prima  parte  nalcono  per  la  definizione  XLIV.  quelle  due 
proporzionalità  tralcendenti  : 
— Z.-4.F::-+G.  — FG, 

 F::— G^FG, 

la  prima  delle  quali  è  della  fcfta  fpecie ,  e  di  —  FG  per  pro- 
dotte di  -4-F  moltiplicato  per  -i-G;  e  la  feconda,  che  è  del- 
la fettìma  (pecie»  dk  —FG  per  prodotto  di  ««-F  moltiplicato 

rr  —  G,  u  tutto  a  tenore  della  definizione  XLVI.;  adunque 
dimoftrata  la  feconda  parte  del  teorema. 

Tso&BMa  CXLV. 

N^Eir  algoritmo  emwiu  niuna  grandezza  negativa  pu&  eflere 
il  prodotto  di  due  grandezze  o  ambedue  poiitive  >  o  ambedue 
negative  ; 

£  nell*  algoritmo  nmw  niuna  grandezza  pnjttha  pud  eflere 
il  prodotto  di  due  grandezze  ambedue  pofitive  9  o  ambedue 
negative*. 

a- 
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Vhmfirén^jmm  dilla  primd  ftrff* 

N  Eir  algoritmo  comune  per  la  prima  parte  del  teorema  pre- 
cedente, il  prodotto  di  due  grandezze  pofìtive,  ovvero  di  due 
grandezze  negative,  è  Tempre  pofitivo;  adunque,  ce* 

J)amoflna(km§  ddU  JkotuU  psrft» 

N  Eli' algoritmo  nuovo  y  per  la  feconda  parte  del  teorema  pre- 
cedente, il  prodotto  di  due  grandezze  pofìtive,  ovvero  di  due 
grandezze  negative,  è  Tempre  ^f^i^Wvoy  adunque,  ec.  Il  che 
dovea  dimoilrarii. 

CORÓLLARIOr 

• 

N^Ell*  algorìtmo  imtm  niuna  grandezza  reale  (cioè  ntuna 
grandezza  polidva ,  o  negativa }  può  eOère  radice  feconda  dT 
vna  grandezza  ntgatha. 

Neil*  algoritmo  nutvo  niuna  grandezza  reale  (dòè  niuna  eran« 
dezza  pofitìva ,  o  negativa  )  può  eilére  radice  feconda  d  una 
grandezza  pofirìva; 

Impercioccliè,  fe  ndl' algoritmo  imime  una  grandezza  pofi- 
tiva^  o  negativa  foflè  la  radice  feconda  d*  una  grandezza  jmw^ 
9mfSy  ne  feguirebbe  per  la  definizione  XXXVII U,  o  perla  aé» 
finizione  XI^IX.  y  che  quefta  grandezza  (  la  qiiale  è  la  pretela 
ladice  feconda)  moltiplicata  per  fe  medefìma,  produrebbe  una 
crandczza.  mgérìvs^  il  che  lì  oppone  alla  prima  parte  del  pre- 
lente  teorema;  mentre  una  grandezza  pofitiva  moltiplicata  per 
fe-  fielia.  i»  figui«-di  due  grandestoe  ^folitive»  che  fi  moltiplica* 
no  tra  loro. 

Similmente,  fe  nell'algoritmo  nuova  una  grandezza  pofitiva^ 
o  negativa  foise  la  radice  di  una  grandezza  pojiftva^  ne  fegui- 
rebbe ,  che  la  pretela  radice  feconda  moltiplicata  per  fe  me- 
defìma produrebbe  una  grandezza  pojhiwf  il  che  hpugpa  alla 
feconda,  parte  di  quello  teorema. 

Scolio» 

Già  AnaliiU  efprimono  la  radice  feconda  con  quello  fegno 
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^  che  chiamano  le^no  fadicale  ^  cioè  defigiuuio  h  radice 
feconda ,  v.  g.  di  -+  A  ift  quefia  gui&  %/^^  ovvero  ^/J,  9 
]ji  jradi^e  lèQonda  drr-*»^».  coiii  •  -  .  :  • 

chiamano  immaginaria  la  grandena  perdiè  atil' 

algoritmo  cwwMv,  ch'.efk.jmneggiana»  ninna  granéRoa  naky 
cioè  ninna  grandezza  pofitiva  ^  ovvero  negativa  può  c6ere  la 
radice  feconda  di  — cioè  eguale  a  xonfimne  £  pi» 

va  ia  quefto  coroUarìQ;  -  ' 

'  Adunque  per  ui^  equivalente  idiomi  dovrebbe  :ctuMMfft 
immaginaria  (maneggiando  1* algoritmo,  «pmw)  ancàe  k  gsaa* 
észz2k%/^Ti  perchè  nelT algoritmo  JMwt»  ninoK. grandezza  reat 
Uy  cioè  niuna  grandezza  pofitiva,  ovvero  negativa  può  e&ere 
la  radice  leconda  di  -^^i  dòè  eguale* a  v^hnT: 

Or  Eccome  i  nomi,  quantunque  fieno  arbitrari,  debbono  im» 
pQrfi  con  proprietà,  cosi  io  non. polso  indurmi  4  chiamate  im- 
maginaria neli*  algoritmo  comune  la  radica  ieconda  pofitiva  ,  a 
negativa  di  cioè  db«/^9  e  a  chiamale  immaginaria 

neli'  algoritmov  ntwQ  U  ndice  pofiUva^  ^  n«gsitivo  di  ^Jii 
vale  a  dire  zt^/^; 

Imperciocché  tiiSetto  in  primo  luogo ,  che  sii  le  une ,  come 
le  altre  radici  coi;ivepice  nella  maniera  da  me  fpiegata  Tona 
grandezze  reali ,  e  non  fantailicbe ,  Q  ìmpofTibili  ;  benché 
icano  dall' unità. 4r^4imM  le^  prime^.e.^^  vmik^fofiiivti  k  fe» 

Conde : 

Secondariamente  confiderò,  che  T  afsunzione  dell'  unità  pofi- 
tiva^ iu  la  quale  fi  fonda  T  algoritmo  cwnune  ,  è  ugualmente 
arbitraria,  che  V  alsiinzionie  .4cU.'.)iniU '/l^'f|!/u«f-Ìtt  k quale  iei 
&ndo  r  algoritmo  nuovo.  »  .  : 

Dbfìn-ìzionb' L.  ; 

Io  dunque  nell*  algoritmo  comune  chiamo  grandcT^  ftraord'u 
natta  del  fecondo  grado  y  o  fempiiceiuente  grandezza  ftraordinth 
ria  ,  quella  grandezza  pofitiv^  ,  o  negativa  ^  che  moltiplicala 
una  volta  per'  le  lieisa  mediante  1*  i^iità  negativa  produce  una 
grandezza  negativa,         *    '  '  - 

'  .  Sco- 
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Eir  algoritmo  comune  defignando  con  T  efprefrione  generale 
la  grandezza  negativa,  che  nalcc  dal  mokiplicare  una 
volta  per  le  ftelsa  la  grandezza  Jhaordinaria  poficiva.,  o  nega- 
tiva, quefta  medefiaia  grandezza  Jhraordinaria  pofitiva  ,  o  ne- 
gativa larà  da  me  «fprefsa  cos\  zt^/ — Aì  nel  fegno  doppio 
'Z±  il  fuperiore  rapprelenta  la  grandezza  flraordmma  pofitiva  | 
e  r  inferiore  dcnou  la  grandezaa  flrmràkuinA  negativa. 


C0ROtl.AR<O« 


DfiFl  NIZIONE  LIf 

^BU'ttlgorìtnonwm  io  chiamo  gnlidem  JhmMnàtÌM  dd 
fimdo  gtéiù  ,  o  fempUoenienK  grtndeczà  ftraoràmms  quella 
grandezza  pafitiva-y  •  o  negativa  ,  ché  mokipUcaM  una  vòlta 
per  Xe  lleisa,  mediante  r  aniÀ  p9jki^i  proooce  iilu  grandez- 
t^.fofirìv^.  Scolio. 

^  £ir  algorìcmo  mim  denocando  con  V  efprcfrione  génerale' 
la  grandezza  pofitiva,  che  nàrcè  dal' molriplicaie  Una* 
Wta  per  fé  ilelsa  la  grandezza  ftraordìnariM  pofitiva  «  o  nega- 
tiva* quella  medefima  grandezza  Jhaordinarìa  pofitiva  ,  o  ne> 
gativa  iar^  da  me  defignata  cosi  ^a.  Nel  fegiio  dop-' 
pio  il  fuperiore  rapprelenta  la  grandezza  ftraordìnarta  pofi- 
tiva) e  rioKiriore  efprime  la  grandezza  JirMor4'$t»^  negativa 
.......  . 

Co&oLLa.%io, 

Eir  algoritmo  nuovo  ^  in  vigore  della  definizione  LI.  ,  e  di 
quello  Icolio,  fi  \  la  legucnte  proporzionalità^  che  «^.pura,  o 
Uaicendeifte  della  quinta  Ipecie:      *  '. 

Yy  2  Tbo- 


Digitized  by  Google 


Teorema  CXLVI. 

ISj  EU*  algoritmo  €0MMr«r  il  prodotto  di  qualfivoglia  numero  pa- 
ti di  grandezze  tutte  poiltive»  o  tnttc  neg^ve,  è  una  gran- 
dezza m/Simm:. 

£  neli'  algoritmo  mmto  il  prodotto  di  qualfivoglk  numm 
pari  di  grandezze  tutte  jpofittve  i  o  tutte  negative  ,  è  hm 
grandezza  m^ffnivs^ 

:  DimoftraT^one  della  prima  part€; 

Il  numero  pati  di  gnmdezze  tutte  pofitive).  o  tutte  negata 
ire  fia  v;  g.  6. 

Egli  è  certo ,  che  nelP  algoritmo  eumm  il  prodotto  delle 
due  prime  grandezte  è  PofitivQ  (  o  pofitive ,  o  negadve  y  che 
elle  taeno);  come  pure  u  prodotto  odia  terza,  e  quarta  gran- 
dezta,  e  il  prodotto  della  quinta  9  e  della  fefta  fono  pofinvi^ 
per  la  prima  parte  dei  teorema  CXLIV.  (o  fieno  la  tem, 
quarta ,  quinta ,  e  feda  grandezza  tutte  potacive ,  o  tutte  1» 
gative);  U  prodotto  poi  delle  due  prime)  moltiplicato  pel  prò» 
«>tto  della  terza ,  e  della  quarta  ,  fa  un  prodot^  >  che  è  pO" 
flfho  per  lo  AeCso  teorema  ;  ed  anche  il  prodotto  delie  quat- 
tro primis  '  grandezze  (  che  fi  è  provato  pofitivo  )  moltiplicato 

Sei  prodotto  della  quinta ,  e  della  feda  grandezza  dk  un  pro- 
octo  delle  (ei  grandezze,  che  è  fofitiv»  per  la  citata  prima 
parte  del  teorema  CXLfV. 

Co^ì  procedendo,  è  manifefto,  che  fi  proverà  la  prima  par- 
te del  prjienre  teorema  in  qualfivoglia  numero  pari  di  gran» 
dezze  o  tutte  ^fitive>  o^  tutte  negative;  adunque)  ec« 

JXm^roTiÌMe  della  feconda  parte  • 

Slmilmente  nell'algoritmo  nuovo  il  prodotto  delle  prime  due 
grandezze  è  neg/itivo  (o  pofitive  ,  0  negative,  ch'elle  fieno), 
e  negativi  pur  lono  il  prodotto  delle  terza,  e  della  quarta  graii- 
dezza,  e  il  prodotto  della  quinta  ,  e  della  lefta  in  virtù  della 
leconda  parte  del  teorema  CXLIV.  (o  fieno  la  terzar,  quarta, 
quinta  )  e  iella  grandezza  tutte  pofitive  >  o  tutte  negative); 

adun- 
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•dunque  il  prodotto  delle  due  prime  grandezze,  noltij^icav» 
pel  prodotto  della  terza  «  e  della  quarta ,  compone  un  piodot- 
to  delle,  quattro- prime  grandezze,  che  è  mgéoèvj  pel  medfcfr 
no  teorema  ;  e  quindi  il  prodotto  delle  quattro  prime  mn^ 
dezze  (  che  fi  k  j^vato  negativo  )  moltiplicato  pel  prodottp 
della  quinta ,  e  della.  Iella  >  forma  un  prodotto  ^le  lei  gran» 
dezze,  che  è  if9gs$im ,  per  l' alk^iKa  feconda  parte  del  icore» 
na  CXLIV. 

E*  vifihile,  che  nd  modo  ftelso  fi  proverà  U  feconda  parte 
del  teorema  in  qualunque  ■  numero  pmi  di  grandezze ,  o  tutte 

S fui  ve,  o  tui^e  negative  ;  adunque,  ce*  Il  che  dovea  dimo> 
arfi* 

Scolio. 

L*  Efser  prefe^  come  fi  è  fatto  nelle  dimodrazioni  di  ambedue 
le  parti  del  teorema,  l' elser  prele,  dico,  a  coppia  a  coppia  le 
grandezze^  le  quali  compongono  il  prodotto  delle  fei  grandez- 
ze, o  tutte  poiìtive,  o  tutte  negative,  non  fa,  che  il  prodot- 
to delle  tre  coppie  fia  diflcrente  dai  prodotto  delle  lei  gran- 
dezze moltiplicate  infieme  ad  una  ad  una  ,  ciò  è  chiaro  pel 
corollario  IV.  del  teorema  LXXXl.  in  ordine  al  prodotto  pofi- 
t'tvo  delle  lei  grandezze,  Qoniìderato  nella  prima  pane  del  teo- 
rema preientc: 

£  fi  rende  manifefto  anche  in  ordine  al  prodotto  negativo 
delle  lei  grandezze  >  confiderato  nella  feconda  parte  del  teo» 
rema,  a  chi  riflette,  che  k  ^sècdef  è  uguale  a  ^(ab) 
(c^)  {ff)-,  conforme  6  teftè  provato,  larli  eziandio  '^ébcdcf 
eguale  a — {ab's  (^cd)  {cf)  ;  concioi&chè  fe  ^  è  ugualé^aa 
E  è  evidente,  cne  a^che  —  ^  è  uguale  a.  £• 

ÌJtL  confiderazìone  di  quefto  fcolio  li  manifeilanentt;  luogo  in 
qiudfivoglia  numero  di  coppie,  che  polivano  comporre  il  jiuh 
dotto  di'  qualunque  numero  pari  di  grandezze  tutte  pofiuve , 
I».  tiiue  negaùvf* 

*'        Corollario  L  •  ' 

^  Eli'  aigoritoo  imnni  ogni  dignità  di  girado  pm  à*  una 
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grandezza  poGtiva,'o  negativa,  è  una  grandezza  p^tmMé 

E  neU*  algoritmo  fmtm-  ogni  dignità  ài  grado  fmn-  d'  unii 
grandezza  jpoficiya^  o  negativa,  t  una  grandézza  M^iMm.  > 

Corolla  rio  II. 

^  EU*  algoriino  comune  una  grandezza  p9fiskmj     g.  H-Gf 

può  avere  due  radici  di  ^nalfivogiia  grado  fm ,  una  poficiva, 

c  l'altra  negativa. 

£  neii*  alesmnid  mmm  una  grandezza  negatha  ^  r,  g.  — -G, 

filò  avere  due  radici  di  ^nalfivoglia  grado  fdrij  una  po&tivai* 

c  l'altra  negativa; 

Imperciocché  pofsono  fempre  immaginarfi  due  grandezze, 
una  pofitiva,  e  l'altra  negativa,  cialcuna  delle  quali  moltipli»' 
eata  per  fe  medefima  (  neil'  algoritmo  comune ,  e  nell'  algori- 
tmo nuovo  )  tante  volte  meno  una  ,  quante  unitk  contiene  il 
numero  pari  della  radice,  dia  un  prodotto  eguale  a  — f-G  neii' 
algoritmo  comune^  ed  eguale  a  — G  nell'algoritmo  nuovo. 

Egli  è  chiaro  per  U  deHnizione  XLIX. ,  che  ciafcuna  delle 
due  grandezze  pofitiva ,  e  negativa  ,  immaginate  come  lopra , 
clser  dee  la  radice  del  graJo  pari  della  grandezza  pofitiva  -f  G 
neir  algoritmo  comune ,  e  della  grandezza  negativa  — G  neii* 
algoritmo  nuovo. 

Teorema  CXLVIL 

^  £ir  algoritmo  cwmmt  niuna  grandezza  negatìvM  può  efsere 
il  prodotto  d*  un  numero  fmè  di  grandezze  tutte  pofitive  ,  o 
tutte  negative: 

E  nelT  algoritmo  mm  niuna  grandezza  fofttiva  pnò  etoe 
il  prodotto  di  un  numenF fari  di  grandezze  tutta  fofidve  y  ^ 
tiltt  nìBgaà?e# 

Dimoftra^one  della  prima  pan9m 

N  Eir  al^tmo  €mmm ,  per  la  prima  parct  del  precedente 
teorema  »  d  prodotto  di  qualuni^ue  numero  pari  di  grandezza 
tutta  pofitive»  o  tutté  negative»  è  pòfirìvo;  tàmqjac^  ce 

■ 

Dì.' 
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•         •         •  • 

DhmJìraT^me  dctU  fecwda  parte, 

]SJ  Eir  algoritmo  nuow  per  la  feconda  parte  del  teorema  pre- 
cedente, il  prodotto  di  qualfivoglia  numero  pari  di  grandezze 
tutte  poficive,  o  tutte  negative  è  negat^vQ  ^  ajdup^uQ  ^  eu  U 
che  dovea  dimo(lrarIi.  ^ 

Corollario  I. 

EU' algoritmo  comune^  niuna  grandezza  reale,  cioè  niuiijl 
grandezza  pofitiva ,  o  ne:;ativa,  può  eiicr«^  radice  di  ^Mo/iva^M 
grado  pari  d*  una  grandezza  negativa'^ 

E  neir  algoritmo  nuovo  ninna  granJezza  reale  ,  cioè  niuna  - 
grandezza  pofitiva,  o  negativa,  può  eficre  radice  di  qualunque 
grado  pari  d'  una  grandezza  p-^ftnva^ 

Imperciocché  le  nell'  algoritmo  comune  una  grandezza  pofitfp 
va,  o  negativa  foffe  la  ridice  di  qualfivoglia  grado  pari  di  una 
grandezza  negativa,  quella  medefima  pretefa  radice»  moltipli» 
catà  per  fé  fteflà  tante  volte  meno  una^  quante  unitk  fi  con^ 
tengono  nel  numero  pari,  che  efprìn^e  il  fuo  grado,  produreb» 
be  la  grandezza  negativa  ^  di  cui  è  immagipi^ta  sadice^.f  9^ 
per  la  defioizioìie  XLIX.,  il  che  è  contrario  alla  prima  pane  idei 
teorema  prefente,  pofciachè  una  tal  radice  moltiplicata  per  fè 
medefima  tante  volte  meno  «m,  qnanie  uniiìi  contiene  il  nu- 
mero pari,  che  efprime  il  fuo  grado,  è  la  ftefla  cofa ,  qhe  il 
prodotto  <U  un  numero  pari  di  grandezze  tutte  pofitivt^  o 
tutte  negative . 

,£  per  la  medefima  definizione  XLIX.,  fe  neir  algorirmo  muvo 
una  grandezza  pofitiva,  o  negativa  fofiè  radice  di  qualunque 
grado  pari  4'  una  grandezza  pofitiva  9  qufita  fuppolta  radice 
moltiplicata  per  le  medefima  tante  volte  meno  una  (|uante 
nnit^  contiene  il  numero  pari,  che  indica^  il^  luo  grado,  pr»> 
durebbe  la  grandezza  pofitiva ,  di  cui  fi  pretende  radice  ;  e 
quefto  è  contro  la  feconda  parte  del  teorenìa  prefentè ,  men- 
tre il  prodétto  s  che  nake  da  una  tal  radice  moinp'fcata  per 
fe  medefima  tante  volte  meno  una  ,  quante  unita  Lontiene  il 
numero  paii^  ctie  denota  il  fuo  grado,  è  lo  fiefib,  che  il  pro- 
dotto 
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dotto  (i*  un  numero  puri  di  grandezze  tutte  pofitive,  •  tutte 

negative. 

Scolio. 

P  £r  una  ragione  fimiliflima  a  quella  da  me  pofta  nello  fcolio 
anne(r#  al  teorema  CXLV. ,  io  chiamerò  nell'  algoritmo  comu- 
me  radici  ftraordinarie  del  grado  in  quelle ,  che  gli  Analifti 
appellano  (  iòrie  men  propriamente  )  radici  immaginarie  delia 

fteflb  grado       t  che  efli  defignano  oofk  :±|/Iir7r: 

£  nell'algoritmo  mwoo  chiamaò  radici  flrmràmmk  del  grado 


sa 


1»  quelle,  che  fi  cfprimono  analiticamente  cos\  |/-*-«» 

H  denota  qualfìvoglia  grandezza  pofitiva»  ed  Jt  ^uaiun^ue 
numero  intiero  pofitivo. 

Dbfinizionb  LIL 

Cniamo  grandezze  ordinarie  ncll'  algoritmo  comune  tutte  quel- 
le  grandezze  pofitive ,  o  negative ,  che  non  lono  Jìrawdtnaric 
nel  medefimo  algoritmo  comune  ; 

E  chiamo  grandezze  ordinarie  nell'  algoritmo  nuovo  tutte 
quelle  grandezze  pofitive,  o  negative,  che  non  fono  grandez- 
ze ftnmdinarie  nello  ftellb  algoritmo  nuovo* 

.COROLLAftl^. 

Dunque  \/^Ay  e  |/-*>H  neir  algoritmo  compir  fono  gran- 
dezze ordinarie; 

  aa 

X' 1/^:^9  e  |/^^  nell'algoritmo  mww  Ìbno  grandezze 
ordinarie* 

Tbohma  CXLVIII. 

^Eir  algoritmo  comune  una  grandezza  poCtiva  divifa  per 
una  grandezza  negativa,  e  una  grandezza  negativa  diviiaper 
una  grandezza  pofitivay  danno  un  quoziente  w^^m»; 

E  nell'algoritmo  tmtm  una  grandezza  pofitiva. divifa  per 
mu  grandeana  negativa,  e  una  grandezza  negativa  divilii  per 
una  grandessa  pofitiva  9  diurno  nn  .q|iioziente  fojimm^ 

Sia 
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Sia  -fi^  la  grandezza  pofuiva,  e  — G  ia  grandezza  negativa. 

Dtmoftras^hnc  della  prima  parte  * 

Si  prendano  quefte  due  proporzionalità  pure: 

(1)  H-G.-4.F::-*.Z.-+(F:G),  '  '  : 

(2)  -+F.h-G::h-Z.h-(G:F),    •  •:-  • 

e  per  la  definizione  XLIV.  ovitmo  le  due  proporzionalità  trar 
fcendenti>  che  fieguono: 

— G.-H'-Fti-l-Z.— (jF:G),    .  *  ^- 

la  prima  delle  quali  è  della  IdU  fecde ,  e  la  feconda  è  del> 
la  terza  fpecie  ;  perciocché  nelT  algoritmo  cmunu  ^  in  virtù 
della  definizione  XLVII.,  —  (F:G)  grandezza  negativa  è  il 
quoziente  di  H-F  divila  per  — G,  e  —  (G:F)  grandezza 
negativa  anch'  efla,  è  il  quoziente  di  «^G  divilà  per  H-F;.c 
ciò  dimoftra  la  prima  parte. 

DmoJìraT^jone  della  feconda  parte» 

Poftc  le  due  proporzionalità  pure  (i),  e  (a),  fuffiftono  per 
la  definizione  XLIV.  le  due  infiralScritte  proponionalità  tn^ 
icendenti: 

^G.-+.F::— Z.H-(F:G),  .  . 

— G::— Z.H-(G:f  ), 
eflendo  la  prima  della  quarta  fpecie,  e  la  feconda  della  quin- 
ta fpecie;  laonde  nell'algoritmo  nuovo  per  la  definizione  XLVIIL 
-♦•(FiG)  grandezza  pofttiva  è  il  quoziente  di  H-F  divilb 
per  — G;  e  -f(G:F)  grandezza  parimente  pofttiva  c  il  quo» 
ziente  di  — -G  diviio  per  H>Fy  e  ciò^diinoitra  U  ieconda  parte. 

TfioaBMA  tXLIX.' 

N^Ell*  algoritmo  comune  una  grandezza  pofitiva  dlvifa  per 
una  grandezza  pofitiva,  e  una  grandezza  ijt-gaiiva  diviia  per 
una  grandezza  negativa  danno  un  quoziente  f.  fttivo, 

E  neh'  algoritmo  nuvuo  una  grandezza  pollava  divifa  per 
una  grandezza  pofitiva  ,  e  una  grandezza  negativa  divifa  per 
una  grandezza  negativa  danno  un  quoziente  negativo. 

Zz  Sie- 


• 
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Steno  e     G  le  due  grandezze  pofitive  »  t  e 

Cr  le  due  grandezze  negative. 

DìmoftraT^pne  della  prima  parte» 

pAcciafi  quefta  proporzionalità  puia: 

(i)  ^G.^F::^Z.^(FiG)^ 
«>. per  la. definizione  XLIV.  ne  verrk  quefta  pioporsionalitk  tra» 
icoidente,  che  è  della  feconda  fpecie: 

— F:  :-*-Z.-+(  F:G); 
laonde  per  le  definizioni  XXXIX.»  e  XLVII.  H>(F:G),  gcui- 
dezza  pofitiva^  è  il  quoziente  di  divifo  per  H-G^  e  la 

ftefla  grandezza  pofitiva  ^(F:G)  è  il  quoziente  di  —  F  di* 
vilb  per  «-«G.   il  che  prova  la  verità  della  prima  parte» 

DimoJìroT^ione  della  feconda  parte» 

Pofta  la  proporzionalitk  pura  (i))  fi  anno  in  virtik  della  de> 
finizione  XLIV.  quelle  due  proporzionalità  tralcendentt: 

-fG.H-F::— Z  (F:G), 

*-.G.— f::— 2  (i=":G), 

4a  prima  delle  quali  è  della  prima  fpecie,  e  la  ièconda  è  del- 
la le  t  rima  fpecie  ;  e  perciò  nell'  algoritmo  nuvtìo  per  la  defi- 
nizione XLVIIL  —  (^'iG),  grandezza  negativa^  e  il  quo- 
ziente di  — i-F  divifo  per  — t-G,  e  la  mcdefima  grandezza  w- 
gatìva  — (F'G)  è  il  quoziente  di  — diviio  per  -^X»,  il 
«ke  prova  U  ieconda  pane. 

Tborbiia  CL. 

.NeII'  algoritmo  comuncy 

I.  Il  prodotto  di  qualilvoglia  numero  impari  di  grandezze 
tutte  pofitive  è  una  grandezza  pojiriva, 

II.  £  il  prodotto  di  qualfivoglia  numero  impari  di  grandez- 
aee  tutte  negative  è  una  grandezza  negativa. 

Neir  algoritmo  nuovo ^ 

I.  Il  prodotto  di  qualfivoelia  numero  impari  di  grandezze- 
tutte  pofitive  è  una  grandezza  pojitiva, 

II.  £  il  prodotto  di  qualfivoglia  numero  impari  di  grandezze 
tutte  negative  è  una  grandezza  negativa ,  Oi^ 
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ThaxA  Fropouziomi  OtòlcmiCBS  • 
Dim^én^9M  della  prima  ^  g  fmndé  fane^ 

Lf  A  prima  parte  nell'  algoritmo  comune  è  manifeila  per  um 
faciiinima  illazione  del  teorema  CXLIV. 
E  la  leconda  fi  prova  cosk 

Il  prodotto  di  (qualunque  numero  impari  dì  grandezze  nega- 
rive  è  il  prodotto  ,  che  viene  dal  proaono  di  un  numero  pari 
di  grandezze  negative  moltiplicato  per  un'  altra  grandezza  ne- 
gativa, ma  nell'algoritmo  comune y  per  la  prima  parte  del  teo*. 
rema  CXLVI. ,  il  prodotto  di  un  numeio  pari  di  grandez- 
ze  negative  è  una  grandezza  pofitiva  ;  adunque  per  la  prima 
parte  del  teorema  CXLIII.  quefto  próéoné  di  un  numero  pmi 
di  grandezze  negative  (  che  li  è  pfovata  edere  pofitivo  )  molti» 
plicato  per  un'  utra  grandezza,  che  è  negativa»  dk  un  prodot- 
to di  qualunque  numero  hmparì  di  grandezze  negative  »  che  è. 
Qha  grandezza  n9gafiva\  e  quefta  è  la  prova  della  feconda  parte* 

DimoftraT^onc  della  ierz^y  e  quarta  parte» 

I L  prodotto  di  qualunque  nwmerù  impari  di  grandezze  pofitivp 
è  il  prodotto,  che  lifulta  dal  predette  di  un  numeio  pari  di 
grandezze  pofittve,  moltiplicato  per  un*  altra  grandezza  po* 
Stiva,  ma  neir  algoritmo  nuov»^  per  la  feconda  parte  del  teo* 
rema  CXLVI. ,  il  predom  d*  un  numero  pari  di  grandezze  po> 
fitive  è  una  grandezza  negativa;  adunque  per  la  leconda  par- 
te del  teorema  CXLIII.,  quello  predotto  d'  un  numero  pari  di 
grandezze  pofitive  (  che  fi  è  provato  effere  una  grandezza  ne^ 
gativa)  moltiplicato  per  un'altra  grandezza,  che  è  pofitiva, 
dk  un  prodotto  di  qualfivoglia  numero  impari  di  grandezze  po- 
fitive ,  che  è  poiìtivo;  e  quella  è  la  dimoftrazione  delia  terza 
parte. 

Il  prodotto  di  qualunque  numero  impari  di  grandezze  nega- 
tive  è  il  prodotto,  che  nafce  dal  prodotto  di  un  numero  pan  di 
grandezze  negative,  moltiplicato  per  un'  altra  grandezza  nega- 
tiva.  Ma  nell'algoritmo  nuovo ^  per  la  feconda  parte  del  teo- 
rema CXLVI. ,  il  prodotto  d'  un  numero  pari  di  grandezze  ne- 
gative è  una  grandezza  ttegatha  ;  adunque  per  la  leconda  parte 

Z.Z  2  del 
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del  teorema  CXLIII. ,  quefto  frodottp  di  uà  nomerò  pm  di 
grandezze  negative  (  che  fi  è  provato  eflère  usa  grandezza 
negativa)  moltiplicato  per. un  altra  grandezza  negativa,  fa  un 
ph)dotto  di  qualunque  .Qumero  imfarì  di  erandczze  negative , 
che  è  una  grandezza  lugmw;  e  qucfta  è  la  prova  della  quap* 
u  parte. 

Scolio. 

Li'  Algoritmo  che  finora  fi  è  veduto  difcordare  dair  al- 

goritmo comune^  fi  accorda  due  volte  con  eflb  nel  teorema  pre* 
lente  9  conforme  apparifce  confrontando  la  terza  parte  di  que* 
fio  teorema  con  la  prima,  e  la  quarta  con  la  feconda.  - 

Corollario  I. 

I N  ambedue  gli  algoritmi  cmmme ,  e  miovo ,  una  grandezza 
pofitiya  -f  T  può  avere  una  radice  di  qualfivoglia  grado  im» 
pari^  che  iaik  pofinw; 

£  una  grandezza  negativa  —  T  può  avere  una  radice  di 

qualfìvoglia  grado  impari^  che  farU  negativa i 

Imperciocché  può  Tempre  immaginarfi  una  grandezza  prima 
in  iftato  pofitivo  ,  e  poi  in  iftato  nL-gativo  ,  che  moltiplicata 
in  cialcuno  de' due  itati  per  fe  medefima  tante  volte  meno  una^ 
quante  unità  contiene  il  numero  ,  che  indica  il  grado  impari 
della  radice,  dark,  elTendo  prefa  pofitivamente  un  prodotto  po- 
fitivo ,  ed  cfTendo  prela  negativameiice  un  prodotto  negati-v 
vo  ,  e  CIÒ  accadcra  pel  teorema  prelcnte  tanto  neii'  a^oritmo. 
comune  y  quanto  nelì'  algoritmo  nuovo. 

Ora  nel  primo  calo  il  prodotto  pofitivo  può  Tempre  imma- 
ginarfi eguale  a  -+T,  e  nel  lecondo  calo  il  prodotto  negativo 
può  Tempre  Tupporfi  eguale  a  — Ty  e  perciò  in  virtù  della 
definizione  XLIX. ,  la  grandezza  immaginata  prima  in  iitato 
pofitivo,  e  poi  in  iiiato  negativo  fark  la  radice  di  qualfìvoglia 
grado  impari  di  -^T,  e  reTpettivamente  di  ^Tj  adunque,  ec. 

Corollario  II. 

In  ambedue  gli  algoritini  cmnimey  e  nmvo  ogni  dignitk  dt' 

gra^ 
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Delle  Proporziont  GiOMBTittctfK.  ^6$ 
grado  impari  d*  una  grandezza  pofìtiva  è  pofitiva  ; 

£  ogni  dignità  di  grado  impari  d'  una  grandezza  negativa 
k  negativa»  .  .  i 

TBOREIfA  CLL 

Eir  algoritmo  comune y  e  nell' algoritmo  nuovo. 
Due  grandezze  negative  tra  loro  eguali  moltiplicate  refpet- 

tivamcnte  per  due  grandezze  eguali  tra  loro  (pofitive>  ovvero. 

negative)  danno  due  prodotti  eguali; 

E  due  grandezze  pofitive  tra  loro  eguali  moltiplicate  refpet- 

tivamente  per  due  grandezze  eguali  tra  loro  (pofitive,  ovvero 

negative)  danno  due  prodotti  eguali. 

^       Dimoftras^ne  della  prima  parfe» 

Steno  '^A^  e  — le  due  grandezze  negative  eguali  molti* 
plicande>  e  fieno  =±F,  e  ztf  relpettivamente  le. due  grandez^ 
ze  eguali  moltiplicanti  pofitive ^  ovvero  negative; 

Neil'  algoritmo  comune  per  la  definizione  XLV.  9  «  pe'  teo- 
remi  CXLIII.  >  e  CXLIV.  fi  avranno  quefte  due  proporzionali- 
Ù>  trafceAdencì: 

^Z.'^a:::±f.Z^{af), 
ma  i  tre  primi  termini  d*  ambedue  quefle  proporzionalità  tra- 
icendenti  lono  tra  loro  eguali  (prefi  col  medefimo  ordine);  a- 
dunque  pei  teorema  CXLII.  anche  i  quarti  termini  di  efle 
ibno  eguali  tra  loro,  cioè  ^  (jiF)zz^(af), 

Similmente  nell'  algoritmo  nuovo  fi  avranno  per  la  definizio- 
ne XLVI.,  e  pe*  teoremi  CXLIII.,  e  CXULV.  quelle  due  prò 
porzionalitk  tralcendenri  : 

— Z .  — /7  :  :  i±/.  i±  ( )  , 
ma  i  tre  primi  termmi  di  quefte  due  proporzionalità  trafcen- 
denti  fono  tra  loro  eguali  (prefi  col  medefimo  ordine);  a- 
dunquc  pel  teorema  CXLII. ,  anche  i  quarti  termini  di  effe 
fono  eguali  tra  loro,  cioè  ;t (w£F) (4/)-  e  quella  è  la 
prova  della  prima  parte* 
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DhmflrM^vm  delU  fieomda  pam» 

Sleno  H--^,  e  -+<7  le  due  grandezze  pofidve  moltiplicandc, 
e  fieno  rti*"»  z^f\^  due  relpcttivc  grandezze  eguali  molti- 
plicanti pofitive,  o  negative; 

Si  avranno  ncU'  algoritmo  comune  per  le  definizioni  XXXVI., 
e  XLV.,  e  pel  teorema  CXLIII.  le  due  infrafcritte  proporzio- 
nalità, che  nel  cafo  del  legno  luperiore  iono  pure^  e  nel  cafo 
del  legno  inferiore  fono  tralcendeiiti; 

H-Z.H-^::itF.=i:(^F), 

-f.Z.-+^::z±/.=t(i»/), 
e  fi  proverà,  come  nella  prima  parte,  che  zi:(^F)z:it 
{af)y  al  qual  effetto  dovrìi  citarfi  non  Iblo  il  teorema  CXLIII^ 
ma  anche  il  teorema  I. 

Similmente  nell'  algoritmo  imm  fi  avranno  per  U  definì* 
zione  XLVL,  e  pe'  teoremi  CXLIII.,  e  CXLIV.  le  due  in* 
frafcritte  proporzionalitk  trafcendenti  : 

— Z.-i--f::=t/.:^(i!/'), 
e  fi  proverli  come  nella  prima  parte  |  che  qp  {AF)ZZ'3^ 
{af).   Il  che  dovea  dimolirarfi* 

.  ,  Teorema  CLlI. 

N^EU*  algoritmo  immmey  e  ncir  algoritmo  «Mtw ,  due  gtw 
dezze  negative,  tra  loro  eguali,  diviie  relpettivamente  per  due 
grandezze  eguali  tra  loro  (  pofitive ,  ovvero  negative  )  danno 
due  quozienti  eguali; 

•  £  due  grandezze  pofitive  tra  loro  eguali ,  divife  refpettiv» 
mente  per  due  grandezze  eguali  tra  loro  (  pofitive  j  owert 
negative)  danno  due  quozienti  eguali. 

OtmoftraT^one  HeUa  prima  parte» 

Siene  '^Ay  —    le  due  grandezze  eguali  negative  dividen*' 
de,  e  ztF,  e  zt/  fieno  le  rei  petti  ve  due  grandezze  eguali  di- 
videnti, pofitive,  ovvero  negative; 
Neil'  aJgoricmo  comune  ^  fi  auno  per  la  definizione  XLVII.  j 

e  pc' 
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Delle  Proporzioni  Geometriche. 
c  pe'  teoFcnrii  CXLVIXi. ,  e  CXLIX.  quelle  due  proporzionali* 
Ù  trafcendenti  : 

(1)  :±F.'^A::rhZ.Z+{A:F) 

(2)  =t/  ^::H-:<..=?(ìì:/), 

e  neir  algoritmo  nuovo  fi  anno  per  la  definizione  XLVIII. ,  c 
ve*  teoremi  CXLIIL,  e  CXLiV.  quede  due  proporzionalitli  tra* 
Scendenti: 

(4)  Z±f*r^a',\^z^.:±{a:f), 

col  mezzo  del  teorema  GXLIL  fi  proverìl  1*  eguaglianza  dei 
quarti  termini  delle  proporzionalitk  trafcendenti  (i),  e  (2), 
cioè  zp(^:jF)z:qh(tf:/)i  ed  anche  l' eguaglianza  dei  quar- 
ti termini  delle  proporzionalità  traicendenci  (3),  e  (4)^  cioè 
:±(^:F)mi:(ir:/);  e  reflex^  dimoftrata  la  prima  parte  del 
teorema  in  ambedue  gli  algoritmi  c»ini»Jir,  e  nuvuo* 

IXmo/lroT^ionc  della  Jeconda  forfè* 

Siena  -4-^/9  e  le  due  grandezze  ^uali  pofitive  divi-  . 
dende  ,  e  fieno  =±F,  e  ^/le  due  recettive  grandezze  e> 

-  guali  dividenti  pofitive 9  ovvero  negative; 

Neir  algoritmo  comune  le  defìnizioni- XXXIX,  e  XLVII. ,  e 
i  tcoitmi  CXLVIIL,  e  CXLIX.  iomminiftrano  le  due  infra- 
fcritte  proporzionalità,  che  fono  pure  nel  calo  del  kgno  fii- 
periore,  e  tralcendenti  nel  cafo  fegno  iiifcfion:. 

(5)  TtF,^A:'.-^Z,'±{A:F)  • 
(  )zt/.  Z .  r±  (//:/) , 

c  neir  algoritmo  nuovo  la  definizione  XLVIII.  >  e  i  teoremi 
CXLVIII.  ,  e  CXLIX*  danno  k  due  proporzionalità  uaiicefr 
4enti,  che  ieguono:  . 

(7)  r±F.-4.^::— Z.::4:(^:F) 

(8)  r±/.-+^::-Z.:;:(^:/); 

e  quindi  mediante  il  teorema  J.,  e  mediante  il  teorema  CXLII. 
fi  moftrerk,  che  fono  eguali  tra  loro  i  quarti  termini  delle  due 
proporzionalità  pure,  o  tralcendenti  (5))  e  cioè  che 

:±{A:F)  =  :±{a:f). 

Similmente  coi  mezzo  del  teorema  CXX.II.  fi  proverà ,  che 

fono 
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fono  eguali  i  quarti  terinini  delk  du9  proporzionalitìi  tralceni» 

denti  (7),  e  (8); 

E  rimane  provata  la  feconda  parte  dei  teorema  ncli'  algo- 
ritmo comune^  e  nell'algoritmo  nuovo. 

Scolio. 

Pongo  i  due  feguenti  teoremi  GLI  IL,  e  CLIV.,  perchè  dclv 
bono  lervire  alla  pruova  dei  due  primi  corollarj  dei  teorema 
CLXIV. ,  e  dei  due  corollarj  del  teorema  CLXV.,  come  pure 
de*  teoremi  CLXXX. ,  e  CLXXXL,  ec. 

Il  teorema  CLIII.  corritponde  agli  articoli  IX.  ,  e  X.  dello 
fcolio  annciro  alla  definizione  XXXVI. ,  e  il  teorema  CLIV.  è 
correlativo  all'  articolo  V.  della  definizione  XXXIX, 

Teorbma  CLIIL 

N  Eir  algoritmo  nuovo  pofto  che  —  Z  efprima  1'  unita  nega^ 
tiva  ,  e  C  ^ualfivoglia  grandezza  ; 

Io  dico,  che  il  prodotto  ^CZ  è  uguale  a  ^Cy 

£  che  il  prodotto  rbZC  è  uguale  a  dbC* 

Dimostrazione. 

iMperciocchè  per  la  definizione  XLVI.  fufliftono  quefle  due 
proporzionalitli  cralcendenti: 

(1)  — 2.:zfcC::— Z.drCZ, 

(2)  ^Z.^ZiiztC.ztZC; 

e  pe'  teoremi  CXXXIL,  e  CXXXVII.  fuflìflono  qiwfte  ahre  due: 

(3)  — Z.stC::— Z.drC, 

(4)  -—Z.— Z::^C.ztC; 

adunque  in  virtù  del  teorema  CXLII. ,  paragonando  le  due 
proporzionalità  trafcendenti  (i),  e  (3),  ii  k  r±CZ  eguale  a 
Z±C^  t  paragonando  le  due  proporzionalità  cralcendenti  (2)9 
e  (4),  fi  k  ^ZC  eguale  a  =fcC. 

Scolio. 

JSJeI  prodotto  CZ,  e  nelle  proporzionalità  trafcendenti  {i\ 
e  (5)  la  Z  deve  effige  omogenea  alia  C; 

Ma 
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Dellb  Proporziovi  Geometriche. 
Ma  nel  prodotto  Z  C ,  e  nelle  proporzionalità  trafcenden- 
ti  (2))  e  (4)  non  è  neQ^Smoy  che  ìsl  Z  omogenea 
&Ua  C. 

Tporbiìa  CLIV. 

N'EH'  algoritmo  nu<yuo  pofto  che  Z  fignificlii  1*  unità  negati- 
va, e  C  qualunque  grandezza  ;  io  dico  ,  che  il  q^uoziente  zdt 
(C:Z)  e  uguale  a  ztC  ;  .  ^ 

Dimostrazione. 

iMperciocchè  per  la  definizione  XLVIIL  fulGfte  quella  prò* 

porzionaliià  tralcendente  : 

-  (i)— Z.itC::— Z.zt(C:Z), 

e  pel  teorema  CXXXII.  luiììfte  quell'altra: 

(2)  — Z.zfcC::— Z.rtC; 
adunque  pel  teorema  CXLIL  =±(C:Z}  è  uguale  a  i±  C.  . 

Scolio. 

Nei  quoziente  (C:Z),  e  nelle  proporzionalità  tfafctndenti 
^  (2)  omogenea  alla  C  • 

Teorema  CLV. 

Neh* algoritmo  comune ^  e  nell'algoritmo  nunvoy  feduégranr 
dezze  politi  ve ,  o  negative  fono,  moltiplicate  per  due  grandez- 
ze tra  loro  eguali  pofitive  >  ovvero  negative  (  che  poisono  e& 
fere  di  fpecie  diveda  dalle  moltiplicate);  io  dico»  che  i  dne 
prodotti  9  che  ne  rilùltanO)  fono  tra  loro  puramente  y  o  tca^ 
fcendentemente ,  come  le  grandezze  moltiplicate. 

db c  =±C  fieno- moltiplicate  per  clue  grandezze  eguali 
inB^  c  co^  (il  legnò  co  fi  aisume  da  me  per  lignificare  la 
liberti  di  prendere  By  t  b  ambedue  pofitivamenu,  o  negati- 
vamente): 

Dee  provarfi,  che  (rt-^X  ^B)  fta  puramente,  o  trafcen- 
dentemente  a  (dbCX'o^),  come  z±^  ita  a  :±  C. 

La  dimoftrazione  di  quefto  teorema  è  fimililiima  alla  dimo- 
ftrazione  del  teorema  LXXII.9  con  quello ^.£he  iii  vece  di  icri^ 

Aaa  verC) 
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vere,  come  ivi,  C,  By  ABy  i  Cb  dovr^  or»  fcrivcrfi 
lelpettivamente: 

:±u^,lt  coB,co^,(zt^X«^^)>c  (l±CX  ^b);  e  di  pià 
in  ordine  ali'  algoritmo  nuovo  in  vece  di  fcrivcrfi  ,  dovrV 
Icriverfi  —  Z;  in  vece, poi  di  citare,  come  ivi  (l  fa.  Ut  dcfi» 
nizione  XXXVI. ,  dovrk  citariì  la  definh^ione  XXXVL ,  mvrv 
la  defimT^tfe  7CLV, ,  oppure  la  definh^om  XLVL  >  Ùoè  tlitce  tre 
Quelle  definizioni  infieme. 

.  CfMtOlLARIO» 

In  ambedue  gli  algoritmi  chhumi»,  e  HMm^  iè  =fe^  •» 
gli  ale,  ovvero  martore ,  o  minore  di  r±C,  anche  il  prodou 
to  (=±^X  eguale^  ovvero  refpettivamcnte  maggio» 

le,  o  minore  del  prodotto  (*±CX  ^b): 

£  veriàp-vice,  ie  (db'^X  ^'^)  iax^  eguale»  ovvero  maggio* 
te,  o  minore,  di  (dkCX  ^b)  anche  AJi  òA  eguale,  ovve» 
ro  refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  rfcC/ 

Tutto  ciò  in  virt&  del  corollario  X.  de*  principi ,  e  del  te» 
iemà  CXU. 

Quefto  corollario  compiendc  nella  fiia  miiveiialiÀ  il  teore^ 
ma  GLI. 

Teorema  CLVL 

jN^  £ll**algorìtmo  commmy  e  neii'  algoritmo  nuovo  ^  iè  due  gfan* 
dezae  eguali  poiìtive ,  o  native  fono  moltiplicate  per  due 
grandezze  tra  loro  omogenee ,  pofitive  ,  o  negative ,  cioè  una 
delle  eguali  per  una  delle  omogenee,  e  1'  altra  delie  eguali  per 
r  altra  delle  omogenee  ;  io  dico  »  che  i  due  prodotti ,  che  ne 
riiultano  ,  fono  tre  loro  puramente,  o  trafcendentemente  co» 
me  le  grandezze  moltiplicanti,  che  poflbno  eflere  di  fpecift  4^ 
verfa  dalle  moltiplicate. 

Le  due  grandezze  eguali  c^B,  e  ^b  fieno  moltiplicate  per 
db  >^ ,  e  C  tra  loro  omogenee  ,  cioè  co  B  per  zt  ,  ^b 
per  z±C,  dee  provarfi  ,  che  (  ^BY^zìiA)  fta  puramente»  o 
tralcendentemente  a  (  ^by^ztC)  ^  come  ztA  2^.  rtC. 

dimoilrazione  di  quello  teorema  è  a£^tto  fimile  alla  di« 

'fflO- 
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moftrazione  dei  teocema  LXXIII.  j  con  quefto  che  io  vece  di 
fcrìveie,  come  ivi,  Ay  C,  By  by  BAy  e  be^  dovri  fcrìverfi 
refpettivamente  :±-<f,  dbC,  «oS,       y  (  c^J5X=tif,  c 

£  di  pth  in  ocduie  all'algnìtao  in  cambio  di  icrìve» 
"»  H-Z  dovA  icrìverfi  — Z.   

In  hiogo  poi  di  citate,  àmie  ivi  fi  ia,  la  definizione  XXXVI^ 
dovrk  citarfi  o  la  éwfiimòom,  XXXVL^  p  ia  ét^hqoitf  XLV.y  •* 
h  depmzkmlCiyi^  cioè  tntie  tre  quefte  defimzioni  unitamente. 

E  in  fine  in  vece  di  citare  il  corollario  VIIL  de*  prìncip;  t 
fi  citei^  il  corùllénrio  VIIL  de  principe  y  «vtifrv  il  tmtmé  XÙ»  f 
cioè  tutte  quelle  propofizioni  infieme* 

Corollario. 

In.  ambedue  gli  algoritmi  cmmtm  j  e  nuvooy  (è  z±A  fai^  c« 
guale,  ovvero  maggiore,  o  minore  di  dbC,  anche  il  prodot- 
to (^^B){z±A)  farli  eguale  ,  ovvero*  rerpettivamente  màggie^ 
re,  0  minore  del  prodotto  (  c^^X^^)** 

£  verfa-vice,  fé  (  ^JBXdb^)  iax)i  eguale,  ovvero  maggi^ 
t^y  o  minore  di  (  ^^X=tC),  anche  farà  eguale,  ov- 
vero refpettivamente  maggiore,  o  minore  di  z±C:  tutto  que* 
fio  in  virtù  del  corollario  X.  de'  principj ,  ovvero  del  teorema 
CXLI. 

Anche  quello  corollario  comprende  nella,  fìu.  uniyeriaUtk  il 
teorema  CLL 

m 

TioaBMA  CtVlI. 

S  Alve  le  fignificazioni  efpofte  nei  due  precedenti  teoremi  CLV^, 
e  CLVI.,  io  dico,  che  nell'algoritmo  comune^  e  ne U' algoritmo 
muovo  lulTiftono  le  due  infralcritte  proporzionalità: 

(1)  (zt^X  «o5)  fta  trafccndcntcmcntc  a  (h;CX  «^<B)f 
come  ztA  t^di  3L  Z^C: 

(2)  (  Oì^Xzt^)  fta  trafccndentemente  a  (  tiBX=?C), 
come  ztA  iU  a  hkC.  •  • 
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pEr  provare  la  (uflìftenza  delle  proporzionalità  trafcendentì 
(  I  ) ,  e  (  2),  fi  rifletta ,  che  i  due  primi  termini  di  ciafcuna. 
è  in  iftato  analogo  rìfpecto  ai  due  ultimi'  in  virtù  de*  teoremi 
CXLIII,  e  CXLIV.; 

£  che  confiderando,  come  pofirìvì  tutti  i  termini  delle  .pro> 
porzìonaliià  trafcendenti  fi),  e  (a)  fi  anno  relpettivamente 
quefte  due  proporzionali»  pure  tanto  neli*  algoritmo  comune 
c|uanto  neli*  algoritmo  stmvoi  - 

t  ciò  pe'  teoremi  CLV.,  e  CLVI.;  adunque  pel  corollario  IV. 
della  definizione  XLIV.  fuflìdono  le  proporzionalità  trafctnden- 
tt  (i),  e  (2),   li  che  dovea  dimoftrarfi. 

Teorema  CLVIII. 

JN^Eir  algoritmo  comune y  e  neli'  algoritmo  nmwj  fieno  i±F, 
e  ztG  due  grandezze  omogenee  tra  loro ,  ambedue  infieme 
pofitive ,  o  ambedue  iiifieme  negative ,  e  fieno  rt/,  e 
due  altre  grandezze  omogenee  tra  loro ,  ambedue  rcfpcttiv*. 
mente  pofitive  ,  o  ambedue  refpettivamente  negative  (  poten- 
do però  clTerc  di  fpecie  diverfa  le  due  feconde  dalle  due  prime  ); 

Su  ili -oltre  mac^giore,  ovvero  minore  di  i±G,  e  iìa 

Zt/  mdgp,iore,  ovvero  relpettivamente  minore  di  rt.'j; 

lo  dico  primieramente,  che  il  prodotto  (rt^X— /)  ^ 
maggiore,  ovvero  relpettivamente  minore  dei  prodotto  {ztG 

Io  dico  fecondariamente  ,  che  il  prodotto  (ztf)(':±F  )  e 
maggiore,  ovvero  relpettivamente  mmore  del  prodotto  (zt^ 

La  dimoftrazione  di  ambedue  le  parti  di  quefto  teorema  è 
intieramente  fimiie  alla  dimollrazionc  delle  due  parti  del  teo- 
rema LXXIV.  ;  ma  in  vece  di  citare  il  corollario  del  teorema 
XXXII.,  dee  citarfi  il  corollario  del  teorema  CLV.,  come  pu- 
re in  luogo  di  fcrivere  F,  G ,  /,  gy  dovr^  Icriverfi  relpetti- 
vamente zi:fyZt>GyztfyZÌ:^y  anche  ne' prodotti •  Teo- 
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N  £ir  algoritmo  fomune  ^  e  nell*  algoritmo  nmv9 ,  fieno  due 
prodotti,  V.  g.  {z±EXz±FXz±Gy  ce),  e  (=±^?X=t/X 
Z±g  )  ec.  )  formati  di  qualsivoglia  numeiio  di  grandezze  tujxc. 
poutive,  o  tutte  negative  (purché  tante  fieno  le  grandezee», 
che  fonjaano  il  primo  prodotto,  quante  (bno  quelle,  che  fot^ 
mano  il  fecondo;; 

E.  le  grandezze  ztE^Fz±G^  ec,  delle  quali  è  formato 
il  primo  prodotto,  fieno  eguali,  ovvero  maggiori,  o  minori 
delie  corri! pendenti  grandezze,  delle  quali  è  formato  il  iècon^ 
do,  cioè  della  db^zt/^j^-,  ec.  ordinatamente  prefe;  . 

Io  dico,  che  il  primo  de  luddetti  prodotti  è  uguale,  ovve- 
ro relpettivamente  maggiore,  o  minore  del  fecondo. 

La  dimoilrazione  di  qucAo  teorema  è  fimile  af&tto  aQa 
dimoilrazione  dei  teorema  LXX  I. ,  purché  in  ella,  e  nello 
fcolio ,  che  la  precede,  in  vece  di  £\  F,  G,  tf,  /,  gt  fcri- 
vafi  relpettivamente :±J£,  z±Fy  itG,  ztcy  dt/j  itj» 
che  ne'  prodotti. 

E  purché  nella  mcdcfima  diiiìoRrazione  in  vece  di  citare  la 
definizione  yXXVI.,  e  i' articolo 4eito- dello  Icolio,  che  gli  è  an-  ""^ 
ncdb,  lì  citino  unitamente  la  definizione  XXXVI.,  l'articolo  VII, 
delio  Icolio,  che  g!i  e  annefib,  c  le  definizioni  XLV.,  c  XLVI.; 

E  finalmente  purché  in  vece  di  citare  il  corollario  del  teo- 
rema LXXII. ,  il  corollario  del  teorema  LXXIII.,  e  il  teore- 
ma LXXIV.,  fi  citino  rei}  cttivamente  il  corollario  del  teore- 
ma CLV.,  il  coroii.  del  teorema  CLVL,  e  il  teorema  CLVIII. 

Corollario  L  • - 

Eir  algoritmo  comune^  e  nell'algoritmo  nuovo  ^  fe  qiialfivo- 
glia  grandezza  i±£  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  minore 
di  quaifivoglia  grandezza  z±f ,  anche  qualfilìa  dignità  di  z±E 
lar^  eguale 9 •  ovvero  relpettivamente  maggiore,  o.  minore  di 
umt  dignità  fimile  dì         .  .  ; 
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Corollario  IL 

N^Ell'  algoritmo  comune y  e  nelf  algoritmo  nuovo  ^  fe  una  gran* 
dezza  pofitiva,  o  negativa  lark  eguale,  ovvero  maggiore,  o 
minore  d'  un'  altra  grandezza  pofitiva ,  o  refpcttivamente  ne- 
gativa ,  la  radice  di  qualunque  grandezza  della  prima  farii 
eguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  della  ra* 
dice  fimile  della  leconda. 

La  dimoftrazione  di  queflo  corollario  è  fimile  intieramente 
alla  dimodrazione  del  corollario  II.  del  teorema  LXXVI.,  pur- 
ché in  cambio  di  £,  e  di  (e)  fcrivaii  refpettivamente  z±£> 
e  :±  r }  anche  ne'  prodotti . 

Tborbma  CLX*  / 

^£11*  algoritmo  nmvo^  fe  due  grandezze  fono  omogenee,  p 
F  unit^  negMtivs  ajjunta  è  la  meaefima  ; 

Io  dico,  che  il  prodotto  della  prima  grandezza  moltiplica- 
ta per  la  feconda ,  è  uguale  al  prodotto  della  feconda  gran* 
dezza  moltiplicata  per  la  prima. 

La  dimoftrazione  di  quefto  teorema  è  fimilifiima  alla  dimo» 
frazione  del  teorema  LXXIX.,  purché  in  vece  di  citare  la  de» 
finizione  XXX VI.,  e  il  teorema  L,  fi  citino  refpettivamente 
la  definizione  XLVL,  e  il  teorema  CXLIL  ; 

£  in  vece  di  icrivere  H-Z,  H^iMN,  HrNM  re^ 
ipettivamente         ^MNy  — NJIf. 

T.BO&^MA  CLXI, 

N£ll*al^<mtQio  nmnf  A  è  uguale  al. quoziente  -f(^JI):jB> 
e  al  quoziente  ^{BAy,B, 
Quefto  teorema  a  relazione  al  teorema  CL 

D'tmojìr n'itone  della  frinta  parie» 

p£r  la  definisone  XLVL ,  e  pel  teorema  CXLIV.  fi  k  que^ 
fta  proporzionalità  trafcendente:  * 
— Z. -4- y^:  :rt  JB.3f    B  ; 

ma  per  la  definizione  XLVIII.,  e  pel  teorema  CXLVIII.  fi  k 
qucff  altra  pioporzionalità  trafcendente: 
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adunque  per  la  terzà  parte  del  teorema  CXXXV. 

— Z.-H^::  — Z.-f.(v^JB):B; 
a  quindi  pel  teorema  CXLI.  Az=.{AB)'.B. 

£  quella  è  la  prova  della  prima  parte.  ^ 

mmoJlf0ZÌ9m  Ma  finnds  péne* 

pEr  la  definizione  XLVI.,  e  pel  teor^m^  CXLIV,  fufliile  qu> 
fta  proporzionalità  trafcendente  : 

—Z.:±S::'-^A.=^BAy 
doè  pemmfémdo 

Per  k  definizione  XLVIIL  ^  e  pel  tcofwa  ÉXLVIII.  fi  \ 
quell'altra  proporzionaliÀ  trafcendente t 

Z±B.:s^BAii^Z.^(BA)xB; 
laonde  per  la  terza  parte  del  teofema  CXXXV* 

a  confeguentementc  pel  teorema  CXLi; 

Azz{BA):B. 

£  qnefta  è  la  prova  della  feconda  parte  . 

S  C  O  L  I 

Qui  anno  luogo  riflelHoni  fimìM  a  quelle ,  clia  fi  coQteflh 
gono>  nello  fcolio-  annelFo  al  teorema  CI*  * 

Corollario* 

£Ssendofi  dìmoflrato ,  che  nell'  algoritmo  ^(AB):B 
e  -^{B  A)  :Bzz  Ay  ne  fegue  evidentemente,  che  niÙ* 
algoritmo  muivo  '^{AB):B=i'^Ay  e  —{BA)iBzz^Jtm 

Scolio. 

Slmilmente  efTendofi  dimoftrato  neL teorema  CI.,  che  ncU* 
algoritmo  comune      {AB).B:=:A ,  e  ^(BA):B=:Ay  tifi 
fegue,  che  nell'algoritmo  commnc  '^(AB)\BzZ'^Ay  e 
iBA):B  =  ^A.  •  \ 

Tbo- 
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•   Teorema- CL.XIL 

N  Eli*  algoritmo  nuovo  i  due  quozienti  —  (-<fC)  :(  JiC)^  c 
lono  eguali. 
Quello  teoreou  ìi  relazione  al  teorema  CXII. 

Dimostrazione. 

Pei  teorema  CLV.  fi  k  quefta  proporzionalitk: 

BC,AC::B.A;  ' 
ma  per  la  definizione  XLVIII.,  e  pel  teorema  CXLIX.  abbia- 
mo quelle  due  proporzionalità  tralccndenti : 

-+5C.-H^C::  — Z.  — (^C):(jBC), 

H-J5.-+^::  — Z.— 
le  quali  tralpofte  danno  refpcttivahiente 
Z.  — (^C):(BC)::-i-5C.-t.^C, 

— Z. — \A\B)\'.'¥B,'^A; 
Adunque  confiderando  le  grandezze  ^^BC  ^  ^-^  ACy 
^Ay  — Z,  — (^C):(BC),  — Z,  — refpettiP 
vanente  come  prima,  feconda,  terza,  quarta,  quinta  %  lèfta, 
fettima ,  e  ottava  grandezza ,  avremo  pel  teorema  CXXXIV» 
r  infrafcritta  proporzionalità  tiafccndente: 

^Z.^{AC).{BC):\  —  Z.—  {A:B), 
é  quindi  pel  teorema  CXLL     (^C):(BC)  é  uguale  a  — • 
(^:B).   Il  che  dovca  diroodraiìiì. 

•  Scolio.- 

'OEbbono  qui  farfi  rìfleflbni  fimigltanti  a  quelle  dello  fcolio 
anneifi)  alla  prima  dimoftraziòne  del  teorema  OCII.        >  • 

Corolla  rio." 

Poiché  fi  è  dimoftrato ,  che  neir  algoritmo  nuovo  k  —  (./fC): 
(BC)  eguale  a  — {A-.B):  eglièvifibile,  che  nell'algoritmo. 
nmnù  h-(^):(BC;  è  uguale  a  ^{AiB)^ 

'Scolio. 

PArimente  eflèndofi  dimoftrato  nei  teocema  CXII»,  che  nelL* 

algo* 
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algoritmo  cemune  ^{AC):{BC)  è  uguale  a  ,  è  ciua- 

ro,  che  nell'  algoritmo  comune  — (^C):(J3C)  c  uguale  a 

Tborbma  CLXIIL 

^  £ir  algoritmo  imm  i  dne  quozienti  (C^):(CA), 
(wf:-B)  lono  eguali. 

Quello  teorema,  clie)L  iduioiic  al  teorema  CXIII.,  il  pio» 
va  con  mia  dimofoazione  fimiliffima  a  quella  del  teorema  an* 
tecedeiìte  >  purché  in  luogo  del  teorema  CLV. ,  ivi  citato  ,  ù, 
citi  il  teorema  CLVL 

Corollario. 

NeIT  algoritmo  imm»  eflèndo  ~(C^):(CB)  eguale  a  « 
{A\B)j  laià  ancora  ^{CA):{CB)  eguale  a  ^{AiB). 

Scolio. 

» 

N^U'  algoritmo  eanmm  avendoli  pel  teorema  CXIII.  H-(Cif) 
:CB)  eguale  a  -^(AiB)^  fi  avi^  eziandio  ~(Cì#):(CB)  egna* 
ka— (^:^). 

Tborbma  CLXIV. 

I.  £11*  algoritmo  cornimi  il  quoziente  ^^AiB  moltiplicato 
pel  quoziente  -^FiG  è  uguale  a  ):(jBG) . 

IL  Nell'algoritmo  nuovo  il  quoziente  z^{A:B)  moltiplica* 
to  pel  quoziente  Z^{FiG)  è  uguale  a  -4-(^):(BG). 

in.  £  il  quoziente  Hk(^:B)  moltiplicato  pel  quoosiente 
:±(JF:G)  è  uguale  —(^):(BG). 

JXmofiroT^one  Mia  prima  parte, 

Psr  la  definizione  XXXIX.  fi  anno  quefte  due  proporzionali- 
tà pure: 

-+.G.H-F::-+Z.-+.(V:G); 
e  pel  corollario  Vili,  del  teorema  LXXXIII,  fi  ottiene 
T¥BG.ri'AF:'.ZZ.r*'iA:B)(F:G); 

Bbb  ma 
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ma  per  la  definiadooe  XXXHL  fuMt  quefta  pioponiaBiliA 
pura  :  .  • 

c  per  r  articolo  XL  dello  fcolìo  anneflb  aUa  definizbne  XXXVI. 
ZZ  è  uguale  a  Z;  adunque  i  tre  primi  termini  delle  due  ul- 
time préporaionalitlk  -fono  ^uaii  tia  loro  ordinatamente  prefi, 
e  conlèguehtemente  pel  teorema  XLII.  anche  gli  ultimi  termi* 
ni,  cioè  H-(-^:B)(F:G),  e  -+(^F)L(flG)  émoutn  lorq 
eguali  •  £  quella  è  la  prova  delia  pcàma  parte  • . 

Scolio. 

Il  quoziente  FiG  potrebbe  prenderfi  con  un*  altra  unit^  di- 
vefla  daUa  colla  quale  fi  è  prefo  in  quella  dimodrazione  V 
akro  quoziente  A:B;  anzi  T altra  uaitk  potrebbe  non  edere  omo* 

fenea  alia  Z ,  fenza  pregiudicare  alla  prova  della  prima  parte 
i  quefto  teorema  )  purché  fi  faceffe  ufo  di  un  metodo  non 
differente  da  quello  »  con  cui  dimollierò  il  teorema  inferto  nel- 
lo fcolio  anneflb  al  corollario  del  teorema  CLXXXL^  al  quale 
rimetto  il  perito  lettore. 

Una  fomigiiante  olTervazione  valer  dovrebbe  ,  quando  aveffe 
a  dimoflrarfi  coi  foli  principj  dell'  algoritmo  nuovo  una  propoli- 
aione  conlimile  alla  prima  parte  del  teorema  prefente. 

DimoflroT^one  detta  Jèttmda^  e  fen^  parte. 

1?Et  la  definizione  XLV'^I.  dee  provarli  la  iìilEllenza  di.  que- 
lle due  proporzionalità  trafccndenti:  :  ' 

(1)  — Z.z±(^:B):::^(F:G).H-(^F):(J5G);   !  .  •  • 

(2)  — Z.zt:(^:£)::z+:(i^:G).  — (^F):(5G);  ' 

ì  primi  due  termini  di  ambedue  quefte  proporzionalità  fono  in 
iflafo  an^ilogo  rilpctto  ai  due  ultimi;  e  i  quattro  termini  di  eia- 
fcuna  di  effe  ,  confiderati  tutti  come  po/itivi ,  fanno  una  pro- 
porzionalità pura  per  la  definizione  XXXVI. ,  e  per  la  prima 
parte  di  quello  teorema;  adunque  pel  corollario  IV^  della  defi- 
nizione XLIV.  fulfiftono  le  proporzionalità  tralcendenti  (  i  ) , 
e  (2);  e  quella  è  la  prova  della  feconda ^  e  della  terza  pajrce* 
Il  che  dovea  dimoIlr4rli.« 

Sco- 
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Scoli  o« 

I.  L  A  prima  parte  di  que(b  teorema  non  diiferifce  dal  teore- 
ma CXV. 

II.  Con  maniera  fimile  a  quella  ^  che  fi  è  tenuta  per  dimo- 
firare  la  feconda,  e  li  terza  parte  di  quefto  teorema, -fi. dìmo* 
ilreiÀ  per  1*  algoritmo  tmm»  Ja  fuflifienza  di  quefte  due  prò* 
Bortionalitli  craicendcnti': 

-l-Z.--.(wf:B)::— (F:G;.-|.r^):(£G). 

III.  E  fe  ne  deduranno  pd  meaefimo  algoritmo  emmae  clii* 
quc  corollari  fimili  ai  cinque  corollarj  feguenti. 

IV*  Al  corollario  poi ,  che  corrifpondork  all'  infhdcritto  co« 
rollario  I» ,  fi  uniik  uno  iccdio  umigliante  a  quello  »  ch« 
da  anneflb  al  medefimo  infirafcritto  cofwlario  I.  •  BafieÀ  agi* 
intendenti,  che  io  abbia  accennato  tutto  quello,  fenxa  che  iò 
mi  .difibnda  ad  efporlo  pià  difiintamente. 

Corollario  L 

Poiché  neir  algoritmo  nuotjo  fi  anno  quede  equazioni: 

(2)  :±{A:B)Xzt{F:G):^—{jiF).iÌBG); 

k  ^G  è  uguale  ali'  unitk  negativa  —  Z,  cioè  fe  h-G  è  lu 
guale  a  -^Z,  l'equazione  (i)»  e  (z)  fomminiifatranno  re* 
Attivamente  quelle  altre: 

(3)  =!:(^:B)X=?:(F:Z)=^(^F):(BZ), 

(4)  =t(^:B)X=±(F:Z)=— (^F):(BZ), 

mentre  in  virtù  dei  teoremi  CXLVIII.,  c  CXLHI.  (iccome  F 
divilà  per  — G  da  il  quoziente  -+(F:G)  ,  cosi  F  divila  per 

—  Z  dk  il  quoziente  -+(F:Z);  e  ficcome  B  moltiplicata  per 

—  G  dU  il  prodotto  r^BG^  così  B  moltiplicata  per  —  Z  dlt 
il  prodotto  H-  B  Z  . 

Ma  efsendo  pc*  teoremi  CLIV.,  e  CLIII  (F:Z)  eguale  ad 
F,  e  BZ  eguale  a  5,  egli  è  vifibile ,  che  T  equazioni 
e  (4)  equivagliono  relpettivamente  ai  due  feguenti: 

Hb(^:B)X=fF  =  -^(^F):B, 

:±(A:B)){ztFzz^ijiF):B.  Sco. 
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Scolio. 

Se  la  F  non  fotte  omogenM.aUf  allon  fi  ctmlRàtriy  che 
nell* algorìtmo  mmv»  fi  anno  ancora  quefte  du^  equazioni: 

il  che  fi  prova  così  : 

Le  due  infrafcrìtte  proporzionalitk  trafcendenti  fillsifliono  im 
vigore  del  corollario  IV,  della  definizione  XLIV.- 

— Z.=fc(^:S)::=;:F.H-(F^):B, 

— Z.=t(-^:5)::rtJF.— 
perchè  i  due  primi  termini  di  cuTcuna  di  else  fono  in  iilatd 
smatogp  rifpetto  ai  due  ultimi  ^  e  confiderando  tutti  i  loro  ter* 
mini  come  pojitìvi^  ne  rifulta  quefla  proporzionalità  pura: 

la  quale  è  rufsillente  in  virtù  della  definizione  XXXVI.,  e  dei 
teorema  CVIII.  ; 

Adunque  per  la  definizione  XLVI.  fuisiftono  eziandio  Fe- 

quazioni  (  5  ),  e  (^). 

Quefto  primo  corollario  corrifponde  al  teorema  CVIIIf,  e  il 
fecondo  corollario  leguente  al  teorema  CiX. 

Corollario  IL 

Se  poi  —-5  è  uguale  all'  unitk  negativa  — Z,  cioè  fe  -+B 
è  uguale  a  -+Z,  l'equazioni  (  i  ),  e  (2),  regifìrate  nel  pri- 
mo corollario,  daranno  relpcttivamente  queUe  altre:  • 

(7)  =±(^:Z)X=ì:(^':G)=-h(^F):(ZG),  • 
'  (8)  =t(^:Z)Xd;(i=':C)=— (^f):(ZG), 
perchè  a  tenore  dei  teoremi  CXLVIII.,  e  CXLIII,,  contorme 
^divifaper  —  B  è  (-4-^:5),  cosi  ^  divila  per — Z  è  (y^:Z), 
c  conforme  — B  moltiplicato  per  G  è  H-BG,  cosi  — Z  mol- 
tiplicato per  G  è  -4-ZG. 

Ma  eflfendo  pe'  teoremi  CLIV. ,  e  CLIII.  A:Z  eguale  ad 
e  ZG  eguale  a  G,  è  chiaro,  che  l'equazioni  (7),  e  (8) 
fomminidreranno  rel'pettivamente  qued'  altre  due  neìl'  algorìt- 
'  mo  nuovo: 
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Corollario  III* 

NEiralsorìtmo  jwov»  il  prodotto  di  molti  quozienti  (A:B)y 

ÌFzG)jrH:l)y  ec,  e' quali  ila  affiflb  fuaimiqw  fegm^  è  ugua^ 
;  .al  pródocto  di  tutte  le  dividende  jìFHj  te»  óìvitó  pel  pn^ 
dotta  di  tutte  le  dividenti  BGIy  ec.  con  quello,  che  al  nuovo 
quoziente  {AFH^  ec.):(BG/,  ec.)  deve  affiggerà  il  fegno^ 
che  efiggono  la  feconda,  e  terza  parte  di  quello  teorema,  v.  g. 
U  prodotto  de'  tre  quozienti  {^AiB)^  ^^F:G)y 
è  uguale  a  -^{AF H)\{BGI); 

fSerchè  per  la  feconda  parte  del  prefente  teorema  fi  Ìl  que- 
fi*  equazione  : 

{^A:B)%{^F:G)-{^AF)x{BG); 
E  pel  teorema  GLI.,  e  per  la  terza  pane  del  teorema  pre- 
fente moltiplicando  1'  uno  ,  e  1'  altro  membro  deli'  equazione 
fuddetta  per  — f-H:/,  fi  a  quell'altra  equazione: 

{^A.B){^F  ■.G){H'.I)z:i^{AFH)'.{BGl), 
'  Qiìcft'  elempio  h  iufficiente  a  far  comprendere  U  verità  del 
preientc  corollario. 

COIIOLLAILIO  IV. 

Eir  algoritmo  nuovo  fi  a  quefla  equazione: 
.    {i)  {:±A'.B){ztA:B)=L{'^AA):{BB); 
e  CIÒ  per  la  terza  parte  di  quelto  teorema. 

Ciò  pollo  moltiplicando  l'equazione  (i)  per  (i±^:B),  fi 
\  pel  teorema  CLI. ,  e  per  la  leconda  >  e  terza  parte  di  quo» 
ilo  teorema  l'altra  equazione,  che  fegue: 

(  2  )  {:±A:B  )(:±A:  E)  (  ztA:  B  )  '=.{'±AAA)  : 
e  di  nuovo  moltiplicando  l'equazione  (2)  per  (=t^:B)),  fi 
\  quefta  terza  equazione  (i±^:B)(=t^:B)(rtif  :jB}(:±^:B) 
SZ'^{AAAA)  :{BBBB);  e  ciò  per  la  terza  parte  di  quello 
teorema» 

<^uefto  baila  a  far  conofcere: 
Primo  )  che  qualfivoglia  quoziente  zìi^'B  pofithoj  o  ncgmi' 
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rìvoy  ftlzBto  a  qualunque  dignità  di  grado  party  è  uguale  al 
quoziente  )  che  k  per  dividenda  la  dignith  /imile  di  ^prefa  pò- 
e  per  dividente  la  dignità  Jsmìle  di  B  prefa  fo/n 
ìivamenUy  ma  quefto  fecondo  quoziente  dee  iempre  aver  .af- 

fifso  il  fegno 

Secondo I  che  qualunque  quoziente  dt^-B  pofifivo ,  .owe- 
fo  negsrivo ,  alzato  a  qualfivoglia  dignità  di  grado  hmpm ,  è 
uguale  ad  un  altro  quoziente  pojirìvo ,  ovvero  refpettivamente 
negafhjùy  che  à  per  dividenda  la  dignità  fim'tle  di  A  preia  p(h 
f$tivamen$9y  e  per  dividente  la  dignità  JimUc  di  B  pie£i  fofr 

Cobol  LA  fi  IO  Vt 

Neh*  algoritmo  nuovo  per  eftrarre  da  quaKivopIia  quoziente 
negativo y  v.  g.  da  —  qualunque  radice  d  un  grado  pa^ 

riy  fi  prendano  pojitìvamente  la  radice  fimile  e  della  dividenda 
e  la  radice  fimile  della  dividente       e  il  quoziente  -+(^:^) 
fark  la  radice  richiefta  di  grado  pari  del  quoziente  — (A:B), 

Per  eftrarre  dal  quoziente  z±(A:B)  la  radice  di  qualunque 
grado  impari ,  fi  prendano  pofttivamente  la  radice  fimile  e  del- 
la dividenda  A y  c  la.  radice  fimile  d  della  dividente  B,  e  il 
V  quoziente  -^{c.d)  lark  la  radice  richiefta  di  grado  impari  di 
^{A:B)y  come  pure  il  quoziente  — larà  U  radice  ri- 
chiefta di  grado  impari  di  — 

V,  g,  per  eftrarre  la  radice  quarta  da  -^{A'.B)  è  chiaro 
pel  corollario  IV.,  che  il  quoziente  moltiplicato  tre 

volte  per  le  ftefso  produrrà  (aaaa):(i?M)  ^  ma  per  la  defini- 
zione XLIX.  -^aaaa  è  lo  ftefso >  che.-*^,  cioè  aaaa  è  lo  ftef- 
Ib)  che  Ay  come  pure  ^bbbb  è  lo  ftefso  >  che  -^B,  cioè  bbbh 
è  lo  ftefso 9  ohtB;  adunque  per  l'allegata  definizione  i±(tf:^) 
i  la  radice  quaru  di  '^{Mmia):{bbbb)y  vale  a  dire  di 

Siikiihnelìte  per  eftrarre  la  nùlice  t^rza  da  zt^^'B)  è  ma* 
nifello  pel  corollario  IV.,  che  il  quoziente  z±{c:d)  moltipli-  - 
cato  due  volte  per  fé  ftefso  produrci  :±(ccc):{ddd);  ed  elsen« 
do  per  la.  definizione  XLIX  zt{ccc)  lo  ftefso  che  zt-^  y  cioè 
€tc  h  fidso  /  che      come  pure  dtM  lo  ileiso ,  che 


« 
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cioè  ddd  lo  ftelso  ,  che  B ,  ne  fcgue  per  la  mcdcfima  defini- 
zione, che  zt{c:d)  è  la  radice  terza  di  z^{^ccc):{^iidd)y  vale 
a  dire  di  Tt(A:B). 

Baflano  quelli  due  efempj  per  la  piena  intelligenza  del  co* 
follarlo  prelente. 

Tborbma  CLXV. 

I.  ^£11*  algoritmo  tamune  il  quoziente  A\B  divifo  pel  quo* 
ziente  F:G  è  uguale  ad  (^G):(Bf). 

IL  Neil*  algoritmo  «wt»  il  quoziente  :±,{^A\B)  divifo  pel 
quoziente  ^(F:G)  è  uguale  ad  h*(^G):(BF). 

IIL  £  il  quoziente  z±(^:£)  divifo  pel  quoziente 
k  uguale  a  ^{AG)\{BF)\ 

Dimoflra^onc  della  prima  parte* 

p£r  la  definizione  XXXIX.  fi  anno  quefte  due  proporzionali- 
tà pure:  ' 

(1)  B.AiiZ.{A\B)y 
G.F::2.(F:G), 

e  convertendo  -  • 

(2)  F.G::(F:G).Z, 

dai  termini  delle  proporzionalità  (i),  e  (a)  moltiplicate  p6f 
ordine  tra  loro  nalce  queft*alt»  pel  corollario  Vili*  del  teo- 
rema LXXXIII. 

cioè  in  vigore  degli  articoli  IX»9  e  X.  dello  fcolio  anneiso  al« 

la  definizione  XXXVI. 

BF.AG::{FG).(A:B);  .  . 

ma  per  la  definizione  XXXIX.,  e  frafpotundè 

Z.CAG):(BF)^:BF.AG'^  e 

Z.(A:Bj:{F:G)::{F:G).(A:B);  '  - 

adunque  pel  corollario  XII.  de' principj 

Z,{AG):(BF)::Z,{A:B):{F:G);  ^ 
e  quindi  pel  corollario  XXI.  de'  principj  {A:B):(F:G)  è  u» 
guaie  ad  {jK:):(^BF):  e  quella  è  la  prova  della  prima  pane. 


< 
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Dimoftrazjjtme  della  feconda y  e  tersf^  forte» 

£)£e  provarfi  la  ftt(siileiiza  di  <^ue(te  due  propoizbiulid^  trv 
fcendenti:  ^ 

(i)  db(F:G).=F(^:B)::--Z.-#.(ufG):(BF), 
{^)  zt{F:G).ztl^:B)::^Z.—{jiG):{BF)y 
i  due  primi  termini  d*  ambedue  quefte  proporzionaUdt»  fono 
in  t^af  mudogù  rìfpetto  ai  due  uuimi,  e  i  quattro  termini 
di  ciafcuna  di  eflè  proporsionalitk  confideiati ,  come J^fi**^ 
coftituifcono  una  proponionalitli  pura  per  la  definizione  XXXIX.) 
e  per  la  prima  parte  di  quefto  teorema  ;  adunque  pel  corol- 
lario IV.  della  definizione  XLIV.  fuisidono  le  proporzionalitìi 
trafcendenti  (i))e(a).  £  quella  è  la  prova  delia- iecoOf- 
da,  e  terza  parte* 

Scolio. 

I-  La  prima  parte  di  quello  teorema  non  difierifce  dal  teo- 
rema CXVI. 

II.  Tenendo  una  maniera  finiile  a  quella.,  con  cui  11  è  di- 
mollrata  la  feconda,  e  terza  parte  di  quello  teorema,  fi  di> 
xnoflrerk  per  T  algoritmo  comune  la  Aiisillenza  di  .quelle  due 
proporzionaiiù  tralcendenti  : 

:G).=±(^:B)::h-Z.  — (>^G):(5F), 

— (f  :g)  {AiB)::^Z.^{AG).{BF). 

CoROLLaaio  L 

G'I'^c^l^^  "^11*  algoritmo  nuovo  fi  anno  quefle  equazioni: 

(1)  zt{A:By^{F:G)-^{AG):{BF)y 

(2)  =h(^:B):db(FC)  =  — (./^:G):(fiF), 

fe  —  G  è  uguale  air  unitk  negativa  —  Z  vale  a  dire  fe  G  è  n- 
guale  a  Z,  lara  {f iG)'Z^{F :Z)'i  e  pel  teorema  CLIV.,  fa- 
r^  F  :  Z  eguale  ad  Fy  larà  m  oltre  AGZZ.  AZ  ^  e  pel  teore- 
ma CLIII.  lark  AZ  eguale  ad  A^  laonde  1*  equazioni  (  ^  )> 
e  (a)  daranno  refpettivamente  : 

zt(A:B):{z^n-'^^'{BF), 

ZtÌA\By\ztF)zz^A:(BF). 

Sco- 
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/  Il-  '  ••» 

•  .Scotio, 

■Quando  la  A  non  è  omogenea  alla  F,  allora  dee  rifletterfi, 
che  nèir  algoritmo  nuovo  fi  anno  ancora  quelle  due  e<^uazioni:^ 

{^)  '±{A:B):F-=idtA:{FB);  '  ■■  » 
e  ciò  fi  prova  nella  leguente  maniera  * 

Le  in  frale  ritte  due  proporzionalità  trafcendenti  fufliilono  pel 
corollario  IV.  della  definizione  XLIV.  »  ' 

=tF.H-(^:5)::— .Z.=;:^:(FB), 

^F'.-±{A:B)::  —  Z,Z^A:{fb);  . 
attefochè  ì  due  primi  termini  di  ciafcuna  di  effe  fono  in  illa- 
to analogo  rifpetto  ai  due  ultimi  ,  e  confiderando  tutti  i  loro 
termini  come  pojitivi ,  ne  rifuita  ^uefta  proporzionalità  pura: 

F  AA:B)  :  :Z,A:{FB)^ 
la  quale  è  Inffiftente.  ÌB.vìrtè  ddla  defimwjiie  XXXIX.,  •  Jet. 
teorema  CX,; 

Adunque  per  la  definizione  XLVIIL  fuflUbno  parimente  le. 
equazioni  (3),  e  (4)» 

Ouefto  coxoUiurìo  corrifponde  al  teofcma  CX.,  c  il  cocolla*: 
rio  kguente  al  teorema  CXL      *  ' 

Corollario  II.  ' 

Se  poi  — B  è  Iettale  all'  imitk  negativa  ,  cioè  fe  B  è 
uguale  a  Z,  fi  avÀ  AiB  eguale  ad  ^:Z,  e  pel  teorema  CLIV* 
farà  AiZ  eguale  ad  .^f :  farit  in  oltre  BF  eguale  a  ZF>  e  pel 
teorema  CLIII.  far^  ZF  eguale  ad  F9  di  maniera  che  Tcqua* 
zÀoni  <i)v  e  (2)  iomminiftrerauno  iefpettivamente 
rt^:=^(F:G)=H-(v#C):F, 

Scolio. 

I  Teoremi  CLXIV. ,  e  CLXV. ,  e  gli  ùxà)  anneffi  al  primo 
corollario  del  teorema  CLXI V. ,  e  al  primo  corollario  del  Ìco» 
rema  CLXV.  potrebbero  dimoftrarfi  co'  foli  principj  dell'  algo- 
riuno  nuovo;  io  però  ò  qui  voluto  far  uib  del  corollario  IV. 

Ccc  <  della 
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della  definizione  XLIV.  ,  e  dedurli  da  eflb,    Veggail  lo  fcolio 
anneiTo  al  corollario  del  teorema  CLXVII. 

Tborbma  CLXVL 

N  EU' algoritmo  comune  ^  c  nell'algoritmo  nuovo  (^:B)zt 
{E:B)h  uguale  a  {Adt:E):B. 

DmofifMxjow  deUét  prima  parie* 

pEr  la  definizione  XXXIX.  ^  e  trajponendoy  iì  ann^^ue{le  due 
proporzionali t^i  pure  :  ' 

ZAAiB\-B.A^    •  •  •  ;      •  .• 

ZAEvb\iiB*E; 
t  toHvcrfemh  fi  ottengono  rerpettivamente  ^ucfte  altre: 

adunque  pel  corolldirio  XIIL  del  teoremi  II*  fi'ftvA" 

lA:Bìzt{EB)rZ::[AztE),By 
e  €omiimmky  indi  trafpoitendo  : 

(O  B,(AztE)iiZ.{AiB)-±(E:B)  ; 
aia  per  la  definizione  XXXIX.  fi  k 

B.{Az±E)xiZ.{A^EYB  ; 
adunque  pel  teorema  (z),  {AiB}zt{EiB)  y  quarto  termine 
della  penultima  proporzionalità ,  è  liguaìe  ad  {A:^E)iB^  • 
qaarco  termine  deU'  ttltinna;  t  quefta,  è  la  pro¥a  della  prima, 
parte» 

Dimoftrasiione  della  f econia  parte* 

Pei  corollario  IV.  della  definizione  XLIV.  fuisifte  ^udU  pn^^ 
porzionalìtk  trafcendente  : 

— B.(vf:±£)::— Z.(^:5)rt:(£:B), 
mentre  i  due  primi  termini  di  eOa  fono  in  ijiato  anaìogp.  ri- 
fpetto  ai  due  ultimi^  e  cgiifiderando  tutti  i  Tuoi  termini  come 
pefiHvty  nt  proviene  la  proporzionalità  pura  (  i che  nella. di-, 
moflrazione  delia  prima  parte  fi  è  provata  fulsiAentC;  ma  per 
la  definizione  XLVIIL  fuisifte  nell'  algontina  tmmiò  queU'alm- 
proporzionalità  trafcendente  : 
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adunque  pel  teorema  CXLII.  1' ultimo  termine  {A:  B)dt{E'B) 
della  prima  proporzionaiitk  tralcendente  è  uguale  all'  ultimp 
termine  {A-z±E):B  deUa  feconda.  £  quella  è  la  prova  del- 
la ieconda  parte* 

Scolio. 

La  prima  patte  di  ^uefto  teorema  non  difierifce  dal  teofe« 

pia  CXIV. 

Dalla  ieconda  parte  fi  deduranno  tre  corollari  fimili  a  queU 
li,  che  fi  iono  dedotti  dal  fuddetto  teorema  CXIV. 

Se  fi  volelse  inferire  la  feconda  parte  di  quefto  teorema  iàì 
foli  principi  dell*  algoritmo  mimy  &  dovueobe  raziociiuce  in 
cucila  guifa:  .... 

Per  la  aefinisboe  XLVIII.  ^  pel  teoictaa  CXLI^^  e  nj^ 
ffmmdot  fi  anno  qucfte  due  proporziooalitli  oafceadenti: 

fi  ottengono  refpettivamcnte  quefle  altre: 

-^(EiB)  z::  — -E-H-B; 

dalle  quali  in  virtà  del  corollario  III.  della  dedizione  XLIV. 
nafcono  refpettivamente  le  due  fefueoti  pioporzi^^p^t^i  pure: 

(ji:B).Z::A,By 

(EiBhZiiE.B; 
adunque  pel  coio|)arìo  XIII.  del  teoienU  II.  fi  avdi  q^ielb- 

proporzionalitcì  pura: 

{A:B)z±(.E:B),Z::{AztE).Bi  . 
e  convertendo ,  indi  traf ponendo  :  .  . 

B.{A-±,E)\.z.{A:B)z±{E:B); 
laonde  per  la  definizione  ^IV.  li  avra^  e^iaodip  rinfirafcritta 
proporzionalità  trafcendente: 

—B.[A'±E'\::'—Z.[A:B]dt[E:B]; 
ma  per  la  definizione  XLVIll.  luflllte  neU*  algoritmo  nuovo 
quell'altra  proporzionalità  trafcendente: 

^B.[Ads:Ey.:^Z\AztEyB: 
.adunque  p^I  teorgw»  CX^II.  il  quarto  t;eraiinc,[-<^:B]d:[£^5] 

Ccc  2  ;  ■      .  della 
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4ella  penultima  proporzionali^  trafccRdence  è  t^àle  al  quaiv 
to  termine  [u#:±£]:B  dali'  tikima.  H  -the  dovea  ^imolicarfi. 

'    Tborbma  CLXVII. 

]^  Eir  algoritmo  trnmmj  p  ncll'  algoritmo  nuovo  ì  teraHini  di 
due  proporzionalità  pure ,  o  ttafcenoenti  moltiplicati  per  ordi- 
Ile  tra  loro  coftituilcono  una  nuovB  propontomilitk  pura»  o 
tiafcendente. 

DiMOSTaAZXONB. 

R.  Apprefentino  generalmente 
H-^.H>J3::H>C.-4>D» 

le  due  proporzionalità  pure^  o  trafcendenti ,  .mentre  i  termini 
di  tih  portano  affìfTo  il  fegno  H-,  il  quale  non  muta  lo  fbto 
di  detti  termiiù  pofitivi,  o  negativi,  che  fieno  per  quello,  che 
fi  è  notato  Deli'  articolo  IH.  deUo  fcolio  annew»  ai  coroUarip 
,V.  delle  ptcfui^fizioni. 

Debbono  provarli  le  due  proporzioaalitk  infrafcritte  puft,  b 

Irafcendenti  :  . . 

^  «  «      *  . 

Ff0tw  éelU  profwr^ionalhà  pirìmm» 

'pRimieramente  fi  ^  quella  proporzIoualiU  pura,  o  aniceii> 

dente: 

[  3  ]  -4- ^  X ^  ;     5  X -+ -  :  :  H- C  X     c  H- D  X ^  ; 

imperciocché  per  1'  ipotefi 

-^^.■H.B;;-4.C.-*.D, 

c  pel  teorema  CXV.,  ovvero  pel  teorema  CLVIL,  e  trafpo- 

ncndo  '  '  .' 

-i--^X-*-^'-^^X-*^"--^-^--*5f 
-i-CX-4-c.-i.DX'^r::-^C.-^D; 

adunque  pel  teorema  CXXXIV.  lufTifte  la  proporxionalitk  [3]. 

Secondariamente  fi  proverà  nella  ftefTa  maniera,  mediante  il 

teorema  CLVI.,  che  luilìile  la  proporzionalità  pura,  o  tralcen* 

dente   che  fegue:  [4] 
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adunque  ooofrontamb  le  due  proponionalitli  [3],  e  [4]  fi 
vtk  per  r  effu^À  ordiMs  la  proporzionàliiU  [  i  ] . 

La  prova  della  propomonalitk  [1]  fi  faià  col  medefino  ri- 
ziocinioi  e  per  conkgùeiiza  il  teorema  è  provato  interameftte* 

Co  ROL  L  ARIO. 

In  vece  della  pfoponionalitk  [3]  fi  potrà  dimoftrare  anche 
r  infrafcrìtta: 

-4- ^  X ^- ^  X ^      C  X c . I>  X f  f 
c  ciò  fi  farii  con  un  raziocinio  fimile  a  quello  con  cui  fi  è  pro- 
vata la  proporzionalità  [3]  fuddetta  ^  tervendofi  dei  teoremi 
CLVL,  CLV.,  e  CLVll. 

Parimente  ia  veoe  d«lia  proporzionalitli  [4]  fi  proverà  coA 
fimigliante  raziocinio  quella,  che  ienue*' 

-4-i»X-*-5--»-^X-»--B-.-*^X-+c.-*.DX-*'^,  facendo  u- 
fo  dei  teoremi  CLV. ,  CLVI.  ,  e  CLVII.  ;  adunque  per  1*  ^- 
pualhà  ordimafa  fi  avrà  la  leguenie  pioporziotuiicà  pura^  o  tra» 

Kendente  : 

Scolio. 

Di  quefto  teorema,  e  del  fiio  corollario  potrà  valcrfi  chi  vor- 
rà dedurre  dai  Ioli  principj  dell'algoritmo  nuo^o  i  teoremi  CLXIV., 
e  CLXV.  ,  e  gli  Icolj  annelil  al  primo  corollario  del  teorema 
CLXV.  :  le  dimoflrazioni  procederanno  con  un  tenore  firn  ile  a 
quello  delle  dimodrazioni  colle  quali  reipettivamente  fi  è  pro- 
vata la  prima  parte  del  teorema  CLXIV. ,  e  la  prima  parte  ' 
del  teorema  CLXV. 

Ma  a  tak  oggetto  dovià  rifletterfi,  che  neiral&orìtmo  nu^ 
V  r  unità  negativa  —Zy  moltiplicata  per  fe  fte&,  è  uguale 
a  fe  ftefla,  cioè  ^Z){—Z  é  aguale  a  — Z. 

Imperciocché  per  la  dcfimzione  'SlNl, ,  e  pel  teorema  CXLIV. 

— 2.— Z::— ZZ, 
.  e  pd  comU^  del  ceoiema  CXXXII.  , 

adun-  ' 
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adunque  pel  teorema  CXLII.  — ZZ  è  ugtsals  a  — z.  ; 

Voiù.  ancora  fervirfi  del  prefente  teorema ,  e  dcL  fud  eofol* 
lario  chi  vorrk  provare  divedàmente  neii*  algoritmo  comunf  le 
due  proporzionalità  craTcendenti  regiftrace  nello  Icolio  anneflb 
itila  dimoilrazione  del  teorema  CLXIV.,  e  k  altre  due  pro- 
porzionalità trafcendenti  regiflrate  nello  fcolio  anneflb  alla  di* 
modrazione  del  teorema  CLXV. 

A  me  bada  d'  indicare  i  fonti  di  tutte  le  fuddette  piovè.y 
non  volendo  maggiormente  allungarmi  con  efporlc  intere';  ciò 
potià  non  diificiimeme  efcgiurii  dagi' inundemi. 

Teorema  CLXVIII. 

IMeH' algoritmo  nuovo  il  prodotto  dei  termini  medj  d'una  pro- 
porzionalità pura  è  uguale  al  prodotto  degli  eftremi ,  fia  la 
proporzionalitìi  pura  A .B  ::C .D  y  i  due  termini  della  quale 
non  è  necelTario ,  che  fieno  omogenei  ai  due  ultimi ,  dee  pro- 
varfi,  che  — -BC=— e  che  — C5=— jD-^. 

PEi  la  definizione  XLVI.,  e  pel  teoreau  CXLIV,  fi  anno 
quefte  due  proporzionalità  traicendenii  : 

— Z.-»-B;:-4.C. — [BC]; 
e  invertendo  la  feconda  di  effe  fi  à  queft* altra: 

fi.  anno  adunque  due  ordini  di  grandezze  ^  cioè  ^z,  -«-^9 
'^B ,  — Z  da  una  parte ,  e  £C  «  -«-C,  -«-D,  — AD  dall* 
altra,  tali,  che  per  la  proporzionalità  trafcendente  [i]  — Z 
prima  del  prim*  ordine'  fta  trafcendentemctìte  a^  Itu  ioconda 
-4-^  y  come  -H-D  penultima  del  fecond*  ordine  (ba  alla  fiia  uU 
tuna  ^[jtìi'ir^  e  per  1*  ipotefi  feconda  del  prim*  ordine 
fta  puramente  alla  fua  terza  '^•B,  come  ««^C  antepenuldraa 
del  iecond*  ordine  fta  alla  fiia  penultiiUa'H^P;  àdanque  per'l'r- 
ffuilità  perturhatsy  cioè  per  la  iecoiida  parir  del  teorema  CXL., . 
~Z  prima  del  prim' ordine,  fta  tratcendentemente  alla  fiia  ter- 
za hhB  ,  cotne  -^C  antepcmiltiaia  del  Ipcond*  anUuae  fta  alla 
fuji  ultima  — [^]«  Di 
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.  Di  p^'per  il  proparatooalidt  [2],  -««JB  ttm  del  'prim' or- 
dine «itttrafcendentenente  alla  Tua  uluina-^2,  còme  ^[BC^ 
che  precede  1*  antepentiitima  del  iècond'  ordine (la  aUa  Aia. 
aàtepenultima  C  ;  admqqe  di  nuovo  par  1*  egualigà^  /Mmrfé#» 
fày  cioè  per  h  terza  patte  det  teorema  CXL»  prioa 
del  prim*  ordine  fta  a — Z,  ultima  del  prim' ordine ^  come — 
[BC],  prima  del  lecond' ordine,  fta  a  r*-!-^]  ultima  delle* 
cond' ordine,  ma  — Z  è  uguale  a  —Zy  adunque  pel'teorentai 
CXLI.  — BC  è  uguale  a  — £  quatta  i  U  prova  della 
prima  parte. 

1?Et  dimoftrare,  che  -^CBiz.  —  DA^  fi  confideri,  che  perla, 
definizione  XLVI.,  e  pei  teorema  CXLIV^.  fi  ottengono  it  dna, 
infrafcritte  porpor^ionalita  traicendenti:  •     •  •  / 

£5]  — Z.-f  D::-+^,  — [D^] 
— Z.-*.C::-«.B.  — [Cfi], 
e  convertendo  la  leconda ,  fi  h  quelk^  che  fegue: 

[4]  -^C  — Z::  — [CBj.-i-B; 
quindi  riiulrano  due  ordini  di  grandezze,  cioè      Z  >  -*'D,' 
-4-C,  — Z  da  una  parte,  e  — :LC5],  -i-B,  -^Ay  —[DA] 
dall'altra,  tali,  che  — Z  fta  tratcendentemente  a -♦-D,  come 
^A  z  — [OA]y  e  -•-D  fta  puramente  a  -♦•C  ,  come  -♦-B 
Z  -^A  [poiché  avendofi  per  1' ipotefi  A.B  ::C,D  fi  a  trafpo^ 
nendo^  indi  convertendo  D.C  ::  B,A]y  e  finalmente  per  la  prò- ' 
porztonalitli  trafcendente  [4]  -hC  ita  tralcendentcmente  a 
Zt  come  —  [.CBl  a  laonde  procedendo  con  maniera' fi^ 

mile  a  quella^  che  fi  è  tenuta  nelto  L  parte^  fi  vedf^  mediante' 
f  gguéShà  permrbéna  eflére .  trafcendentemcnt*  —Z  a  ,  co^i 
me  --[CB]  a  —  [D^] ,  e. col  mezzo  del  teorema  CXLI.^  fi> 
proverà. eziandio ,  che  «— CB  è  uguale  z.'^DJt;  e  quefia  i 
la  prova  dèlia. fccosda  parie*  . 

Scolio, 

La  dìmpftraztone  di  quello  teorema  mutando  ciò,  che  dee 
mutarfi»  vak  a  dire,  pigliando  1*  unidi  pofithoa  z  in  vtce  del- 
la 
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la  negafha  ,  c  prendendo  relpettivamcntc  i  prodotti  pofitlvi 
BCy  jiDy  CBy  DA  in  vece  dei  prodotti  negativi  -^BO^  — 
ADy  — CB,  ~^DAy  la  ftefla  dimoftrazione ,  dico,  prova  ele- 
gantemente ncir  algoritmo  comune ,  che  nella  proporzionalità 
pura  A.BttC.D  deve  eflese  -^BCzz-^jìD^  e  -^CBzz^DA. 

Tborema  CLXIX. 

N  Eir  algoritmo  nuovo  ^  fe  fi  Ìl  —  .^r: — BC  y  fuflìfte  que- 
lla proporzionalità  :  A,B  ::C.Dy  e  Te  fi  a  — DAZZ'-^CB  ìai' 
fide  la  medefìma  proporzionalità*  A.BuC.D* 

Vmojhéa^mi  deUs  prìma  pam*  • 

S  E  non  fuflìfte  la  proporzionali tk  A.B  ::C .D^  potrebbe  conce- 
pirfi  in  virtù  del  poftulato  la  grandezza  V  omogenea  alla  C , 
e  di/uguale  alla  D,  tale,  che  luflìftefle  quefta  proporzionalitìi : 
A  .B',:C  ,V  ;  adunque  pel  teorema  precedente  fi  avrebbe  — 
AVZZ  —  BC  ;  ma  fi  k  per  1'  ipotefi  —ADzz  —  BC;  adun- 
que farebbe  —  AV ZZ  —  AD ,  e  dividendo  1'  uno  ,  e  1'  altro 
membro  di  queft'  equazione  per  A  ,  ne  verrebbe  pei  teoremi 
CXLVIII.,  e  OLII.  -¥ÌAf^\iAzz-^[AD]:  A  ^  ma  eflcndo 
pel  teorema  CLXL  -••[uir]:-^  eguale  ad  e  -^{JD)  'A 
eguale  a  Z>  >  fareU>e  la  V  egtmte  alla  D ,  il  che  è  contro  la 
fuppofizipne  fatta  della  V  difuguah  alla  D  ;  adunque  fiiflìfte  la 
proporzionalsià  A^BitC.D;  e  quefta  è  la  prova  della  prima 
parte. 

La  dtmbftrazione  della  feconda  parte  è  tanto  Umile  a  quel- 
la della  prima  9  che  non  &  d*uopo  diftènderla;  baftcrk  per  a- 
verla  di  foftituire  nella  dimofliazione  della  prima  parte  DA^ 
CBy  VA  in  vece  refpettivamente  di  AS>^  BCy  AV  ;  adui^ 
que»  ec.   Il  chcdovea  dimoftrarfi. 

Le  grandezze  A,  e  B  debbono  eflère  tra  loro  omogenee  ^  e 
k  grandezze  Cy  c  D  omogenee  tra  loro,  non  eftndo-  neceffiiF 
noy  che  le  due  feconde  fieno  omogenee  alle  due  prime  • 

Teorema  CLXX.  ^ 

NBU'algorìtmo         il  quarto  termine  d'  una  proporziona- 

litk 
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lit^  pura  è  uguale  ai  prodotto  de'  due  termini  medj  divilo  p^l 
primo  termine: 

Sia  A,B'.\C.Dy  dee  provarfi ,  che  D  è  uguale  tanto  a 
(fiC):^,  guanto  a  -+(CB):^, 

Dimostrazione* 

Pei  teorema  CLXVIII.  fi  k  -^ADzz.-^BQy  e  -^DA^z^ 

CB;  adunque  pe'  teoremi  CXLVIII. ,  e  CLII.  fi  avrh  tanto 
^(  AD):AZZ'^(BC):A,  quanto  ^  (DA):  Azz-^iC  B): 
A;  ma  pel  teorema  CLXI.  D  c  uguale  tanto  a  '+(AD):Ay 
quanto  a  '■¥{DA):A;  adunque  D  tanto  è  uguale  a  H-(5C) 
quanto  a  H-(CjB):^.    Il  che  dovea  dimodrarfi. 

Teorema  CLXXI. 

^  EU*  algoritmo  muno  il  terzo  termine  di  una  proporziona^ 
litk  pur»  è  uguale  al  prodotto  de'  termini  cftremi  cUvifo  pel 
fecondo. 

Sia  A.B::C.D^  dee  provarfi,  die  tanto  ^{AD):B^  quan- 
to ^{DA):B  è  uguale  a  -4-C. 

Dimostrazione. 

Il  teofema  GLXVIIL  dk  «-(BC}=— (^),  e  — (CB) 
(D^);  ma  pe*  teoremi  CXLVIII.,  e  CLII.  a  k  tanto 
•4-(BC):S=ZH-(^):£,  quanco  ^{CB)iB=^{DAyB: 
adunque  eflendo  pel  teorema  CLXI.  tanto  -+(BC):B,  quan- 
to H-(CB):B  eguale  a  -4-C,  ne  fiegue>  che  la  ftelTa  C  è. 
uguale  tanto  a  quanto  a  h-(D^):B.    li  che 

dovea  dimoftiarfi.  • 

Scolio. 

^£ila  proporzbnalitk  A.BixC*Dy  confiderata  in  quefti  due 
teoremi,  non  è  neceflàrìo,  che  i  primi  due  termini  fieno  oiiu>> 
genei  ai  due  ultimi* 

In  ordine  a  quelli  medefimi  due  teoremi  dovranno  farfi  rì- 
flefTioni  fi m ili  a  quelle,  che  fi  fon  fatte  refpettivamente  negli  fco- 
Ij  anneilì  ai  teoremi  CUL,  e  CIV. ,  e  a  tale  eiletto  dovrk 

Ddd  averfi 
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-uveriì  riguardo  allo  fcolio  anneiTo.  alla  dedizione  XLVJII.« 

.  Teorema  CLXXII. 

N  Eir  algoritmo  comune  ,  e  ncli'  algoritmo  nuovo  il  prodotto 
de*  termini  medj  di  una  proporzionalità  trakendence  e  uguale 
al  prodotto  de'  termini  eftremi. 

La  proporzionaliih  trafcendentc,  che  qui  fi  confiderà,  è  tale, 
che  confiderando  come  pofitivi  tutti  i  iuoi  termini  non  è  nc- 
ceflarioy  che  i  dde  primi  fieno  omogenei  ai  due  ultimi* 

DlMOSTIlAZlONE. 

I  Quattro  termini  della  proporziona] itk  trafcendente  fieno  con- 
iìderati,  come  tutti  pojitiv't  y  ed  efll  coflituiranno  una  propor- 
zionalità pura  pel  corollario  III.  della  definizione.  XLIV.;  laon- 
de pel  corollario  IL  dd  teorema  LXXVU.  nell*  algoritmo  C9* 
mrntCf  e  pel  teorema  CLXVIU.  nell'  algoritmo  mevOf  il  prò* 
dotto  de'  termini  medj  della  fuddetta  proporzionalitli  pura  ià^ 
1^  eguale  al  prodòtto  de'  termini  cfticmi  ;  adunque  anche  nel- 
la proporzionalità  trafcendente  il  prodotto  de'  medf  taA  egua- 
le a  quello  degli  eftremi;  imperciocché  quantunque  per  cagion 
de^  teoremi  CSLLIII. ,  e  CL.  nella  proporzionalità  trafcenden- 
te il  prodotto  dd'medj,  e  il  prodotto  degli  eftremi  foflèro  am- 
bidue  negativi  nell'  algoritmo  €mmmey  e  ambidue  ptjmw  nelT 
algoritmo  movoy  nientedimeno  egli  h  chiaro  $  che  in  entram- 
bi gli  algoritmi  cmuncy  e  ««ot»,  fe  due  grandezze  po/tthf  fo- 
no tra  loro  eguali,  le  medefime  prefe  negativamente  iatanno 
ancora  eguali ,  e  fe  due  grandezze  negative  Hoao  eguali  tra  lo- 
ro,  le  ftefle  prefe  pofitivamente  faranno  tuttavia  eguali,  e 
quindi,  ec.  Il  che  doveg  dimoftrarfi. 

Teorema  CLXXIII. 

j^J £11' algoritmo  comune^  e  nell'algoritmo  miovoy  fe  quattro 
termini  fono  tali^  che  i  due  primi  rifpetto  ai  due  ultimi  fie- 
no in  iftato  analogo  deUa  prima  «  o  della  feconda ,  o  della 
terza,  o  della  quarta,  o  della  quinta,  o  della  fefta,  o  della 
ftttiflM  fpecìe;  o  -fe  di  pià  il  prodotto  de'  due  termini  med; 
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di  efsi  i  uguale  al  prodotto  de'  due  termini  eitxeitti;  io  dico, 
che  i  fuddetti  quattro  termini  fono  tnUcendeoteineQte  propor* 

zionali . 

I  due  primi  de*  quattro  termini  debbono  elTere  tra  loro 
mogenei ,  e  i  due  ultimi  debbono  effere  omogenei  tra  lorOf 
non  eflendo  neceflario»  che  fieno  tutti  quattra  omogenei» 

DiMOSTRÀZiÓNB* 

COnfidcrando  i  medefimi  quattro  termini,  come  tutti  poJitU 
a;/,  elsi  laranno  puramente  proporzionali  pel  corollario  II.  del 
teorema  LXXVII.,  ovvero  pel  teorema  CLXIX.;  adunque  pel 
corollario  IV.  della  definizione  XLIV.  gì'  iftclsi  quattro  ter- 
mini lono  trafcendi*utemente  proporzionali.  li  che  dovea  di- 
moftraifi. 

tborbiia  clxxiv; 

]M  £11*  algoritmo  comune  y  e  nell'  algoritmo  «mw  il  quarto 
termine  d*  ogni  proporzionalità  trafcendente  è  uguale  al  pro> 
dotto  de*  termini  medj  divifo  pel  primo  termine* 

Teorema  CLXXV. 

IP^Eir  algoritmo  ctmunet^  e  ndl*  algoritmo  mm  il  terzo  ter- 
mine d'ogni  proporzionalità  trafcendente  è  uguale  al  prodot* 
to  de'  termini  eftremi  diviib  pel  fecondo  termine* 

DsmoJìra:QOfte  di  quefti  due  teoremi. 

Si  confiderino,  come  ^fitvw  i  quattro  termini  della  propor- 
zionalitk  trafcendente  (i  due  primi  de' quali  non  è  neceffario, 
che|  fieno  omogenei  ai  due  ultimi  )  ,  e  in  virtik  del  corollari» 
III.  della  definizione  XXJV.)  eisi  formeranno  una  proporziona- 
lità puia^  in  cui  il  quarto  termine  faÀ  eguale  al  prodotto  de' 
termini  medj  divilb  pel  primo,  e  il  terzo  termine  far^  eguale 
al  prodotto  de' termini  eftremi  divifo  pei  fecondo.  Tutto  que- 
llo fi  prova  neir  algoritmo  comune  mediante  i  teoremi  CHI.  « 
e  CIV. e  nell'  algoiitmo  nuovo  mediante  i  teoremi  CLXX.^ 
e  CLXXL 

Pdd  1  Ciò 
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Ciò  pollo  non  può  dubitarfi  della  verità  dei  due  prefenti  teo* 
remi,  perchè  lebbenc  foflèro  negativi  il  quarto  termine,  ovve- 
xo  il  terzo  termine  della  proporzionalità  ttafcendente ,  oppure 
ambedìie>  e  per  confeguènza  ùsXkxo  m^àrin  ì  loro  valori  e- 
fprefsi  in  quetti  due  teoremi;  nientedimeno  eflendofi  elsi  ter* 
mini  (  quarto,  c  terzo)  in  fembianv  di  pofitiviy  provati  e^ua» 
li  ai  fuddetti  loro  valori  ^  confidenti  anche  qudfti  in  fembian» 
za  di  fofitiviy  ne  fièguè,  che  divenendo  negoìivo  il  quarto  ter» 
mine^  ovvero  il  terzo  termine,  oppure  amEedue)  e  divenendo 
negativi  anche  i  loro  valori ,  non  fi  perde  punto  1*  eguaglianr 
za*,  che  pafla  tra  elsi  termini,  confiderati  come  fornivi ^  e  i 
loro  valori  confiderati,  come  pofitivi\  imperciocché  e  evidente, 
che  fe  H-Fi=H-G,  anche  — Fz=^G.  Il  che  dovea  dimo- 
ilrarfi. 

Teorema  CLXXVI. 

N  £ir  algoritmo  nmv$.  il  prodotto  di  quante,  e  quali  grandez* 
ze  pofitive  omogènee  fi  V(^iano  è  vguale  ad  ogni  altro  prò* 
dotto  delle  medefime,  qualunque  ordine  fi  ofTervi  nel  moltipli* 
carie  inlìeme  ;  purché  non  fi  cangi  il  valore  dell*  unità  negati' 
va  ajfunta. 

La  dimoflrazione  di  quefto  teorema  è  fimilifsima  alla  dlmo^' 
{trazione  del  teorema  XLV.,  purché  11  confideri,  che  nell'  al- 
goritmo nuovo^  il  prodotto  di  qualunque  numero  di  grandezze 
omogenee  equivale  ad  una  pura  grandezza  omogenea  (  prelcin- 
dendo  dalla  diverfitk  de'  legni  affilsi  )  ,  i  quali  legni  debbono 
clTer  negativi  pel  teorema  CXLVI.  ne'  prodotti  di  un  nume- 
ro pari  di  grandezze  ,  e  debbono  efler  /)o///^^;i  ne' prodotti  d'un 
numero  impari  di  grandezze  pel  teorema  CL. 

E  purché  nell'  accennata  dimoltrazione  del  teorema  XLV.  Ci 
foftituiica  la  voce  grandcxT^n  in  luogo  della  voce  propor-zione ;  in 
vece  poi  di  citare,  come  ivi  fi  fa,  il  teorema  XXI li.  fi  citi  il 
teorema  CLX.  ;  in  vece  del  I.  coroll.  del  teorema  XXIV.  fi  citi  il 
coroU.  del  teorema  CLV.;  e  in  vece  del  coroll.  VII.  dello  (lelfo 
teorema  XXIV.  fi  citi  il  teorema  CLV^I.,  come  pure  in  luogo 
dei  L  coroUafio  del  leorema  XXIX.  fi  citi  il  teorema  CLXVIII. 

Sco» 
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Scolio. 

I.  Pofsono  dedurfi  dal  teorema  prefente  conUaij  fimili  a  quel* 
li,  che  fi  Ibno  dedotti  dal  teorema  LXXXI. 

II.  £*  facile  lo  ftendere  il  prefente  teorema  CLX.  ai  prodot- 
ti di  grandezze  tutte  mgarìvcy  é  ciò  in  ambedue  gli  algorifmi^ 
fomunCf  e  nuovo; 

Imperciocché  chiamando  r±F  il  prodotto  (fecondo  ambe* 
due  gli  algoritmi  )  di  quante ,  e  quali  grandezze  pofitìve  (l 
vogliano,  e  ztC?  il  prodotto  delle  medefìme  grandezze  molti*, 
plicate  fra  loro  con  ordine  diverfo  ;  egli  è  manifeilo ,  che  le 
fteffe  grandezze  divenendo  tutte  negatpue^  o  lafceranno  il  pro> 
dotto  db-F,  e  =±G  coi  loro  priftini  fegni,  e  in  tal  cafo  la  co- 
fa  è  più  che  evidente ,  ovvero  muteranno  i  legni  de'  medefi- 
mi  prodotti,  i  quali  diveranno  refpettivamente  ^F,  e  HpCr, 
ma  in  quefto  calo  ancora ,  efrendofi  provato  in  ambedue  gii  al- 
goritmi comune^  e  nuovo  mediante  i  teoremi  LXXIX.,  LXXXI,, 
CLX.,  e  CLXXVL  prefente,  che  z±F  è  uguale  a  ziG,  ne 
fiegue  ad  evidenza,  che  ancora         è  uguale  a  G* 

Tborbma  CLXXVII. 

N" Eli' algoritmo  nuovo  qualunque  termine  (  che  io  chiame- 
rò r)  d'  una  progrelsionc  geometrica  dopo  il  ieconJo  è  ugua- 
le ad  una  dignitk  del  lecondo  termine  ,  il  numero  elponente 
della  quale  è  minore  di  una  unitk  del  numero  ,  che  indica  il 
JitOy  che  ottiene  nella  progrelsione  il  termine  è  uguale,  di- 
co ,  alla  detta  dignitk  dei  fecondo  termine  divifa  per  una  di- 
gnidi  del  primo  termine ,  il  numero  ei^nente  della  quale  è 
minore  di  due  unitli  del  numero ,  che  mdica  il  JSto ,  che  oc* 
tiene  nella  progtefsione  il  termine  /*• 

Intendo  di  una  progrelsione  formata  di  termini  tutti  po- 
etivi. 

Sia  la  progrefsione.  geometrica  £,  C,  Z),  £,  ec.  dee 
provarfi,  che  il  terzo  termine  C  è  uguale  a  BB:A<t  che  il 
quarto  termine  D  è  uguale  a  BBB  :  AA ,  che  il  quinto  ter- 
mine E  è  uguale  a  BBBBiAAA^  e  così,  ec 

La 
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La  dìmoftraztone  di  quefto  teorema  è  intieramente  fimile 
alla  dimoftrazione  del  teorema  CXVIII. ,  per  adattar  la  qua- 
le al  preiente  teorema,  bada  citare  il  teorema  CLXX.  in  vece 
del  teorema  CHI. ,  e  confiderare ,  che  quantunque  nell*  algo- 
ritmo nuovo  una  grandezza  pofìtiva  moltiplicata  per  una  gran- 
dezza ùo/ìfha  dia  un  prodotto  negativo  pel  teorema  CXLIV^ 
nientedimeno  quefto  medcfimo  prodotto  negativo  (  venendo  di- 
viio  per  una  grandezza  pofttiva)  rende  un  quoziente  poiìtivO| 
e  ciò  in  virtù  dei  teorema  CXLVIII. 

^SCREMA  CLXXVIII. 

Eli' algoritmo  fom«»r ,  e  nell'algoritmo  nuvuo 
moltiplicata  per  z±^^k^,  produce  H-y^: 

£  z^^^A  moltiplicata  per  i^i^/hkì  produce  — 

Dimostrazione* 

Eir  algoritmo  comune  la  prima  parte  del  teorema  è  evi- 
dente pel  teorema  CXLIV.  :  e  nell'  algoritmo  nuovo  è  pure 
evidente  per  la  definizione  LI.,  e  per  lo  Icolio  a  quella  aa- 
nefso. 

Per  provare  la  feconda  parte  fi  rifletta ,  che  nell*  algoritmo 
comune  y  in  virtù  delle  definizioni  XXXVI.,  e  XLV.,fi^  que- 
fta  proporzionatiti^  pura ,  o  trafcendente  della  quinta  Ipecie: 

(i)  H-Z.r±|/Hh3;::^|/-«--^.H--^> 
e  che  nell'  algoritmo  nuovo  fi  11  k  medefima  proporzionali^ 
(  I  )  in  virtù  del  corollario  della  definizione  LI. 

Si  rifletta  ancora,  che  mutando  il  fegno^  cioè  lo  (bto  del 
fecondo  antecedente  della  proporzionalità  (  i  ) ,  dee  mutarfi  tan> 
ta  nell'algoritmo  comune ouanto  nell'algoritmo  movo^  dee 
mutarfi,  dico,  il  fegno,  cioè  lo  flato  anche  del  fecondo  con- 
lèguente  ;  affinchè  i  due  primi  termini  rifpetto  ai  due  ultiiiu 
fieno  in  iflato  analogo  di  qualcuna  delle  lette  fpecie^  confor- 
ne  richiede  la  definizione  XLIV.  ;  fi  avr^  per  tanto  quella 
proporzionalità  trafcendente,  che  è  della  prima >  e  della  terza' 
Ipecie  : 

c  per 
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e  per  confegucnza  tanto  nell'algoritmo  comune^  quanto  nel  nuo- 
voy  zt^/-»^  moltiplicata  per      ^-^a  produce        ;  e  que- 
lla è  la  prova  della  leconda  parte  \  adunque ,  ec   li  che  do- 
vea  dimoltrarfi*^ 

Corollario. 

Dunque  nelF  algoritmo  nwi»  la  grandezza  flravriinmia  db 
^  fi  moltiplica  per  la  grandezza  ftrMfriinm»  zs^^^a  me- 
diante r  unitk  pofiinMm 

Scolio. 

^EU'  algoritmo  nmn9  chi  penfalTe  di  poteri!  valere  in  sV 
fatta  moltiplicazione  dell' unitli  negativa  in  vece  delia  , 

proporzionalitk  trsfcemdente  (2),  o  non  avrebbe  alcuna  propoiw 
zionalitk  pura,  o  tralcendente,  oppure  avrebbe  quefta: 

che  è  impropria ,  poiché  nell*  algoritmo  miM»  —Ah  uguale 
a  db  1/ -fri*  moltiplicata  per  in  vigore  della  defini- 

zione LI.,  laonde  ne  ieguirebbe,  che  il  prodotto  (  zt%/-*- ^  ) 
(l±l/HK^)  iarebbe  eguale  al  prodotto  (zti/^KtfjC^l/^T^i). 

Tborema  CLXXIX. 

]M  £ir  algoritmo  nuùvo  e  nell*  algoritmo  cornane  z^^/ZZX 
moltiplicata  per  rti/*^^  produce  — 

IL  Zt^'^A  moltiplicata  per  ^^Z^  produce 

Dimostrazione. 

Eir  algoritmo  nuovo  la  prima  parte  del  teorema  è  ma- 
nifefta  pel  teorema  CXLIV. ,  e  nell'  algoritmo  comune  è  pur 
manifeita  per  la  definizione  L.,  e  per  lo  Icolio,  che  gli  è  an* 
neifo. 

Per  dimoftrare  la  feconda  parte  fi  confideri ,  che  nell'  algo- 
ritmo nuovo  in  virtò  della  definizione  XLVI.  fi  h  quella  pro- 
porzionalità tralcendente )  che  è  della  Iella,  e  kttima  Ipecie: 

(i)  — Z.dbt/— ^ 
c  che  neil'  algoiicmo  comune  iì  k  U  medefima  proporziopali- 
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ù.  traicendente  (i)  in  vigore  del  cofollarìo  della  definizioiM 
L.;  fi  colifiderì  eziandio,  che  cangiando  il  fegno,  cioè  lo  fl^ 

10  del  iècondo  antecedente  della  proponionaliui  (  i  ),  ^  da  miw 
carfi  tanto  nell'  algoritmo  nuovo  y  quanto  nel  anmme^  k  da  miK- 
tarfi ,  dico ,  il  fegno  >  cioè  lo  (iato  anche  del  fecondo  confo* 
^uente,  acciò  1  due  primi  termini  rìfpetto  ai  due  ultimi  fieno 
m  iftato  émJog»  di  qualciina  delle  (ètte  fpecie ,  come  efige  la. 
definizione  3CLIV.,  fi  avrà  dunque  )'  infrafcrirta  proporzionali^ 
ù,  trafcendente ,  che  è  della  quarta ,  e  della  feconda  fpecie  : 

e  perciò  tanto  ncir  algoritmo  nncvoj  quanto  nell'algoritmo 
mune  z^x/~^  moltiplicata  per  ^^^a^  produce  -4*^;  e 
queda  è  la  dimpftrazione  deUa  feconda  parte  ;  adunque ,  ec» 

11  che  dovea  dimoftrarii. 

COROLI^ARIO. 

^Dunque  nell' algoritmo  rsMiifiie ,  la  grandezza  fttimiìnmé 
ZÌL^'^A  fi  moltiplica  per  la  ^pxìàjem  fifswdìnmé 
mediante  X  unità  nfigsrìva. 

Scolio. 

N  Eir  algoritmo  comune  in  vano  fi  penfarebbe  di  valerfi  nel- 
la luddetta  moltiplicazione  dell'uniti  pofitiva  — |>Z,  mentre  in 
tal  calo  in  vece  della  proporzionalità  traicendente  (2),  o  non 
fi  avrebbe  alcuna  proporzionalità  pura,  o  trakendeni^,  oppu- 
re fi  avrebbe  quefta:  , 

-+-Z.r±^/ — a:  ^.  — 

la  quale  è  impropria;  imperciocché  nell'algoritmo  comune  A 
e  uguale  a  zi:%/^^^  moltiplicata  per  r±|/-^^,  in  virtù  del- 
la definizione  L.;  laonde  ne  lesuircbbe,  che  il  prodotto  (i±|/^^) 
(Hh^— ^)  larebbe  eguale  al  prodotto  ^^)(^^%/'^^)* 

Alno  /eolio. 

I.  In  quelle  proporzionali tk  pure,  o  trafcendenti,  alcuni  ter- 
mini delle  quali  fono  grandezze  Jìraordinarie ^  il  modo,  con  cui 
il  primo  antecedente  contiene  l' aliquote  dei  primo  conleguen- 

te 
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te  è  fimile  al  modo ,  con  cui  il  fecondo  antecedente  contiene 
le  aliquote  del  fecondo  confeguente  ;  eATendo  ciò  chiaro  per  le 
medefimo  in  ordine  alle  proporziaoalitk  pure ,  e  pei  coroUaiao 
II.  della  definizione  XLIV.  in  ordine,  alle  proporzionalità  tra* 
Icendentt* 

II.  Con  queib  oeiò ,  che  confiderando  in  tali  proponianap 
litk  la  €M$ei$ein;s  degli  antecedenti  in  ordine  alle  «liquoto*  de* 
loro  refpettivi  confeguenti ,  dee  ^fcinderfi  dall^  qualitii  flréh 
ordinaria  di  quei  termini,  i  quali  fono  grandezze  fiw0nriinmi9* 

III.  Si  fatto  prefcindimento  però  non  è  punto  neceflarìo , 

3uando  tutti  i  ternuni  delle  proponnonaliÀ  pure  ,  o  trafcen- 
enti  fono  gi^dezze  ftrmriìnmu;  ovvero  quando,  i  due  primi 
termini  fono  grandezze  ordinarle^  e  i  due  ultimi  fono  grandezze 
firaordinarie y  oppure  allorché  i  due  primi  termini  iòno  grandezze 
Jiraordìnarie ,  e  i  due  ultimi  termini  fono  grandezze. Of^ii«ri^  • 

IV.  Simiglianti  riflel&oni  debbono  aver  luogo  intorno  quelle 
proporzionalitk  pure,  o  trafcendenti,  alcuni  termini  delle  qua- 
U  lono  mifti  di  grandezze  mrdinarie ,  e  di  grandezze  ftrawdituh 
riey  e  fegnatamente  convien  riflettere  9  come  nel  fecondo  arti- 
colo  di  quefh)  Icolio,  che  in  si  fatte  proporzionalità  ,  allorché 
fi  confiderà  la  contenenxa  degli  antecedenti  in  ordine  alle  aliquo- 
te de' loro  confeguenti,  dee  parimente  prefcinderfi  dalla  quali- 
tà Jìraordinaria  di  quelle  porzioni  de' luddeiù  termini  midi)  le  - 
quali  lono  grandezze  firaordinarie, 

V.  In  lomma  nelle  fpccie  di  proporzionali  ih  accennate  tan- 
to nel  primo  articolo,  quanto  nel  quarto  di  qutfio  Icolio  ,  al- 
lorché fi  confiderà  la  contenenza  delle  aliquote  del  confeguente^ 
la  quale  compete  al  correlpettivo  antecedente,  deLLono  rilguar- 
darii  le  grandezze  firaordinarie  come  le  fi  riièrilfero  a  quella  for- 
ca d'algoritmo  comune o  nuvuo^  in  cui  tali  grandezze  non  fo- 
no firaordinarie: 

In  altro  modo  non  faprei  come  potrebbe  mai  concepirfi  1* 
effenza ,  e  la  fuififlenza  di  quefie  proporzionalitk  ,  e  trame  ^ 
come  tal  volta  convien  fare ,  illazioni  fimiglianti  a  quelle,  che 
Il  deducono  dalle  altre  proporzionalità  pure,  o  trakeiideiiti ,  le 
quali  coftano  di  tennini  tutti  ordinarj. 

.  "  £ee  Tbo. 
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TEO&fiMA  CLXXX.  ' 

N^Eil*  algorìcmó  tmmme  ,  e  ndi'  algoritmo  mmvo  ttl^/^^ 
moltiplicata  per  hk/^/i^  produce  •^HA: 

£  :±/^^4^  moltipUcato  per  produce.  ^//^. 

-  La^  lettera  /  fignifica  qualunque  grtndeiaa  pojhiva^  clie  può 
«icit  ancoia  non  omogenea  alli  A,  . 

ÙmoJhoTfionc  fn    algoritmo  comune. 

Pei  teorema  CLXXVIIL  fi  anno  quefie  due  proponaonaM: 

(2)  -4-Z.rt|/:5^::=?:i/:y:i-— -rf. 
Prendafi  /*  mmtÀ  aJfuntM  V  omogenea  alla  /  y  potendo  la  fteHa 
V  eflèr  anche  dtveria  dalla  prima  imtà  affurns  Z ,  e  fàcciafi 
la  feguente  pfopornonaliÀ  pura: 

i  termini  della  quale  (iene  moltiplicati  pe'  termini  correlativi 
delle  due  proporzionalità  (i),  e  (2),  e  fi  avranno  refpecti- 
iramente  le  altre  due  proporzionalità  infralcritte  in  virtù  de' 
teoremi  CXLIII.,  e  CXLIV.,  e  CLXVIL 
•  (3)  '^VZ,dtly/'^A:.:±l^/—A.'^llA, 

(4)  ^VZ.:±l^/Z^^'.i:^l^/Z^,^llA; 

ma  neir  algoritmo  comune  per  1*  articolo  IX.  dello  fcolio  annef- 
fo  alla  definizione  XXXVI.  VZ  è  uguale  a  Z,  confidcrando  V 
per  uniti  ajfunta  nella  formazione  del  prodotto  VZ  ;  adunque 
loftituendo  nelle  proporzionalità  (3)1  c  (4)  "t*^  cambio  di 
ne  verranno  pel  corollario  IX.  dc'principj,  e  pel  teo- 
rema CXXXIII.  le  due  reipettive  proporzionalità,  che  kguono: 

(5)  H-Z.H:/^/^:::±/^:ì.-4.//^, 

{6)  -+Z.H:/^/-qr7'::=Hh/i/':5r:4.  — //^, 
le  quali  a  tenore  delie  definizioni  XXXVI.  ,  e  XLV.  moftrano 
la  verità  del  teorema  in  ordine  ali'  algoritmo  comune. 

DtmoflroT^one  per  P  algoritmo  nuovo* 

Pei  teorema  CLXXVIIL  fuITitiono  anche  nell* algoritmo 
le  due  proporzionalità  (i)>  e  (a). 

Prcn^ 
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Delle  Proporzioni  Geometriche.  40^ 
Pjrendafi  come  fopra  la        e  fia  —  r  un'  altra  urtiti  ajffun^ 
taj  negativa,  ed  omogenea  a  — /,  in  modo  che  H-^può  ef- 
iere diverfa  da  H-Z  :  facciali  quella  propomonalicà  trafcca* 
dente: 

/::— /  //, 

e  i  termini  di  efla  fieno  moltipUcati  per  ordine  coi  termini  di 
ciafcuna  delle  proporzionali^  (i),  e  (2)  ,  mentre  in  v^of« 
^e*  teoremi  CXLIIL,  CXLIV.,.e  CLXVIL  ne  rifulteranno  le 
proporziofialitk  (3)1  e  (4). 

Riflettafi  01»,  clie  anche  nell*  aleorìtmo  mutm  «flumendo  ^ 
per  unitk  nella  formazione  del  prodotto  FZ  ^  fi  k  pel  teo- 
rema CLIIL  H-rZ  eguale  a  ,  e  perciò  pooondo  nelle 
proporzionalità  (  |  ),  e  (4)  «^Z  in  luogo  di  ^^VZ  fuffifttni^ 
no  pel  corollario  IX.  de' principi,  e  pel  teorenu  CXXXIIL  le 
proporzionalità^  (5),  e  {6)  anche  nell'algoritmo  mmm^  t  ri» 
marra  provato  intierameofe  il  teonsma.  Il  che  dom  dinu»- 
ftrarfi» 

COROLLAZIO. 

Le  proporzionalità  (5),  e  (6)  fanno  oonofcere,  che  nell'aU 
goritmo  Muvo  la  grandezza  ilraordinaria  zti%/i*lt  fi  molti- 
plica per  :±/|/^  »  ^  mediante  1'  unità  fùjp* 

Tbczbma  CLXXXI. 

N  Eir  algoritmo  n«ovo  ,  e  ncll*  algoritmo  emmmt  db  / i/TIj 
moltiplicata  per  ztl\/1^  produce  — HA; 

E  sb/i/'^^  moltipiicau  per  Zf.l^/'^À  produce  -^11 A • 

Dtmtflrta^jme  per  P  atgortnm  nuovo. 

Il  teorema  CLXXIX.  dk  le  due  proporzionalk^  tralcendemi 
iiifrafcrittc:  . 

(1)  — z.=ti/z:;f::=t4/=:i.— ^, 

(2)  — z.iti/zr^::=?i/::r:i.-^-^. 

Prcndafi  la  che  deve  eflcre  omogenea  ad  e  pntS  effere 
differente  da  Z ,  e  fi  confideri  «i*^  per  unV  altra  umtJ  ajjuw' 

£ee  z  fa 
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4'>4  Teoria  Generale 

ta  li  'tzativa.    Si  faccia  quella  proporzionalitk  trafcendente  : 

—  F.— /::  —  /.— //, 
i  di  cui  termini  fi  moltiplichino  pe*  termini  corrifpondenti  del- 
le due  proporzionalità  ^  poiché  in  tal  guiia  fi  a- 
vranno  pc*  teoremi  CXLIII.,  CXLIV.,  e  CLXVII.  le  due  re- 
ipettive  proporzionalità  feguenti: 

(3)  — KZ.dbV^::=tV=l.— 

(4)  — rZ.db  V:=:i::=f  V:=r>.H.//^. 

Neir  algoritmo  nuvpo  pel  teorema  CIJII.  —  FZ  è  uguale  a 
— Z ,  attelòchè  —  F  fi  confiderà  come  nnitk  negativa  alsun- 
ta  in  formare  il  prodotto  —VZ^t  quindi  le  fi  iòftituiice  — Z 
in  vece  di  nelle  proporetotialita  (3),  e  (4),  fi  vedran- 

no naiceie  qoefte  altre  due  proporzionali ik  cralcendenti} 

(5)  — 2.=t/i/1=7J::=±V^.— //^» 
{6)  — Z.=t/|/z:^::=FVrrT"-H-//^, 

«he  in  vigore  della  definizione  XLVI.  dimoftiano  la  veritli  dal 
teorema  nell'algoritmo  muno. 

DimoJiraT^one  per  [algoritmo  comune. 

Sl^lTfftono  le  pioporzionalick  (i)^  «  (a)  anche  nell*  algont* 
DIO  comune  pel  teorema  CLXXIX. 

Facciafi  per  tanto  quella  proporzionalitli  pura  : 
-♦-F.H-/::-+/.-4-// ,  con  alsumere  ^  per  un'altra  unitll  af- 
funta  ,  la  quale  può  efser  dififerente  dalla  Z  ,  ma  deve  efsere 
omogenea  ad  /,  indi  moltiplicando  i  termini  di  quefi*  ultima 
proporzionalità  per  quelli  delle  due  proporzionalità  (i),  e  (2) 
prefi  ordinatamente ,  fi  confeguiranno  pe'  teoremi  CXLIIL  y 
CXLIV.  ,  e  CLXVII.  le  proporzionalità  (3),  e  (4).  Oxa 
celi'  algoritmo  comune  fi  à  pei  teorema  CXXXIL 

. — F::-kZ.  — Z, 
e  per  la  definizione  XLV.  fi  à  eziandìo 

adunque  pel  teorema  CXLII.  fi  vede  efsere  —  eguale  a 
—  Z;  laonde  la  lurrogazione  di  — Z  in  luogo  di  — V7.  nel- 
le proporzionalità  (3},  e  (4)  renderà  la  proporzionalità  (5), 
e  (^)>  mediante  le  quali  anche  nell'algoritmo  comune  fi  pro- 
va 
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Deus  VrOFORZIONI  GB01CBTK.ICRB*  40^ 

va  il  tcofeoia;  adunque,  ec   II  che  dovea  «limoftiarfi. 

Corollario. 

^loibano  le  proporzionali  A  (5)1  e  (tf),  che  nell' algorìt* 
no  conume  la  grandezza  ftrmràjnma  zì:i%/^^A  ii  raoltiplioi 
per  it/f/*^»  ^  per  ^p/i/"^^  col  mezzo  dell*  unitl^  tugth 

Scolio. 

I L  metodo,  che  h  tenuto  nel  dimodraie  i  due  ultimi  teoftmt 
può  lervire  a  dimoilrame  degli  altri  concernenti  le  grandezze 
ftraordinarie,  e  icrvirk  anche  a  provare  T  iafraicritto,  che  ap^ 
particae  tUle  graoilezze  ordinarie. 

Teorema. 

R  Apprefentino  Af  «  ed  N  qualfivoglia  grandezza  ordinaria  » 
pcfitivay  o  negativa,  non  elTtndo  necelTario,  che  T  una  fia  o- 
mogenea  air  altra;  io  dico,  che  il  quadrato,  o  fia  feconda  di- 
gnità di  z±MN  è  uguale  a  -^MMNN  ncU'  algoritmo  cmu^ 
ttCf  c  i,  '-'MMNN  neli*  algoritmo  nuovo 

Dimostrazióne. 

SlacoZ  r  unitk  afTunta  omogenea  alla  JW,  ed  co  T  unità 
afifunta  omogenea  alla  N  y  dovendofi  avvertire  ,  che  il  legno 
lo  denota  —I-  in  ordine  ali*  algoritmo  comune  ,  ed  elprime  — 
in  ordine  all'algoritmo  nuovo;  e  che  i' unità  wo^può  eflj;rfiL  di- 
verla  dall'altra  unii^  toZ. 

I  ..Si  facciano  quelle  due  proporzionalità  pure,  g  tf afc.endenti : 
»•  U3Z.ztM::z±M.coMM,  *  ..... 

e  moltiplicando  per  ordine  i  termini  della  prima  con  quelli  del* 
la  leconda,  iufliiterk  pe*  teoremi  CLXVII.,  CXLIII.,  c  CXLIVT. 
quella  terza  proporztonaiiià  pura>  o  tralcendentc  :  . 
.  ùt2r»;4:^::i±MN.«rtilfllfNN;.  ;  c 

nclk!  algoritmo  /comune  per  1'  articolo^  X.  dello  fcolio  onne^ 
io  alla  definizione  XXXVI. ,  e  ^eil*  algoritma  murvoy  pel  teòrc- 
«  ma 


Digitized  by  Google 


40d  TbORIA  GBifB&ALt 

ma  CLIIL  la  s^ZV  h  ngiiale.a  c^F,  adunque  ponendo  t^T 
in  cambio  di  ZV  nell*  ultima  proporzionalità  fi  octenì  la 
feguente  pel  corollario  IX.  de*  prìncipj ,  e  pel  .  teorema  CLIIL 

e  quindi  per  la  definizione  XLIX.  ^OMNN  ùak  efgiuìe  al 
quadrato,  o  fia  feconda  dif>nidi  ^MN  in.  ordine  ad.ambedoe 
gli  algoritmi  emiMtf  e  mtom.  Il  che  dovea  dimoftiarfit 

Corollario. 

1.  Il  quadrato,  o  fia  feconda  dignitk  di  ^MN  è  aneora  e* 
^uale  a  u^MNMNj  cioè  a  ÀMN^ztMN  per  la  definiaio* 
ne  XLIX»;  adunque  nell*  algoritmo  ewmim  ^MMMf  è  ngua» 
le  a  ^MNMN;  e  nell'algoritmo  mim  ^MldNN  è  ugua» 
le  A  ^MNMN. 

ILE  confeguentemente  nell*  algoritmo  comune  anche  ^MM 
NN  fark  eguale  a  — MNMNy  e  nell'  algoritmo  imtvo  anche 
^3mNN  fàA  eguale  a  ^MNMN. 

Teorema  CLXXXII. 

N  EU'  algoritmo  amnmcy  e  neir  algoritmo  mttvo  ztl^/'^é  ^ 
uguale  a  sk^/^^i^^/  ^  ztl^Z^  è  uguale  a  zAL^^^ulf 

D$moflr07^onc  della  prima  parte* 

I N  ambedue  gli  algoritmi  cemune  ,  e  tmvoe-  :±/|/^  molti- 
plicata per  fe  fteifa  e  uguale  a  -f //^  oel  teorema  CLXXX.,. 
c  zt|/-#.//«  moltiplicata  per  fe  flefTa  è  uguale  z  -^lla  pel' 
teorema  CLXXVIII.  ;  adunque  è  la  leconda  dignità  tan- 

to di  z±/|/i;r^>  quanto  di  zt^-^Um ,  e  conleguentemente  pel 
corollario  II.  del  teorema  CLIX.  z±/^I^è  uguale  a  ^^m^ui 
lì  che  dovea  dimodrarfì  in  primo  luogo. 

La  feconda  parte  fi  dimoftra  nella  medefìma  guifa ,  che  la 
prima,  purché  in  vece  di  ztl^~0y  zt^/Z^ìlZ  y  e  ^11  a  ^ 
Icrivafi  rclpettivamente  ^/|/zr;,  it^/ZT/T^,  e  -^llay  c  in 
cambio  di  allegare  i  teoremi  CLXXX. ,  e  CLXXVIIL,  fi  al- 
leghino refpettivamente  i  teoremi  CLXXXI. ,  e  CLXXIX»^ 
achinquc  il  teorema  è  inceramence  dimoilrato. 

Tbo- 
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Tborbma  CLXXXIIL 

Neh' algoritmo  nuovo  ^  e  nell'  algoritmo  comune  la  radice 
feconda  d'  una  grandezza  negativa^  v.  g,  di  *— ^>  dee  pren^^ 
deiii  mediante  T  unitk  negativa» 

DiMOSTRABIONB. 

La  dimodrazione  di  queflo  teorema  nell'algoritmo  nuovo ^ 
naice  immediatamente  dai  teorema  CXLIV.; 

£  neir  algoritmo  comune  dal  corollarìo  della  definizione  L. , 
ove  fi  prova  quefta  proporzionalità  iiaTceiidente  della  rdla,  e 
fettima  Ipecie: 

U  che  dove»  dimoftrai^  • 

Corollario* 

N^l* Algoritmo  comune y  fé  -f  (quantunque  in  apparensa' 
di  grandezza  pofìtiva)  deiiotafTe  in  realtì^  una  grandezza  ftegém 
tiw^  V  g.  —  uf,  la  radice  feconda       di  fi  dovitbbe 

prendere  mediante  T  unià  negativa ,  e  concepirfi  quefta  .veiA, 
proporzionalità  traicendente,  che  in  realÀ  .è  della  lelU}  c  Ice» 
tima  fpecie  : 

cioè  ^Z.:±h:::±à,—JÌ. 

Teorema  CLXXXIV. 

^£ir  algoritmo  comune ,  e  nell'  algoritmo  mMt»  In  radice 
feconda,  d'  una  grandezza  pofitiva»  'v..g*  di  «i^^  dee  prcndccfi 
mediante  T  unità  fofitiva  • 

Di.mostbazijonb* 

La  dtmodrazione  del  prefente  teorèma  nell'  algoritmo  amt^  - 
ne  è  un'  immediata  conieguenza  del  teorema  CXLIV.; 

£  nell'  algoritmo  nuovo  deriva  immediatamente  dal  corolla- 
rio della  .definizione  LI.^  in  cui  è  provata  quefta  proporzione^ 
liik  puia»  o  traicendente  della  qutnu  Ipecie: 
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Corollario. 

Eir  algoritmo  nuovo  ^  fe  — /'^  (  quintunque  in  apparenza 
di  grandezza  negativa  )  efprimeflc  in  reali^  una  grandezza  po- 
fttiva^  V.  g.  -t--^,  la  radice  Icconda  di  — bb^  fi  dovreb- 
be prendere  mediante  V  unirk  pofitiva ,  e  formare  quella  vera 
proporzionali ,  che  in  reaick  è  fura  y  o  della  ^umta  fpecie: 

-+.Z.db^t:z±^.  —  bb^ 
cioè  -f-z.zt^-'zt^.-*--^. 

Tborbiia  CLXXXV.       .  . 

EU*  algoritmo  comune  y  e  nell'algoritmo  nuovo  ^  una  gran- 
dezza firaordinarìa  può  moltiplicare  una  grandezza  ordinmé 
pofitiva)  o  negativa, 

pimoflra^^me  della  prima  parte , 

R.Apprefenti  «  qualfi voglia  grandezza  ordinaria  pofiuva,  e 
così     che  potÀ"  erprìmere  anche  1*  unick  naturale  • 
Neil*  algoritmo  comune  t 

(i)  H-Z.-+f::db/i/^.dbf/|/— 
è  una  vera  proporzionsUitk  pura  y  o  trafcendente  della  prima 
fpecie  ! 

è  una  vera  proporzionalitìt  trafcendente  delta  terza ,  o  della 
quinta  fpecie; 

Adunque  in  vùrtù  delle  definizioni  XXXVL,  c  XLV,,  €&• 
U  che  dovea  primieramente  dittioflrarfi. 

DimoftroT^onc  della  feconda  parte* 

R  Imangano  a     e  ad  /  ie  fignificaziom  efpoiie  di  (òpra. 

Ncir  algoritmo  nuovo:  

è  una  vcfa  piDpoffzioiialitlt  tiaicciideiite  delU  fefta,  o  quartt 
fpecie: 
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Delle  Proporzioni  Geomitriche.  40^ 
(4)  — Z. — c::i±/*/:^.I±f/^HKl, 
è  una  vera  proporzionalitk  trafcendente  deUa  feconda)  o  Te  tei- 
ma  Ipccie: 

Adunque  per  la  definizioiie  XLVI.)  00,.  Il  che  dovea  f^-^ 
coodariamente  dimoftiarfi. 

Teorema  CLXXXVI. 

^£U*  algoritmo  emune^  c  nell'algoritmo  mtwo  una  grandez- 
za ibaordinarìa  può  eCTere  roohìplicau  per  una  grandezza  ordi- 
naria pofitiva,  o  n^ariva. 

Confervino  Cy  ed  /  le  loro  fignìficazioni, 

Pmmmuk  la  proporzionalità  (i),  e(a},  notate  nella  dimo- 
ftrazione  della  prima  parte  del  teorema  precedente,  fi  anno  le 
due  infrafcritte  per  1*  algoritmo  comune: 

-4- Z .  2± /i/^^  1 1 •  ;±  ^  /  i/— ^» 

-+ Z . z±  / ^ ^5 :  :  — -c. c / 1/ — >i , 
la  prima  delle  quali  è  una  proporzionalidi  pura,  o  trafcenden* 
te  della  terza  fpecie,  e  la  feconda  è  una  proporzionalità  tra- 

(cendente  della  prima,  o  quinta  fpecie. 

Permutando  le  proporzionalità  (3),  e  (4)  regiftrate  nella  di- 
molhazione  della  (econda  parte  del  precedente  teorema  fi  ot-. 
tengono  le  due  feguenti  per  T  algoritmo  nuQfVOi 
. /^^^  :  :  H-.f .  =f  f  /  ^-^j 

la  prima  delle  quali  è  una  proporzionalità  trafcendente  della 
fella,  o  leconda  ipecie;  e  la  leconda  è  una  proporzionalità  tra^ 
fcendcnte  della  quarta,  o  fcttima  fpecie; 

Adunque  per  le  definizioni  XXXVI. ,  XLV. ,  e  XLVI,  nell* 
algoritmo  comune^  e  nell'algoritmo  nuovo  una  grandezza  flraw» 
dmarta  può  edere  moltiplicata  per  una  grandezza  ordinaria  po« 
fitiva,  o  negativa.    Il  che  dovea  dimoìlrarfi. 

Teorema  CLXXXVII. 

^£ir  algoritmo  «DNMiir,  e  odi*  algoritmo  nuovo  il  prodotto 
di  una  grandezza  ftrtmdhkma  (  pofiriva,  o  negativa  )  moltipli- 
cau  per  una  grandezza  ordinaria  (  pofitiva  ,  0  negativa  )  è  a* 

Fff  gua* 


Digitized  by  Google 


410  TEO&IAGSNBftALB 

guale  al  prodotto  dcUa  medefima  grandezza  «nlfMrM..(pofiti- 
\a,  o  negativa)  moltiplicau  per  la  fteflà  grandezza  fifmréHiuh 
rìa  (  pofitiva,  o  negativa  )  ;  ^       . .  , 

In  ambidae  gli  algoritmi  tomufte^  e  mtovo^  c^r  fignifichi  la 
grandezza  ordinaria  pofitiva,  o  negativa; 

NeU'  algoritmo  eomittte  >  ztlf/^A  (ìgnifichl  la  grandezza 
flrMordttiénria  (pofitiva,  o  neeativa),  intendendo  per  /qualfi vo- 
glia grandezza  ordinaria  pofitiva ,  ed  anche  1*  tudÙL  naturale; 

■  Neir  algoritmo  nuovo  ^  ztl^-^A  lignifichi  la  grandezza  ftro' 
ordinaria  (pofitiva,  o  ne^tiva)  conlèrvando  /  la  fignificazione 
ciprellà. 

Dìmojìrazione  della  prima  parte, 

^Eir  algoritmo  €omunc  pel  teorema  CLXXXV  fi  ^  quella 
pioporzionalit^  pura^  o  trafcendente: 

H- Z .    f  :  :  db  /  i/=r:5 .  Co  c  X  (  i±  /        ) ,  ' 
e  pd  teorema  CLXXXVI.  fi  k  queft'  altra  proporzionalidi  pu- 

M,  o  trafcendente: 

Z .  =t  Z^/:^:  :  Co  c.  Co  f  X  (d:  V=»  i 
gli  ultimi  termini  di  quelle  due  proporzionalità  fono  tra  loro 

eguali  ;  r  ultimo  termine  delia  feconda  è  il  prodotto  di  i±/ 

^ZT^ì  moltiplicato  per  «o  c  in  virtù  delle  definizioni  XXXVI., 

e  XLV.  ;  r  ultimo  termine  della  prima  è  il  prodotto  di  <oc 

moltiplicata  per  z±lx/':^^  in  virtù  delia  definizione  XXXVI., 

e  XLV.;  adunque,  ec.  £  quella  è  la  prova  della  prima  parte.. 

DimoftraT^ìone  della  feconda  pmte* 

Slmilmente  nell'  algoritmo  nuonjo  pel  teorema  CLXXXV.  fi  k 
quella  proporzionalità  traicendente  : 

e  pel  teorema  CLXXXVI.  fi  k  queft'  altra  proporzionalità  tra- 
fcendente: 

—  Z.zt/i/irJtrcor.cocXCrt/i/^ir:?): 
gli  ultimi  termini  di  quelle  due  proporzionalitk  fono  eguali  tra 
loro;  l'ultimo  termine  della  feconda  è  il  prodotto  di  itl^/ZiTi 
moltiplicato  per  co  c  in  virtù  della  definizione  XLVI.  ;  e  T  ul- 
timo 
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timo  termine  della  prima  è  il  prodotto  di      c  moltiplicata 
per  z±I^Z^  in  virtù  della  definizione  XLVI.;  adunque,  ec; 
e  quella  è  la  prova  delia  ieconda  parte.    Il  che  dovea  dimo- 
llrarG . 

Scolio. 

Coi  medefimo  tenore  di  dimoftrazione  G  proverebbe,  che  in 
entrambi  gli  algoritmi  comune y  e  nucvo  il  prodotto  della  gran- 
dezza ordinaria  zt  b  moltiplicata  per  T  altra  grandezza  ordi- 
naria bsc  è  uguale  al' prodotto  di  c^c  moltiplicata  per 

Alno  /colio» 

Lf  A  dimoftratione  del  feguente  teorema  dipende  da  quefto 
principio  fuppofto  da  tutti  gii  Analifti. 

?<me  due  eiprelfioiii  analitiche  coftanti  di  quaUìvi>glia  nume- 
ro di  pani  pofitive,  o  negative,  una  di  eflè  fi  moltiplica  per 
r altra,  quando  tutte  le  parti  d'una  efpreffione  (prefi  ad  una 
éd  una)  fi  moltiplicano  per  tutte  le  parti  dell*  aura  efpreflio- 
ne  prefi  ad  una  ad  una» 

Di  quefto  medefimo  principio  io  mi  varrò  anche  nella  con- 
tinuazione* 

Un  altro  principio  confimile,  parimente  fuppoilo  da  tutù 
gli  Analisi,  è  il  leguente: 

Un*  efpreffione  analitica,  coflante  di  qualfi voglia  numero  di 
parti  pofitive ,  o  negative  ,  fi  divide  per  un*  altra  grandezza 
(pofìtiva,  o  negativa)  ovvero  per  un  altra  efprefsione  anali- 
tica coftante  di  qualfivoglia  numero  di  parti  pofitive,  o  nega- 
tive, quando  tutte  le  parti  della  prima  cfprclsione,  {prefe  ad 
una  ad  una)  fi  dividono  per  la  fuddetta  grandezza  pofitiva,  o 
negativa,  ovvero  relpettivamente  per  la  feconda  elprefsione* 

Tborbma  CLXXXVIIL 

N^Eir  algoritmo  comune^  e  nelF  algoritmo  nuovo  io  dico,  che 
la  radice  Ieconda  attualmente  .t{ir  midi  da  una  grandezza,  che 
non  à  tale  radice  ordinaùay  venendo  aggiunta  ad  una  grandez- 
za ordinaria,  ovvero  da  efla  lottratta,  T  aggregato,  ovvero  re- 

Fff  a  fpet- 
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fpcitivamente  la  differenza  ^  non  faranno  grandezze  puramente 
ordinarie. 

L*  elempio  ùrk  meglio  comprendere  il  fenfO)  e  la  dimodra- 
zione  di  quefto  teorema. 

Neil'  algoritmo  comune  fìa  Hh^  la  radice  feconda  attualmente 
cftratta  dalla  grandezza  —  che  in  detto  algoritmo  non  à 
la  radice  feconda  ordinaria ,  cioè  fia  i±  ^  zz  zt  i 

£  nell'algoritmo  nuovo  dt^  la  radice  leconda  attualmen- 
te eilratta  dalla  grandezza  -h  Ay  che  nell*  algoritmo  nufwo  non 
\  la  radice  feconda  ordinaria,  cioè  fia  db^zizti/-^- 

In  ambedue  gli  algoritmi  comune ,  e  nuwo  fia  e  una  gran- 
dezza ordinaria  omogenei  alla  A; 

io  dico,  che  nell'  algoritmo  comune^  e  nell'  algoritmo  jmmo» 
r-f  ^)  e  c—b  non  fonò  grandezze  fmtmeme  ordinarie. 

Dimostrazione, 

S  £  nell'  algoritmo  comune  le  due  grandezze  rapprefentate  per 
cz±.h  foflero  grandezze  puramente  ordinarie  »  il  quadrato  di 
€z±b  farebbe 
ec^bc 
Z±bc^bb 

pe' teoremi  CXLHI.,  e  CXLIV.,  cioè  il  quadrato  di  e:±b 
rebbe  cc':±icb-^bb  ^  c  bb  farebbe  pofitivo  per  i*  allegato  teo- 
rema CXLIV, ,  laddove  bb  deve  effere  megativo ,  ed  eguale  a 
pel  teorema  CLXXIX. 
All'  oppodo ,  fe  neir  algoritmo  mn-oo  le  grandezze  efpreilè 
per  cz±b  fofsero  grandezze  puramente  ordinarie)  il  quadrato  di 
rst^  farebbe 

—  bb 

pe' teoremi  fopraccitati  CXLIII.,  e  CXLIV.,  cioè  li  quadrato 
di  cz±ib  farebbe  — cc'^lcb  —  bb  ^  e  — bb  larebbe  negativo 
pel  teorema  CXLIV. ,  quando  eller  dee  pojittvo ,  ed  eguale  a 
r¥A  pel  teorema  CLXXVIII.; 

Adunque  nell'  algoritmo  comune  ,  e  nell'  algoritmo  nuovo  c 
T^bj  e  c^b  non  ibno  grandezze  puramente  ordinane  ,  ma  c 

è  gran* 
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.è  grtndcm  arémaria  ^  e        è  grandezza  Jhmrdtnmgy  quan* 
tunque  fia  smudmmte  eftratta  da         neli'  algoritmo 
e  da        nell'algoritmo  nuovo.  Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Altra  dimoJìroT^jpnc  * 

Se  nell*  algoritmo  comune  le  grandezze  denotate  per  tzk^ 
foflèro  grandezze  puramente  ordinarie,  C'^h  moltiplicata  per 
€^b  produrebbe 

-l-rìÌH-(H-^)(— cioè  cc-^hb  pe*  teoremi  CXLIII.  j 
e  CXLIV. ,  vale  a  dire  (-♦•^)(— ^)  darebbe  eguale  a  — 
il  che  è  contrario  al  teorema  CLXXIX. ,  in  vinii  del  quale 
— b)  è  Ugnale  a  H-^^,  cioè  a  -^A; 
£  le  nell*  algoritmo  nuovo  le  grandezze  fignifìcate  per  r:±^ 
foifero  grandezze  puramente  ordmarìe 9  (c-^h)  moltiplicato  per 
r— ^  darebbe 

— f^H- (h-^)  ( — ^)  ,  cioè  — ce Ih  pe*  teoremi 
CXLIII.,  e  CXLIV.,  vale  a  dire  (-4-^)(— ^)  farebbe  egua- 
le a  il  che  ripugna  al  ttorcma  CLXXVIIL,  in  vigore 
di  cui  —      è  uguale  a  — bò^  cioè  a  — 

Adunque  nell'  algoritmo  comune  ,  e  nell'  algoritmo  nuovo 
c^b^  e  r  —  b  non  lono  grandezze  ^Mr^mr»/;  ordinarie  •  Il 
che  dovea  dimoltraxfi. 

Scolio, 

Cbe  ferve  a  /piegar  diflintamente  il  feufo  di  quefio 

teorema» 

I.  PEr  cagion  d'efempio,  fe  rZZ5,  ed  A^^-^ 
Neir  algoritmo  comune  larU 

.    zt  |/lir7==fc^  — i"  =  zt  I  2  I  >  (il  numero  a  è  fcri^ 
to  tra  due  linee  per  contrafsegno ,  che  e  una  grandezza 
ordinaria ,  e&endo  quefto  lAir  pofirivo ,  o  negativo  uguale  alla 
radice  di  — -4  preia  mediante  F  unità  negativa);  e  iark 

Adunque  fecondo  qucdo  teorema,  5«i|.|a|  non  è  uguale 
*  7ì  ^  S*~"l^l  non  è  eguale  a  3.  ,  H 
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li  quadrato  di  a|  non  è  uguale  a  4P  ^  mar  a  ip h* 
Z0I2I;  e  il  quadrato  di  5^1  a I  non  è  uguale  s  ^>  ma  a 
ap— 10I2I;  . 

Finalmente  il  prodotto  di  5-4-1  a  |  moltiplicato  per  5^ 
I  2 1  non  è  uguale  a  ai)  ma  a  ap . 

Neil*  algoritmo  nuovo  poi  iark  ^^/Z^zz^f/^IT^^zt 
\%\  (il  numero  2  è  qui  ancora  una  grandezza  ftraordinaria  j 
mentre  quefto  due  pofìtivo,  o  negativo  è  uguale  alla  radice  di 
H-4  preia  mediante  V  unità  polìtiva);  e  fark  cHh^^^Hh|  x|« 

Adunque  pel  prefente  teorema  5H-I2I  non  è  uguale  a  7^ 
e  5  —  I  a  I  non  e  uguale  a  3  ;  il  quadrato  di  5  -4*  |  2 1  non  è 
uguale  a  —4^9  ma  a  —  ap— io|  2I,  e  il  quadrato  di  5— 
I  2 1  non  è  uguale  a  — -p  ,  ma  a  ap-4- 10  j  2 1  ;  e  in  fine 
il  prodotto  di  1  2 1  moltiplicato  per  5— |  a|  non  è  ugua- 
le a  —21,  ma  a  «—  2p  ♦ 

II.  Tutto  ciò  non  parrà  flrano  ,  fé  fi  rifletterìi ,  che  nell' 
algoritmo  comune  z±  |  2  |  non  c  uguale  a  zt  2  ,  imperciocché 
fe  folse  zt|2|zzz±2,  farebbe  pel  corollario  I.  del  teorema 
CLVIII.  il  quadrato  di  zt  I  2  j  eguale  al  quadrato  di  r±2, 
cioè  pe*  teoremi  CLXXXX. ,  e  CXLIV.  farebbe  — 4:z:h-4; 
il  che  è  alsurdo. 

Parimente  nell'  algoritmo  nuovo  db  I  2 1  non  è  uguale  a 
rt2,  mentre  le  folse  i±  |  2|~z±2,  farebbe  pel  corollario  I. 
del  teorema  CLVIII.  il  quadrato  di  z±  |  2  |  eguale  al  quadra- 
to di  Hh2  ,  cioè  pe'  teoremi  CLXXVIII.  ,  c  CXUV.  larebbe 
— 1-411:— 4.  Il  che  è  fimilmcnte  alsurdo. 

III.  Qiieilo  efempio  moltra,  che  tanto  nell'algoritmo  comth 
ne  y  quanto  nell*  algoritmo  nuovo  un  numero  Jiraordinario  non 
può  confonderfi  per  via  di  addizione,  o  di  fottrazione  con  un 
numero,  ordinario» 

Similmente  in  ambidue  gli  algoritmi  comune ,  e  mmno  una 
linea  ftraordinaria  non  può  confonderfi  per  via  di  addiiionC) 
o  per  via  di  fottrazione  con  una  linea  ordinaria. 

£  cos\  in  ogni  genere  di  grandezze,  ec* 

IV.  Nell'algoritmo  rwiMJir  prendendo  il  quadrato  di  r^^^ 
e  il  prodotto  di  €r¥k  moltipucató  per  c— ^,  tutti  i  frodom 

par- 
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pannali y  che  entrano  nel  quadrato,  e  nel  prodotto,  fi  forma- 
no mediante  T  unitk  pofifha  ^  a  riferva  di  (.:±^)(i±^)  nel 
quadrato,  e  di  (-»-^)  (— ^)  nel  prodotto,  che  fono  formati 
mediante  T  unìtX  negativa^  sl  cagione  di  *l-^>  e  di  -^^  graii» 
dezze  Jìraordtnarie . 

Cosi  neir  algoritmo  nuovo ^  allorché  fi  prende  il  quadrato  di 
cz±b -,  e  il  prodotto  di  c^b  moltiplicata  per  c  —  by  tutti  i 
prodorti  parlali ^  che  entrano  n-A  quadrato,  e  nel  prodotto,  fi 
formano  col  mezzo  dciT  unitk  wr^/j^/W,  eccettuati  (^b)  (ztb) 
nel  quadrato,  e  (-+-^)( — b)  nel  prodotto,  che  lono  formati 
col  mezzo  dell'  unità  pn/ìtiva  a  caula  delle  grandezze  firaordU 
nar'ie  -¥  b  y  e  — b.  Ma  le  2±b  rapprelentalse  una  grandezza 
ordiniria  nel!' algoritmo  comune  ^  e  parimente  una  grandezza 
ordinaria  nell*  algoritmo  nuovo ,  allora  tutti  quanti  i  prodotti 
parziali  y  che  entrano  nel  quadrato  di  r=±^,  e  nel  prodotto 
Ai  C'^b  moltiplicata  per  r— iiurebbero  formati  col  mezzo 
dell*  unidi  pofitha  nell*  algoritmo  comune ,  e  dell*  unit^  negati^ 
vg  nell'algoritmo  nuovo. 

Avvertimento. 

Il  teorema,  che  fegue,  doveva  efler  collocato  pi&  addietro; 
ma  eflèndo  ftato  omme&o,  avrk  qui  luo^o.  £gh  è  iiecefsario 
nell'algoritmo  mtvwy  ed  io  ne  farò  ufo  m  appreiso,  cioè  nel- 
la feconda  maniera  di  rifolvere  1'  equazioni  del  quarto  grado 
mediante  il  fuddetto  algoritmo. 

Teorema  CLXXXIX. 

Olnoti  Co  il  fegno  più,  ovvero  meno  ad  arbitrio  ;  io  dico» 
che  neir  algoritmo  nnofuo  fufsiflono  quefte  quattro  equazioni. 

Co  (  ^  ::±  £  )  X  B  =z — uj  £5 , 

lo  ( =t  £  )  X — B  z=  Co      zt    £  B , 
— B  X  lo  (  ^  :±  £  )  =  Co  B^  =±  Co  ££ , 
nelle  quali  non  è  necelsacio,  che  B  fia  omogeneo  ad  Ay  ed  £. 

Di. 
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''V 

Dimostrazione. 

R.  Apprefend  -«-Z  T  unitU  wggfhs  0jpimé» 

Avendo  riguardo  al  lignificato  dei  primi  membri  delle  quat* 
tre  equazioni  foprafcrìttef  e  alla  definizione  XLVI.,  è  chiana 
die       dimoftrato  il  teorema,     fi  proverìt  la  fuflifteaza  del* 
le  quattro  proporziooalitli  tralcendentali  iafrafcrìtte: 
ri)  ^Z.^(^A:^E)\iB.'-^^JiB^^EB^ 
(2)  '^Z.Bixyi{AAE).^i^BAz:^i^BEy 
(3}  — Z.«<9(^;±£)::— B.V)^=t(o£B, 
(4)  «-Z.-— B::&»(^:±£). Co 
Per  dimoflrare  adunque  tale  fulsiftenza  riflettafi: 

I.  Che  i  due  fegni  e  — «h»  fignificano  meno,  e  che 
i  due- fegni  e  — —  fignificano  piik.  Atteibchè  i  quat- 
tro fegni  fuddetci  non  dinotano  qui  moltiplicazione ,  ma  rap- 
prefentano  :  il  primo  pofizione  di  fiato  negativo  ;  il  fecondo 
negazione  di  fiato  fofiiivo  ;  il  terzo  pofizione  di  fiato  pofiti- 
vo;  il  quarto  negazione  di  fiato  negativo*  Veggafi  il  corolla- 
rio IV.  delle  preluppofizioni  )  e  lo  Icoiio  annelso  al  coroilario 
V,  di  cfse . 

II.  Che  i  primi  due  termini  delle  proporzionalitli  trafcen* 
denti  (i),  (2),  (3j,  (4)  lono  in  iftato  analogo  rifpetto  ai 
due  ultimi  ;  e  che  i  quattro  termini  di  cialcuna  di  else  pro- 
porzionalità, confiderati  tutti  come  pofitivi,  coftituifcono  una 
proporzionali tìi  pura  per  la  definizione  XXXVI.,  e  pe' teoremi 
XCVII.,  e  XCVIII.  ;  adunque  le  quattro  proporzionalità  tra- 
fcendenti  fuddette  lulsiftono  pel  corollario  XV.  della  definizio- 
ne XLIV..  £  il  teorema  è  dimofirato  in  tutte  le  fue  parti. 

Corollario  L 

O  A  quefto  teorema  pofsono  dedurfi  confeeuenze  fimili  a  quel- 
le de' corollari  de'  teoremi  XCVU.  ,  e  XCVIll.,  e  degli  icolj 
anneisi  ai  medefinii  coroilarj. 

Corollario  II. 

COn  fimigliante  maniera  fi  potrk  dimoftrare  anche  per  Tat 
goiitmo  comune  un  teorema  iìmiliisimo  al  prclente.  Av- 
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Avvertimento. 

S  Iccome  in  ouefto  trattato  io  non  mi  fono  valfuto  del  me- 
todo degli  egualmente  moltiplidy  cosi  mi  era  difnenticato  di  di- 
noftrare  fecondo  i  miei  principi  la  definizione  V.,  e  VII.  del 
^into  libro  d*  Euclide,  che  eiprimono  proprietà  notabili  delie 
proporzioni  eguali  9  e  difuguali;  ò  hioluto  pertanto  di  aggiun- 
gere i  due  feg^enti  teoremi,  che  ne  contengono  le  dimoibraziom» 

Teorema  CXC. 

Sicno  le  quattro  grandezze  By  C,  Dy  e  denotino  Pt^  f 
due  numeri  ad  arbitrio,  ma  intieri,  e  pofitivi,  che  poflono  ei- 
fere  eguali  tra  loro,  o  dii uguali  (  potendo  in  oltre  />,  e  q  (ì- 
gnificare  anche  1*  unitk  )  ;  fe  le  quattro  grandezze  pA  %  qB  y 
pC^  qD  fono  tali,  che  eflendo  la  prima  pA  eguale,  ovvero 
maggiore,  o  minore  della  feconda  qB^  anche  la  terza  pC  fìa 
eguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  minore  della  quar- 
ta e  ciò  fempre  accada,  qualunque  fia  il  numero  iìgni&- 
cato  dalla  />,  e  il  numero  denotato  dalla  q\ 
Io  dico,  che  iuffifle  quefta  proporzionalick: 

(1)  A,B::C.Dy 

i  due  ultimi  termini  delia  quale  non  è  neceUàrioi  che  fieno 
mogenei  ai  due  primi  •  , 

DiMOSTBikZIONB. 

S  E  per  impoffibile  la  proporzionalitk  (  i  )  non  fuflifte ,  pren- 
dati pel  pollulato  la  grandezza  F  omogenea  alla  A  tale,  che 
abbìafi  l' infrafcrìtta  proporzionalitli: 

(2)  r.B::C.Z>, 

e  in  virtù  ,<lel  corollario  III.  del  teorema  XIL  fuflifterk  queft" 
altra  proporzionalità: 

(3)  py-qBiipC.qD. 

Defignando  con  U  lettera  O  là  difièrenzt,  che  paflà  tra  h 
Ay  e  la  fi  BvÀ  la  A  eguale  ad  r=±0,  cioè  ad  V-^Oy  fe 
A  è  maggiore  di      e  ad  V—Oy  fe  ^  è  minore  di  V. 

Laonde  fA  Dui  eguale  a  p{yztO)y  comprendendo  ambi- 

Ggg  due 
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due  i  cafi  in  una  loia  efpidDone  9  e  pe'  corolla?)  XXII. ,  e 
«  ^XVII.  de'  principj,  fark  parimente  eguale  a  pV:±pO,  - 
Dopo  quelle  premelTe  facciail  denotare  dalle  lettere  e  ^ 
numeri  tali,  che  ^  fia  Tempre  maggiore  di  e  ^ B  fia  proU 
fimamente  maggiore  di  quando. il  legno, doppio  rignifi- 
ca  ma  fia  proflìmamente  minore  di  quando  :±  fi- 
gnifica  —  ;  il  che  è  poflibile  ,  attefa  la  liberti ,  che  fi  \  di 
prendere  il  numero  p  grande  quanto  fi  vuole,  donde  poi  ficgiie 
la  determinazione  del  numero  q  ^  le^on^o  i'  eiìgenza  di  quuU 
corruzione. 

Sarh  pertanto  pV^B  maggiore  di  qB^  o  eguale  a  qB^  quan* 
do  i±  denota  — f-;  ficcome  pV-^B  iarà  minore  di  qBy  o  tguac 
le  qB^  quando  i±  denota  —  ; 

Imperciocché,  acciò  qB  fia  profTimamente  maggiore  di  pV ; 
allorché  zt  è  — 1-,  qB'-^B  efler  dee  minore  di  pF^  o  eguale  a 
pf^;  laonde  ^Befier  dee  minore  di  pV-^-B^  o  eguale  a  pV-^By 
vale  a- dire  pV^B  efier  dee  maggiore  di  qB^  o  eguale  a  qB^^ 
.  allorché  z±  è 

E  fimilmcnte  ,  affinché  qB  fia  proflìmamente  minore  di  pV^ 
allorché  zt  è  — qB—i-B  deve  efler  maggiore  di  o  egua- 
le a  py^  e  per  conleguenza  deve  efler  maggiore  di  /)F — 5, 
o  eguale  a  pF-^B ,  vale  a  dire  pV^B  deve  eflia:  otìW^  di 
qB^  0  eguale  a  ^B,  allorché  rt  é  , 

Éflèndofi  dunque  provato ,  che  quando  denota  ,  pV 
è  maggiore  di  ^B,  o  eguale  a  ^B,  è  vifibile,  che  allora 
pV'^pO  larìk  maggiore  di  ^B;  ed  eflendoG  eziandio  prova- 
to, che  quando  zt  deaoc»  — »  ^K— ^  è  minore  di  ^B,  0  e* 
guale  a  ^B>  e  del  pari  m^nifeilo,  che  alkwa  pV'^pO  iark  mi- 
nm  di  qB;  mentre  iècondo  la  coftruzione  fO  è  kmpre  ma^ 
giore  di  B  in  qualunque  modo  fi  pienda  il  i^no  Ora  m 
virth  della  proporzionalitlt  (  3  ) ,  che  nafce  dalla  fuppofla  pro- 
porzionalità (2),  e  dal  corollario  X,  de'principj,  le  pV  t  u- 
guale ,  ovvero  .maggiore  »  o  minore  di  ^B ,  anche  fC  è  tiguap 
k,  ovvero  refpcttivamente  maggiore,  o  minore  di  qD\ 

Adunque  rìmanen<Ìo  ferma  la  coftruiione  g9t  latta)  fi  vedcy 
che  nelle  quattro  grandezze  inirafcritte 
i^:±pO)y  qB,  fC,  ql>  può 
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Delle  PROP«ftiie«i  Qbowbtmoib.:  41^ 
fSb  Mcadere,  aifoitohè  il  lìsgno  Ìig0ifl«i  H>)  che  U  prima. 
lpVz±pO.)y  cioè  pA  maggiore  della  iècpnda  fB  |  e  la  ter- 
za pC  fia  mÌMiv  della  quarta  qD;  atteibchè  nella  coftruztòne 
qB  fi  è  fatta  proilimamente  maggiore'  di  pF^  cioè  pF  fi  è  far* 
ta  minore  di  qB  (  donde  pfovaìi  come  fopra ,  che  pC  è  .mi- 
nore di  qD)y  e  nientedimeno  fi  è  dimoAmco»  «he  {py-^fO)^ 
vale  a  dire  pA^  è  maggiore  di  qB, 

£  può  ancora  accadere  ,  allorché  il  fegno  ^  fignifica  y 
che  la  prima  {pV — fO)^  cioè  fAy  &i  minore  della  fecondi 
^B,  e  la  terza  pC  iia  maggiore  della  quarta  qD;  poiché  qB 
nella  coftruzione  fi  è  fatta  profllmamente  minore  di  pFy  cioè 
py  Ci  è  fatta  maggiore  di  qB  (donde  fi  prova  come  fopra ^ 
che  pC  è  maggiore  di  ^D),  e  ciò  non  oflante  fi  è  dimoiUa- 
to,  che  (py — pO)y  vale  a  dire  pAy  è  minore  di  qB, 

Ma  tutto  ciò  rovefcia  T  ipotefi  ,  la  quale  efige,  che  fe  pAy 
cioè  {pV::±pO)  è  uguale,  ovvero  maggiore,  o  minore  di  qBy 
anche  pC  fia  eguale,  ovvero  refpettivamente  maggiore,  o  mi- 
nore di  ,  e  che  ciò  Tempre  avvenga  qualunque  fia  il  nu- 
mero fignificato  dalla  py  e  il  numero  denotato  dalla  adun- 
que la  A  non  può  eflere  eguale  ad  ne  ad  y^Oy  va- 
le a  dire  la  A  non  può  effere  né  maggiore,  nè  minore  di  Fy 
cui  è  omogenea,  e  confeguentememe  la  ^  è  uguale  alla  y; 
e  la  fuppofta  differenza  tra  la       e  la      è  nulla; 

Quindi  è,  che  foilituendo  nella  proporzionalità  (2)  invece 
ili  F  la  che  gli  è  fiata  provau  -eguale)  fi  vcdfà  fnfiifterc 
la  proporzionali^  (i)  virtù  del  corollario  IX.  de' principi* 
Il  che  dovea  dimoftrarfi. 

Queido  teorema  comprende  t  e^  dimofira  la  definizione  V* 
del  V.  libro  <r  Eadide. 

Corollario. 

GOntinni  tanto  la  p ,  quanto  la  q  a-fgnificar  numeri  come- 
Ibpra; 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  fe  la  proporzione  j  è  maggio- 
ce  della  proporzione      ^  pi  e  la^  potranno  defignare  nu- 
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meri  tali>  che  fA  fia  maggiore  di  ^B^  e  fC  ùm,  minore  di  fD; 
Io  dico  in  fecondo  luogo,  che  fc  la  proporzione  ^  è  mino» 

re  della  proporzione        h  py  e  h  q  potranno  denotare  nu- 
meri tali,  che  pA  fia  minore  dì  qBy  e  pC  fia  maggiore  di  qD; 
Imperciocché  afTumendo  pel  poflulato  la  F  omogenea  alla  A^ 

e  tale,  che  abbiafi  7:=^^  iarà  pel  corollario  VI»  del  tcore* 

ma  II.  «-  maggiore,  ovvero  refpettìvamente  minore  di  ^  (  così 

piacemi  d' efprimere  ambedue  le  parti  del  prefente  corollario); 
onde  in  virtù  del  corollario  XVI,  de'  principj  A  larìi  maggio- 
re, ovvero  refpettivamente  minore  di  perlocchè  chiaman« 
do  O  la  difTerenza,  che  paffa  tra  la       e  la  ^  la  medefima 

A  larìi  eguale  ad  Fi±0,  cioè  ad  V^O  nel  cafo  di  j  mag. 

gtore  di  ^ ,  e  ad  V—0  nei  cafo  di  j  minore  di  ^. 

Procedendo  dunque  come  fi  è  fatto  nella  dimoftrazione  di 
quello  teorema,  fi  moftreià,  thc-pA  è  uguale  a  (/^H>/0)  nel 
primo  cafo,  e  die  pA  è  uguale  a  {pV^pO)  nd  fecondo  cafo» 

Indi  fi  proveÀ  poterfi  denotate  dalla  J^*  e  dalla  q  numeri 
uli,  che  {pyztpO) ,  cioè  fA  fia  maggiote  di  qB^  e  pC  fia 
minore  dì  qD* 

£  fi  proverk  fimilmentft  poterfi  defignare  dalla  p ,  e  dalla  ' 
f  numen  tali,  che  (py-^pO)y  cioè  pA  fia  minore  di  qBy  e. 
pC  fia  maggiote  di  fD«  <  11  che  4lovea  dimolfanarfi  in  quefto 
corollario» 

Tboubma  CXCI. 

Sleno  due.  proporzioni         tali,  che  fignificando  pt  ^  q  due 

numeri ,  come  ne!  prece^te  teorema,  pA  fia  maggiore,  ovvero 
minore  di  fB,  e  pC  non  ita  maggiore,  ovvero  le^ttivamence 
non  fia  minore  di  ^D;  .  ' 

Io  dico,  che  la  proporzione  j  è  maggiote,  ovvero  refpet- 

livamente  minore  della  proporzione 

PlMO« 
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Delle  Proporzioni  GEOMBrmcas*  4^1 
Dimostrazione. 

Si  pigli)  p<^I  poftutato,  la  grandezza  X  omogenea  alla  C  in 
modo,  che  j  fia  eguale  ad  —)  e  pel  corollario  III.  del  teo» 
rema  XIL  iai^  ^  =  ^;  laonde  pel  corollario  X.  de*  prìnci- 

S)  (aia  ancora  pX  maggiore ,  ovvero  rel'petcivamente  minoie 
i  ^D;  fecondo,  che  pA  è  maggiore)  ovvero  minore  61  qB^ 
ma  per  1*  ipocefi ,  mentre  pA  e  maggiore ,  ovvero  minore  dt 
^By  la  pC  non  è  maggiore,  ovvero  rei'pectivamente  non  è  mi* 
«ore  di  ;  adunque  mentre  pX  lark  maggiore,  ovvero  re- 
ipeccivamente  minore  di  ^D,  la  pC  non  lark  maggiore,  ovve^' 
ro  refpettivamente  non  iark  minore  di  ^D,  e  in  conleguenza  pX 
iàrk  maggiore,  ovvero  rcipettivamente  minore  di  pC ;  perloc- 
chè  in  vigore  dell*  ahioma  III.  ,  la  X  lark  maggiore,  ovvero 
rcTpectivamente  minore  di  C ,  e  pel  corollario  XVII.  de'  prin* 

cipj  la  proporzione  ^  faÀ  maggiore,  ovvero  refpettivamentt 

minore  della  proporzione  rr,  ma  per  la  coftruzione  la  propor- 

zione  j  è  uguale  alla  proporzione  —  ;  adunque  pel  corollario 

VI.  del  teorema  IL  U  proporzione  j  fark  maggiore,  ovve••^ 

ro  lefpettivamente  minore  della  proporzione^.    Il  che  do- 

vea  dimoibarfi. 

Quefto  teorema  comprende,  e  dimoftn  la  definizione  VII. 
del  V.  libro  d*  Euclide. 

j^fra  d'imoJìra:Qonc  del  ftefente  teorema, 

L  p£r  la  definizione  XXIII.,  e  pel  teorema  XXII.  la  prob 

porzione  ~  è  compofta  delle  due  proporzioni  ^  )  e  ^ ,  fic- 
come  la  proporzione  ^  è  compofta  delle  due  proporzioni  ^  ^  , 
e       ma  pel  corollario  del  teorema  X.  la  proporzione  T^tv^ 
guaie  alla  proporzione  ^;  adunque  pel  trqrema  3CXIV.,fi.li 
quella  proporzionalità: 

AC  fC 
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ora  pel  corollario  XV.  del  teorema  II.  ~  è  maggiore ,  avve- 
ro refpettivainence  minore  ài  ^  {  poiché  ù.  Tuppone  pA  ma^ 

gioie 9  ovvim  minóre  di  fB,  e  pC  non  maggiore,  ovvero  re- 
Ipettivamente  non  minore  di  qO);  adunque  pel  corollario  X. 

de'  principi  ^  è  maggiore,  owefo  lefpettivamente  di  minore 

li.  Similmente  per  la  definizione  XXIII. ,  e  pei  teorema 

XXII.  ^  è  Gompofta  delle  due  proporzioni  ^)  c  ficco» 

ine  ^  è  compofta  delle  due  proporzioni       e       mapel  co> 

rollario  XIII.  de' principi  —  è  uguale  a       adunque  pel  teorema 

XXIV.  fi  \  r  infrafcritta  proporzionalità: 

ed  eflendoli  provato  nel  primo  punto,  che  —  è  maggiore,  or« 
vero  refpettivamente  minore  di  ,  ne  fiegue  pel  corollario  X. 
de' principi,  che  ^  è  maggiore,  ovvero  rerpettivamcnte  mi> 
foré  di  £.   Il  che  dovea  dimoftiatfi. 
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APPLICAZIONE 

DELL*  ALGORITMO  NUOVO 

JllU  refihn^ne  Mali  fica  deW  equazioni  del  ftfiuido^ 
del  ter^Oy  e  del  quarto  grado* 

lacchè  ò  pofti  i  fondamenti  dell'  algoritmo  immk 
ix),  piacemi  ora  di  farne  veder  Tufo  nella  re- 
loluzione  dell'  equazioni  quadrate  ,  cubiche  9 
e  quadrato— 'quadrate* 

Per  meglio  dunque  far  concepire  >  che  TaU 
goricmo  ntiovo  conduce  alle  medefinue  verità  | 
che  fi  trovano  mediante  T  algoritmo  comune ^ 
io  lafcerò  di  valermi  nella  rilòluzione  dell'  equazioni  fuddette 
di  varj  metodi  da  me  fcoperii ,  e  mi  fervirò  de'  metodi  «fita- 
ti,  che  in  quefto  caio  lembrano  più  collimare  al  mio  fcopo; 
e  per  diffondermi  meno  ,  che  fia  poflibile  ,  lupporrò  il  lettore 
iftrutto  ne' principi  dell' analifi  ,  e  nella  maniera  d'operare  al- 
gebraicamente,  coficchè  fia  dilpofto  a  ben  comprendere  gli  ar- 
ticoli della  leguente  preparazione  generale ,  i  quali  concernono 
r  algoritmo  nuovo • 

Frbfarazionb  Genbualb. 

pRimo.  L'  equazioni,  che  anno  zero  per  fecondo  membro, 
poflTono  ridurfi  ad  avere  nel  loro  primo  termine  la  loia  gran- 
dezza incognita  lenza  mifcela  di  grandezze  cognite,  come  pu- 
re a  non  contenere  veruna  frazione  y  o  alcuna  grandezza  at 
fetta  di  fegni  radicali:  e  tutto  ciò  con  maniere  iìmili  a  quel- 
le 9  che  fi  ulano  nell'algoritmo  comune» 

Secondo.  L'  equazioni  compofte ,  il  fecondo  membro  delle 
quali  è  zero  ,  e  che  anno  il  loro  primo  termine  iSnaza  gran- 
dezze cognite,  fi  Suppongono  prodotte  da  tante  (e  non  più) 
equazioni  lineari,  quante . unirli  contiene  il  numero,  che  efpo- 
ne  il  grado  deil^  dignità ,  a  cui  afcende  la  grandezza  incognita 
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414  APfttCAStoirK 
nel  primo  termine  di  dette  equazioni  compofle,  e  quelfe  eaitt« 
sioni  lineari  debbono  avere  nel  primo  lor  membro  la  grande&> 
za  incogniu  lineare  con  qualche  grandezza  cognita  aggiunta  » 
ovvero  Ìbctratta>  oppure  lenza  tale  grandezza  cognita ,  e  nd^ 
loro  iècondo  membro  debbono  aver  zero* 

In  avvenire >  quando  fi  parlerà  d'equazioni  compoAe,  s*inteii* 
deranno  quelle  »  che  anno  il  primo  termine  lenza  grandezze 
cognite* 

Terzo.  Le  grandezze  cognite ,  che  fi  contengono. nell'equa- 
zioni lineari  eibrelTe  nel  precedente  articolo  >  ovvero  relpettì- 
vamente  zero  (le  dette  grandezze  cognite  non  vi  (ì  contengo» 
no)  fono  le  radici  dell'equazioni  compone,  cioè  fono  i  diverfi 
valori  della  grandezza  incognita,  che  nelle  medeiime  equazio- 
ni lineari  fi  contiene  ;  purché  però  le  luddette  grandezze  €Hh 
gnite  fi  prendano  col  legno  mutato,  vale  a  dire  con  qud  iè» 

fno,  eh'  effe  avrebbero,  le  foflèro  trafporute  nel  fecondo  meni» 
ro  delle  loro  equazioni  lineari. 

Quarto.  Quefte  radici  dell*  equazioni  compofte  o  fono  gran- 
dezze wditMrie  (pofitive,  o  negative),  o  lono  grandezze 
ordinarie  (pofitive,  o  negative),  o  lono  un  aggregato  di  gran- 
dezze ordinark  coi  loro  legni,  e  di  f^andezze  firtmiìnmh  coi 

loro  fcgni.  ^. 

Quinto.  Moltiplicando  1*  equazioni  lineari  fra  loro  in  modo 
che  ne  rilultì  un'  equazione  compoita  di  grado  eguale  a  quel- 
la, che  fi  vuol  rilolvere,  fi  poirS  olìervarc  ,  che  le  l'equazio- 
ni lineari  non  contengono  nelle  loro  ciprcflioni  grandezze  flrt» 
ordinarie y  effe  producono  un'  equazione  compolèa  di  tal  natura, 
che  tante  lono  in  quefta  le  variazioni  immediate  de'  legni  h-, 
e  —,  ovvero  — ,  e  -4-  quante  iono  le  Tue  radici  pofitive  ,  e 
tante  iono  le  unifòrmitk  immediate  de' legni  -4-,  e  H-,  ovve- 
ro —,  e  —  quante  le  fue  radici  negative. 

Sefto.  E  perchè  i  termini  intermedj,  che  talora  mancano, 
Bcir  equazioni  compofte  poflbno  in  eflc  fingerfi  come  cfillcnti, 
ma  affètti  colla  cifra  0,  e  poflbno  reputarfi  pofitivi,  o  negati- 
vi, come  fi  vuole,  ne  legue,  che  la  regola  accennata  nel  pre- 
cedente articolo  per  conoicere  dalla  diàbrnutà ,  o  conformiti 

de' 
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Ai'fégni  $mmidi4taMem$€  confecMti>ot  il  numero  delie  radici  po- 

fitivC)  e  delle  negative  concerne  ancora  il  termine  -fw"!  ov* 
vero  il  termine 

.  Settimo.  Anzi  fe  i  due. termini  dell' equaston^  compofb,  in. 

mezzo  de^  quali  fta  collocato  il  termine  mancante  rto^',  an-. 
no  ambedue  il  medefimo  legno  ovvero  — ,  ciò  lar^  indi- 
zio, che  qualcuna  delle  radici  dell'equazione  compoda  coacie* 
ne  qualche  grandezza  Jfntordinaria  ; 

Imperciocché  in  quella  luppofizione  ponendo  il  termine  dfi-, 

ficientc  z^ox* ,  ovvero  ^ox"  tra  ciucilo >  che  deve  immediata^ 
mente  precederlo',  e  quello ,  che  immediàtàiaent^  ;dee  feguir-' 
lo  9  fi  vede  in  •♦A»'"*''s±«K*-f./jr'""',  ovvero  in  ^i^x""^* 

rpax*— /x*""*  ed  /  poflbno  fignificare  anche  l'uniti  natu- 
rale) fi  vede,  dico,  una  dilpofizione  di  legni,  che  indica  due  ra- 
dici negative,  quando  nei  fegni  doppi  e  hP  vale  il  fupe- 
riore,  e  indica  due  radici  pofitive,  quando  ne*  legni  doppi  lud- 
detti  vale  i* inferiore;  adunque  l'equazione  compofta  avrebbe» 
e  non  avrebbe  un  numero  certo  di  radici  negative,  e  pofi^i- 
ve,  il  che  farebbe  contradditorio;  convien  pertanto  attribuire 
tale  .al&rdo  .a  qualche  grandezza  fttmtdimérUy  che  entri  in 
qualcuna  delle  radici,  mentre  non  può  nafisece  dalle  grandez- 
ie  ordinarie. 

Ottavo.  Una  grandezza  pofitiva  fotto  il  lèeno  radicale  del 
fecondo  grado  (la  quale  nell'algoritmo  inmim  e  una  grandezza 
firaordhMfHi)  non  entra  nell'  elpreiftòiie  delle  radici  dell*  equa- 
zioni del  fecondo ,  o  del  terzo  grado  {ridotte  come  fi  accenna 
aeirarticdo  I.  )  fe  nòn' entra  in  due  radici  delljt  medefime  e> 

Suazioni  ;  e  nelle  due  radici  vi  entra  in  maniera ,  che  in  una 
i  efle  radici  la  fuddetta  grsùidezzza  ftnmrdinarìd  è  affetta  col 
fegno  -4- ,  ovvero  col  fegno  —  ,  e  peli*  altra  radice  la  fteisa 
grandezza  ftraòrdifUaria' è  i^ettz  col  legno  contrario  ovve- 
ro relpettivamente  ->f.  Tutto  quefto^  acciò  nell*  eQuazioni 
del  fecondo,  o  éeì  terzo  grado  ri  Jone  non  comparifca  la  gran- 
dezza finmlimma  y  altrimeoti  le  niedefime  equazioni  npn-fa^ 

r  Hhh  •  reb. 
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rebbero  ridotte.  Per  la  (ècffa  ragione  nell'equazioni  di  maggioiip 
numero  di  dimenfioni,  vale  a  dire  di  più  alto  grado  ridotte.^ 
quelle  radici  di  cfTe ,  che  contengono  una  grandezza  ftraordtna- 
ria^  debbono  eflere  in  numero  pari,  cioè  o  due,  o  quattro,  o 
iei,  ec.  Nella  metb  poi  del  numero  di  si  fatte  radici  la  gran- 
dezza ftraùrdtnar'ta  de  v' eflere  affetta  coi  fegno  -4-,  ovvero—, 
e  neir  altra  meik  dev'  elTcre  Afiecta  coi  iegoo  cootrario  ov« 
vero  rcrpettivamente 

Qin  però  fi  noti ,  che  qiiefto  i  intende  quando  nell'  efpret 
fione  delfa  radice  d'  un'  equazione  ,  v.  g.  del  terzo  grado  ,  la 
grandezza  Jìraordinaria  è  contenuta  una  loia  volta,  e  tìon  quan» 
do  efia  vi  fì  contiene  due,  o  piò  volte,  e  in  modo,  che  T  e- 
fprelsione  della  (leffa  radice  (ia  un  aggregato  di  piti  parti  ta- 
li, che  ciafcuna  parte  ftia  lòtto  qualche  fegno  radicale  corno* 
ne  ,  mentre  in  firn  igliantc  cafo  la  grandezza  ftraor^nma  può 
eQtr^rcy  v.  g.  neil' eiprefsione  di  tutte  tre  le  ladid  4eir  equav 
ztoaè  CDbica>  cflèrvt  JlStm,  con  oli  Heg/tk  avveco  £  Ihuv 
vi  fette  tali  fègiii  ittdicali ,  che  le  tre  equazioni  lìnttri ,  k 
quali  contengono  le  tic  nu^ci  deli*  oquazione  ^  venendo  nolt»- 
plicate  iiifieiiie,  reftitpilctno  Vttfaatwme'àd  teczo  .^lado  ridméi^ 
e  libera  .dalla  grandma  fifmràtmmiétm 

Queft^  annotanone  non  pòtià  Un  conpiaiderfi  <fe  otii  fioii 
r  iiiq,.<lla.  k  egualiQCpite  luogo  neli' algontoio  tmt^. 
'  Nono*  L'  ^nazioni  compofte  (  conudente  »  come  yiodotte 
dall'equazioni  lineari  nndltiplicai^  iqfieine)  loro  primo 

fermine  contengono  la  grandezza  incogpiica  devau  a  qualu» 
que  dignità  di  grado  ÌNfuiiv^anno  lo  fteflb  primo  «cimine  a^ 
fetto  col  fegno  -f^  come  neU'  algontm»  tommm;  ma  òt  nel  ie^. 
jo  primo  termine  contengono  la  grandezza  iocogniu  elevata 
a  qnalfifia  dignitl^  di  grado  fmi^  anno  il  medefimo  primo  te&> 
mine  aflètto  col  ft^po  — ;  tutto  ciò  in  virtà  de' KOOBemi  CL^ 
c  CXLVI..  . 

;  Decimo.  Neil' equazioni  compofle,.e  ridotte,  come  fi  ac^ 
«cenna  nell'  articolo  I,,  il  xoe&icate  cognito  del  fecondo  ter* 
àiine  è  tignale  ali' aggregiito  di  tutte  le  sadici  dell'equazione» 
ma  qHdl^  aggregatoT  col  ììe^  fffm'f  ^  ^  aquaiìoiie  k  di 
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'  U  coefficiente  cognito  del  terzo  termine  è  uguale  all'  aggrc-  . 
gato  di  tutti  i  prodotti  delle  radici  prefe  a  due  a  due,  e  queR* 
aggregato  è  col  fcgno  proprio^  fe  T  equazione  è  di  grado  parici 
<d  è  col  fegno  mutato,  le  T  equazione  è  di  grado  impari,  j 
II  coefficiente  cognito  del  j^uarto  termine  è  uguale  ali'  ag^. 
gregato  di  tutti  i  prodotti  delle  radici  prefe  a  tre  a  tre,  mar 
^uett*  aggregato  è  col  legno  proprioy  fc  i'  equazione  k  di  gra- 
do parìy  ed  h  co\  fegno  muìafOy  fe  rie^u^iupn»  ^  di  ^xÀÙ^mfm  ^ 
E  fìmilmente,  ec. 

In  fine,  1*  ultimo  termine  dell* equazione,  che  è  Intieramen- 
te cognito,  è  uguale  al  prodotto  di  tutte  le  radici  dell'equa- 
zione, ma  quefto  prodotto  .è  col  legno  ptoprioy  ie  1*  equazione^ 
è  di  ^rado  fariy  fià  è  ffà  ffigao  mmm^  jc  Jlf  Jtytteione-  è  di 
grado  impatr^» 

In  ^uelìo  decimo  trtkolo  h  intefo  per  fegno  proprio  qud  fi» 
^o ,  che.  le  ladict  deliT iraiiamM  «mo  |ier  mk  j  è  the' 
aver  defalbano  feeoQil»  J»  iegù  Ai  .«w^ta»  ji^ioino  ji  dtmit 
prodotti,  «e. t^eUe         medefime  jfofmti  a  |pute« 

Undedmo.  Se  nelT equazione  'rómiMiftì  mnsa  H  ftMdo. 
termine  «  Alò  fa  conpfcere,  «he  le  xioici  patkive  pielii  infie-* 
me  fono  Milli  .aUe  j^ìci  ntg/uòve  prefe  infieme.  Oponi» 
adi*  equazioni  jdd  feponick^  fiam  ^  It  ladice  pofitivé-  e'U^ 
guale  alla  negeim;  come  anche  nell'ji^MnMii  iti  Mtcm  gpn* 
ib,  che  r  aggregai»  Mie  nadici  poficivft,  owifi»  iMgaim,  è' 
Qgjaale  alla  radice  negativa ,  ovvero  flB^tivaaiaitt  atta  ni* 
ikc  pofitivaf  e  fimièmente  jieU- eguanoai  idi  pià  aJaa  fracb»  co* 

AVVEUTIMENTO.  .  ' 

<hie  feguenft  articoli  fi  fai^  un  perpetuo  «£>  •  iWUe  (e^ 
conde  parti  de*  teoremi  CXLJIL,  e  CXLiV«« 

Diiodecimo.  Per  togliere  il  fecondo  termine  d'  un'  eqttiio' 
ne  compofta  dr  ^rado  im^tf»  in  vece  deUa  grandezt^  incO^»« 
ta ,  fe  ne  conceptica  uh*  altra  diminuita ,  ovvero  accrefàufa  del 
coefficicnce  cmiiCD  dd  iecondo  termine. dcU' ••Haikm)  divi* 

T         Hhli  a  fo 
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fo  (detto  CMficieiite)  pel  numero ,  che  kMlieii.U  dignit^^  (he  /OC». 
tieoe  la  grandezia  incogniu  nel  primo  temùne;  cioè  diafimii^ 
féy  fe  il  GoeiBcieiite  w  kcmnio  tOMÙiie  i  aftt«9  col  fcgno 
c  écfrefiinfs  y  fe  il  mtfMno  feooadó  .itrmine  è  aflètto 
col  fegno  — ;  indi  pongali  nell*  e^uazìoiie  im  luogo  ^elU  gran-» 
dezza  inGognitt)  é  deUo  fut  4ignil^  b,a|ioya  grandezza .  4nin^ 
MMTtf'v  ovvero  seerefcm^y  come  Ibpgi*  t  fefpetttvaaMBte  )e;fU* 
gnit^  fiiailì  di  cflà  cos^  dumm^  %  ovvero  mtféfùuta^  e  fi  ot» 
terià  un'  alua  fraziona,  conpoAa  del  me^efiaio  griida  lenza 
il  fecondo  termine.. 

V.  G»  per  togUeia  il  fiscondo  termine  .di  fneft'  tyiaaione 
del  terza  giado:  .  i 

frendafi       i^r^/,  e  fi.avrìk, 
cioè: 

cioè  : 

è  — 124'=  — I24l',  .  . 

fbnde  rilulta 

piT^ — 124*  eguale  a 

.  21  tf<r^-4- iitf'zro. 

Decimoierzo.  Ma  per  togliere  il  fecondo  termine  d'un^e- 
quazione  compoda  di  grado  pari ,  in  vece  della  grandezza  in> 
cognita,  fe  ne  prenda  un' ai  tra  diminuita^  ovvero  Mccrejctuta  doi 
coefficiente  cognito  del  Iccondo  termine  dell'  equazione,  divilo 
(  detto  cocflìcienre  )  pel  numero  ,  che  indica  la  digniik  ,  che 
ottiene  la  grandezza  incogniu  nel  primo  tcrmme  ,  cioè  dimi" 
nuitay  fe  il  cpefficiente  del  fecondo  termine  è  affetto  col  legno 
—,  e  accrefciura  y  le  il  coefliciente  del  medefimo  lecondo  ter- 
mine è  affetto  col  fegno  fi  pongano  polcia  nell'equazio- 
ne in  vece  della  grandezza  incognita  ,  e  delie  lue  dignità  la 
nuova  g[indciZd  incognita  dimmuffaj  oyv^o  accrc/ciMtay  come 
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fopra,  e  rcfpettivainente  le  digfiick  fimili  di  cfTa  cosi  diminuì. 

ovvero  accrejciuta^  e  ne  verrk  un'  altr*  equaziooe  del  me- 
d^fimo  grado  priva  del  fecondo  termine. 

V.  G.  per  togliere  il  iecondo  tamme  4i  queii' eguazionc 

del  quarto  grado: 

fi.pig.t  ^ — 4=/,  e  iì  avrà 

—  —         1  <5     —  p5      -4- 2  5tf  ^— 15 ^  , 

—  7  «//=(— 71 X— //)=(— 71  ;  (— 8  iO, 

Cloe:  r     .    .  ■  1  . 

— 7  i/r = — 7 1  :?-^-f  5  8       1 1 , 

,  h.4/=(-4Kh./)=:c-4K^-4),  . 

^pè.: ... 

•  -^4/=:-l-4^— if, 

-f420  ^•4>420»      •  . 
donde  proviene 

71// -•-4/-*.4>e  eguale*  •  * 

?5  ^^H- dot^^-+ 3tf  =;e. 

Refolu^one  dell' equoT^oni  quadrate  ^  cioè  del  feconda  * 
grado ^  media» f e     algoritmo  nuovo.  . 

Si  racchiudono  tutte  le  equazioni  quadnte  in  quelle  Alt 

formole  :  .  • .  .    •  . 

(2)  — xxi4:2»x— ^zro, 
le  quali  ne  comprendono  quattro  per  Cagjooe.del  iègOO  doppiò' 
r^,  che  affetta  il  loro  fecondo  termine.  * 

Per  riloi  vere  la  prima  formola,  fi  ofTervi,  che  la  dirpofizio^-, 
ne  de  legni,  fa  conolcere  in  eifa  due  radici,  una  poOtiva^  tà 
una  negativa  m  qualunque  modo  fi  prenda  il  fcgno       •  fap-' 
prefentando  adunque  ia  radice  poliuva  eoo.  queft'  cquazloae' 
lemplice:  ••  •  . 

eia 
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e  la  radice  negstiva  eoa  qudk' altra:  '  '  ' 

(4)  *=:^^— /», 

poiché  a  fi  iuppone  maggiore  di  fi  avranno  queft'alut  due  . 
equazioni  femplici,  cioè  lineari: 

e  moltiplicandole  infieme  fi  avrk  pe*  ceofcoQÙCXLIII.,  eCXLIV•:- 
(  *  ;±  ^  )      f  ^  z±  <^  )  ^ , 

cioè  pe*  fuddetti  teoremi  CXLllI.,  e  CXLIV»:  .  *•  \ 

•    •     -+  alt» 

Paragonando  i  fecondi  termini  di  qticft'  equazione,  e  della  to' 
mola  (i)  fi  ottiene  b'inn. 

Paragonando  i  terzi  termini  della  medefima  equazione  ^  e 
dfiUa  formola  (i)  fi  vede  '^bb^aazzpy  cioè  — mm"^^-^ 
bè'^py  e  ponendo  in  cambio  di  '^èà  il  ino  valore  ^mm^  fi 
k  «»«tf;=^Mi'— p;  eà  «ftiaendo  di  qua,  e  di  b  <adkc 
quadrata  pòlidva,  n  trova: 

fi  funoghino  neU* lequazioni  fèmplki  (3),  e  (4)  ivalbii  H  Wf 
c  di  i>»  c.it  ytdi^  tfflcre; 

H' valore  della  radice  poiitiva,  ed  . 

il.  valove  della  ladice  jiejn^va* 

in  ambedue  l' ultime  «quastoni  iTlegM  òopgSo  (vende 
dal  fegno  Zhk  della  prima  formeta.  -  . 

Per  'iri£9l;vió'e  la  ieconda  formola  (  nella  quafe  la  di^pofiaone 
de*fegm  .nH)fira,  che  fe  ^  è  —  vi  fono  due  ladicf  negative, 
e  fé  qp  è  vi  folio  dué  radici  pofitive),  £  lapprefemino  le 
due  radici  con  qnafe  ^ae  equazioni  lineari: 

(5)  jrssq&^H.*, 
U)  «==^— 

nelle  qua^>  fijqffone  minoie  di  Sy  quando  (•non  fit  •ga» 

Dal- 
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Dalle  Rette  e^uaxiom  lineaii^iialcono  k  dnc)  dtt.fioguMio: 

*         •  '  ■ 

e  il  prodotto  di  quefte  è  pe'  teoremi-  CXUU.»  e  CKLiy«& 
cioè  pe*  citati  due  teoremi  • 

(  eonfrontino  i  termini  di  qucfl*  equazione  con  quelli  della  (or* 
mola  e  ia  comparazione  de  fecondi  moibrerli  aZHnx  il 

confronto  de'  terzi  termini  -^aa^^  bb^^^p  ^  vale  a  dire 
'^bb^p'^aa  ^  e  ioilicuendo  ^nn  in  luogo  del  ino  valore 
^aa  fi  conleguifce: 

(7)  ^bbz=ip^mt,  • 
iì  tiri  dai  due  membri  di  quefl'  equazione  la  radice  quadrata 
pofitiva^  e  fi  icoprir^: 

òzz^JZZTm:  I  valori  di  tf,  e  di  ^  polli  flcU* equa^ooi  (5), 
t  (6)  iommìnidrano : 

pe' valori  delie  due  redìct  della  forinola  (t),  nefle  ^ndi  nm^ 
ci  il  valofe  'del  fegno  ^  é  regolato  dal  valore  del  légno  =^ 
della  detta  ftraola  feconda. 

Si  nqci,  che  ie  f  è  maggiore  di  mr,  cioè  il  teiao  térmi> 
ne  deVa  fi>rmoU  (a)  è  maggiore  del  quadrata  della  metà  del- 
coeCcienm  del  feouidD  lerniiiie,  in  qiicfto  calo  è  ma 

graadeiza  firmritnmwy  perchè  a  —mi  è  una  grandezaa  pofiti» 
va.  In  qoefto  medefimo  cefo  h  làdice  feconda  *d*  animiliie  a 
.miNBbri  dell'equazione  (7)  dee-fupporfi  eftratta  mediante  Tu*' 
sita  pofithM  in  virtù  del  teorema  <^LXXXlV.  >  e  del  Ìnò  co» 
follano. 

Esempi* 

POA»  0h4  Jitlla  formola  (2)  il  fegno  qp  vaglia     ,  e  fia  a* 
ssa»  e  /sa»  la  fiefla  formola  ii  Gangetà  ia  qneif  equaaooe:  * 
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e  r  equtzioni  (8),  e  mutemino  rorpeuivtmentc^^in 

quefV  altre:  .  i 

x=i-+i/q:T=iH- 1 1 1>     '*  '  '       '  '  ^ 

il  numero  |  i  |  tra  le  due  linee  è  un  numero  Jiraord'tnario ^  ov- 
vero una  unitk  Jìraordinaria ,  onde  i  ^  |  i  |  non  ^ark  2 ,  ed  f 

I  1 1  non  farU  zero,  in  vigore  del  teorema  CLXXXVIii.|  e 
del  I.  articolo  dello  Icolio,  che  gli  è  anneflb. 

]yia  fe  nelU  Icconda  formola  H  fegno  valera  — t- ,  e  fari 
2zriz8,  e  p^7f  la  mcdefima  formola  fi  muta  nella  feguen- 
te  equazione ,  le  radiai  4eiU  ^uaie  non  contengono  grandta^ 
za  Jìraordinaria,  >  — 

— XX— f- 8  x  —  7  ZI(>j 
e  r  equazioni  (^),  e  (p),  che  efprimonp  le  raglici  di  eflà  di- 
ventano refpetti  va  mente:  •  •       *♦  •» 

x=:4-fv/^=4H-3=7>  • 
x=:4— 9=4— ,3  =  f . 

^fdua^itmc  dclP  equazioni  cubiche  ^  d4  $€nfg 

mcdiattfe  S  dgjmmù  nuovo.  \ 

P  Separazione  particolare  per  rifolvere  U  dette  e^uaziom  cii« 
biche. 

Primo.  Tutte  T  equazioni  cubiche,  quando  afabitno  il  fe* 
coado  termine,  poflìina  rìdurfi  mediante  1*  articolo  XII.  della 
preparazione  generale  ad  altre  eqoaaioni  coibiche  prive  dei  fe> 
condo  termine;  e  quindi  la'  refoluzionc  di  <{uefle  trae  feco  la' 
«efifeliizione  di  tutte  le  equacioni  del*  terzir  grado*  CoilfidennF 
do  ^rtanto  l' equazioni  cubiche  mancanti  del  fecondo  termine, 
fi  vede ,  che  efle  poflono  rjKiurfi  tuttie  a  qoeite  due  formole: 
.  (i)  x»^3/»x=!:2^=r*, 

(2)  x^^^pxztlqZZO^ 

daicuna  delie  quali  ne  compr^de  due  per  cagione  del  fegno 
doppio       che  è  affiflb  ali*  ultimo  termine. 

Secóndo.  Pef  «raolcere,  fe  in  due  delle  fadici  di  Sette  fiur* 
mole  entri  ^xmònvu  firmrdinarìM ^  e  in  tal-cafio^y  fe  l'altra- 

lap 
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radice  (  ove  entrano  le  Iole  grandezze  ordinarie  )  fìa  pofitiva , 
o  negativa  ;  oppure  (  quando  tutte  tre  le  radici  di  qualcuna 
dell'  equazioni  contenute  nelle  medefime  formole  lono  libere  da 
grandezza  Jiraordinaria)  per  conofcere  le  due  di  effe  radici  To- 
no negative,  e  T  altra  politivi)  ovvero  le  due  di  elTt^  iono  po- 
fitive,  e  r  altra  negativa. 

Si  confideri ,  che  mancando  in  ambedue  quefte  formole  il 
fecondo  termine,  le  due  radici  delle  medefime,  che  Tono  pofi- 
tive  ,  o  lono  in  luogo  di  pofitive ,  debbono  effere  eguali  alla 
radice  negativa;  ovvero  le  due  radici,  che  fono  negative,  o 
fono  in  luogo  di  negative,  effer  debbono  eguali  alia  radice  po- 
fitiva  ;  e  ciò  in  virtì^  deli'  articolo  XI.  della  preparazione  ge» 
nerale . 

Laonde  ficcome  nella  prima  formola  la  difpofizione  de'  fe- 
gni  fa  conofcere  per  gli  articoli  V.,  e  VI.  della  preparazione 
generale,  che  vi  e  una  radice  negativa ,  allorché  il  fegno  i± 
fi  prende  pel  fegno      ,  a  cagione  di  h-3^x,  e  di  H>2^,  e 
che  nelk  ftefla  prima  fonnola  vi  è  una  xadice  pofitiva ,  allor- 
ché il  fegno      n  prende  pel  fegno*     ,  a  cagione  di  ^zpxy 
e  di  —-2^;  e  ficcome  ancora  nella  prima  formola  i  due  ter- 
mini 9  tra  i  quali  è  il  termine  mancante ,  anno  ambidue  il 
medefimo  fegno,  il  che  indica,  che  in  due  delle  radici  ci 
entra  grandezza  flfmrdinarìéy  a  tenore  degli  articoli  VII.,  e 
Vili,  della  preparazione  generale  ;  cos^  dee  conchiuderfi ,  che 
la  prima  ibrmola  k  una  radice  negativa  fenza  grandezza 
ftraordinarU ,  e  due  radici ,  nelle  quali  entra  grandezza  ftnh 
mrdinMna^  quando  :±2f  fig^ifìca  -4-2^,  e  che  la  medefima 
prima  Cbrmola  à  una  radice  pofitiva  iienza  grandezza  Jhawrdi' 
nariéf  e  due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  /hoordinaria^ 
allora  quando  z±2^  fignifica  <— 2^;  dee  parimente  conchiu- 
derfi, che  nel  caio  di  -f2^  la  radice  negativa  libera  da  gran- 
dezza ftraordinaria  dev*  eflere  eguale  nella  prima  formola  alla 
fomma  dell'altre  due  radici,  nella  quale  entra  grandezza  ftra- 
vrdinaria^  e  che  nel  calo  di  —2^  la  radice  pofitiva  libera  da 
ogni  grandezza  Jìraordtnaria  dev'  effere  eguale  nella  prima  for- 
mola alia  lomma  delle  altre  due  radici,  nelle  quali  entra  gran- 
ii i  dez- 
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dezza  ftravnHfuné  ;  t  ciò  per  cagione  della  mancanza  del  fe- 
condo termine,  che  in  altra  guila  non  mancherebbe. 

Terzo.  Ponendo  nelU  feconda  formola  il  termme  mancan- 
te dboxx,  U  difpofizioBe  de*  legni  fa  conolcere  ,  che  cffa  do- 
vrebbe avere  due  radici  pofitive ,  e  una  negativa ,  quando 
denota  HKif ,  e  che  dovrebbe  avere  due  radici  negau- 
vc,  e  una  pofitiva,  allorché  zt^q  denota  —2^.  * 

Per  conolcere  le  la  feconda  formola  abbia  due  radici,  nelle 
quali  entri  grandezza  Jìraordinaria ,  formifi  un'  equazione  cu- 
bica  mancante  del  fecondo  termine  con  tre  radici  libere  da 
grandezza  flraorMnaria ,  e  quefte  fieno  elpreffejielle  tre  l^ucn- 
ti  equazioni  lineari:  x'=^f'±.g-=.o  ;  x^f^g^o;  xzt^f^o. 

Ne  legni  doppj  debbono  prenderfi  i  luperiori,  quando  rfcif 
efprime  e  gl'inferiori,  quando  ^iq  denota  — 

ed  /  dee  concepirà  maggiore  di  g;  affinchè  le  due  equaziom 
lineari  xZ^fztg  =  o ,  ed  xZ^ifz^gZZo  elprimano  U  vaio» 
delle  due  radici  pofitive  nel  calo,  che  zt^q  è  uguale  a  -fl^» 
e  il  valore  delle  due  radici  negative  nel  cafo,  che  :±2^  f 

uguale  a  —2^.  •  r 

Si  moltiplichino  tra  loro  le  tre  equazioni  Imcan  fopranota^ 

te  ,  olTervando  bene  il  tenore  delle  feconde  patti  de  teoremi 

CXLIII.,  e  CXLIV.,  e  fi  vedrk  nalcerc  qu«ftf  equazione  co^ 

bica  lenza  iecondo  termine  : 
(A)  x^— 3/xr±2/3=o, 

^gg^^^ggft 

Y  ifpczione  di  cui  fa  conofccre,  qualmente  ogni  equazimie  cup 
bica,  che  abbia  tutte  tre  le  radici  libere  da  grandezza  7»r^ 
binaria  y  c  ounchi  del  fecondo  termine  iUve  avcH  il  ter^  nr» 
mine ,  f  éUve  necejfmùmemf  mgmv9j  la  qual.  feconda 

offervazionc  conferma  ciò  che  fi  è  detto  nel  fecondo  articolo 
di  quefta  preparazione  particolare,  che  la  prima  formola  a  due 
radici ,  nelle  quali  entra  g^ndezza  ftraordimarisj  perchè  il  fuo 
terzo  termine  è  pentivo.  La  prima  oflervazione  poi  moftra,  che 
nn*  equazione  cubica^  la  quale  manchi  del  fecondo^  e  del  tem 
termine,  ìl  due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza yTr/wr^w/w/V». 

PSàragonando  ora  V  equazione  (A)  con  U  formola  i^h^ 
comparazione  de*  fecondi  termini  moftreÀ:  (B) 
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(B)  3f-+^=3/'>  . 
e  la  comparazione  de'  terzi  termini  dark: 

cioè  dividendo  di  qua,  e  di  ]k  per  —2 

fi  ciiu  r  equazione  (B),  e  oflèrvando  le  leggi  dell'algoritmo 
nmvQy  fiabUite  in  quello  trattato,  fi  avrìi: 

27/»     i7ggf^^9g*ff  H-^«  =  27/>S 
cioè  dividendo  per  —27 

(D)/'-+j2/-*-4-f?-^ij*=/>', 

fi  quadrino  i  membri  dell' equazione  (C)|  e  ne  verrà  fecondo 

le  leggi  deir  algoritmo  nuovo  : 

fi  aggiungano  le  due  equazioni  (D),  ed  (£)>  e  fi  otterrà: 

(F)  }a/'*-7i*/H-è«*=^'-w. 

Per  dimoftrare,  che  è  maggtoi«  di  quando  la  g  non  è 
uguale  a  zero  (vale  a  dire  quando  la  formola  (2),  e  l'equa» 
zione  (A)  non  anno  due  radici  eguali)  bafteta  provare  ,  che 
il  primo  meqibro  dell'equazione  (F)  é  pofitivo,  poiché  ne  fe- 
guirk,  che  anche  il  fecondo  membro  p*—fj  iàrìi  pofitivo,  cioè 
che  fark  maggiore  di  qq.  £  per  diioo/trare,  che  il  primo 
membro  dell'equazione  (F)  è  pofitivo,  baiieià  provare,  che 

3Eif^  è  maggiore  di  *f         il  chefifaHinelfeguente  modo; 

Egli  è  vifìbile,  che  3/  è  maggiore  di  ^g,  effendofi  fuppo- 
fto  /  maggiore  di  e  per  confeguenza  maggiore  di  ^— j*g> 
che  è  uguale  a  adunque  moltiplicando  3/  maggiore  fcr/ 
maggiore,  e  minore  per  g  minore  il  prodotto  *— "3j0^  larà 
maggiore  del  prodotto  '^'^g  P^l  teorema  CLVIII.,  e  pofcta 
moltiplicando  per  ggff  la  grandezza  — ^ff  maggiore,  e  la 
grandezza  j'gg  minore,  ne  riiìilterk  pel  corollario  del  teo- 
rema CLV. ,  sffggjF  maggiore  di  jg^fy  ma  pel  teorema 
CLXXVI.,  e  pel  primo  articolo  dello  fcolioi  che  gli  è  annef- 

lii  S  f»f 
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Applicazione 
iff&gff  ^  ugudk  a  iggf*i  adunijuc  355/*  è  maggiore 

di  ^ggggff' 

Rimane  adunque  dimoftrato  anche  nell'algoritmo  nuovo che 
quando  un'  equazione  cubica  mancante  del  fecondo  termine  k 
tre  radici  tra  loro  dilu^^uali ,  e  libere  da  grandezza  Jìraordina- 
ria^  è  maggiore  di  ,  cioè  il  cubo  della  terza  parte  del 
coefficiente  del  terzo  termine  c  maggiore  del  quadrato  della 
meta  del  quarto  termine. 

Dimodoché  quando  la  formola  (2)  non  abbia  due  radici  e- 
guali,  fé  il  cubo  della  terza  parte  del  coefficiente  del  l'uo  ter- 
zo termine  non  è  maggiore  del  quadrato  della  met^  del  Tuo 
quarto  termine ,  dee  conchiuderfi  ^  che  la  medefima  formola 
(2)  il  due  radici  nelle  quali  entra  grandezza  ftraordifutria^  ta* 
li  però ,  che  la  loro  fomma  è  uguale,  ali*  altra  radice ,  che  è 
libera  da  grandezza  fitMiritnmùty  e  queflo  per  cagione  della 
deBcienza  dei  fecondo  termine,  che  in  cafo  diverfo  non  iàreb- 
be  mancante.  ^ 

Rifolu:^one  della  prima  formola^  CiO^  di 

PSr  r  articolo  II.  della  preparazione  particolare  quefla  fbr* 
mola  k  due  radici ,  nelle  quali  entra  grandezza  firamétnarU^ 
ed  \  una  radice >  ove  non  entra,  la  quale  è  negativa,  quando 
efprime  -f  2tf,  ed  è  ;pofitiva ,  quando  Hh2^  fi^nifica 
—  1^.  Oltre  di  ciò  1*  aggregato  delle  due  prime  radici  è  u- 
guale  alla  terza  radice,  che  è  libera  da  grandezza  flracirSnma. 
Si  prendano  perunto  le  tre  equazioni  lineari  infraicritte: 

Nelle  due  prime  delle  quali  entra  la  grandezza  fUaordmma 
\/JU^  e  tutte  tre  fono  tali,  che  l'aggregato  de' tre  valori 
di  X  da  effe  dedotti  è  uguale  a  zero.  Avvertendo,  che  ne'  fe- 
gni  doppj  dee  valere  il  fuperiore,  quando  :±2^  è  e 
r  inferiore  quando  è  —2^. 

Si  moltiplichi  if':^azt%/Jii'^9  per  «hP'=7i/7^S0>  ^ 
pe'  teorenù  CXLIÌI.,  e  CLXXVIII.  fi  avik: 
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cioè  pe' teoremi  CXLIil.,  e  CXUV.: 

Indi  fi  moltiplijni  queft*  ultima  equazione  per  la  terza  e» 
quazione  lineare  x:^2a:zzoy  e  fi  otterrà  pe*  teoremi  CXXJIl.) 
e  CXLIV. 

cioè: 

jr' 3  Mt»:±  2  4f  '  S9  , 

equazione  mancante  del  fecondo  termine  »  come  la  fi)rmoIa 
(i)  da  rifdverfi. 

Si  paragonino  il  terzo  «  e  il  quarto  termine  di  quefta  equa» 
zione  col  teizo^  e  quarto  termine  relpettivamente  della  prima 
formota: 

«*-i-3^*:t2fStf, 
e  ne  verranno  le  due  refpettive  equazioni  >  che  fieguono: 

cioè  dividendo  la  prima  di  quelle  per  —  3>  e  la  feconda  per 

3)  bb'^aazzLp^ 

e  CIÒ  pe*  teoremi  CXLVIIL)  CXLIX.,  CLIL,  e  pel  teorema 
CLXI.>  e  il  Tuo  corollario . 
Ora  la  prima  delle  due  ultime  equazioni, cubata  fonuniniftra: 

e  la  feconda  di  effe  quadrata  dk: 

— —  6  à*lfi-^p  aab^ziz-^qq^ 
tutto  quello  in  vigore  de*  teoremi  CXLIII.,  e  CXLIV. • 

Dalla  penultima  eq'iazione  fottraggafi  1*  ultima^  e  fi  troverifc: 

cioè:  .  . 
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rente  da  qudla ,  che  fi  vede  neii*  equazione  (8),  divida  per" 

^  r  equazione  (3),  cioè  bb — ^a=zpy  e  ofFervando  le  leg- 
gi dell'algoritmo  nuovo ^  ec.  troverà  <][ueli' altra  equazione^  co- 
me fi  comproverà  calcolando 

a-^b^ — p:(a'-^b)y 
nel  lecondo  membro  della  quale,  ponendo  in  cambio  di 
il  fuo  valore  tratto  dall'equazione  i^ó)y  H  avrk 

ì  

che  è  un'  ei'preffione  di  ^  differente  in  apparenza  da  quel- 
la dell'equazione  (7)9  ed  k  il  vantaggio  di  non  aver  bifogno 
£  un*  altra  eftrazione  di  radice  cubica  diverl'a  da  quella)  che 
l'equazione  {6)  ellge* 

Si  aggiungono  l'equazioni  (5),  e  (9),  e  li  otterrà 

Scolio. 

D  Air  equazione  (7)»  e  (p)  fi  deduce  queft*  altra  equazione: 

a  i   

imperciocché  cubandola  fi  k  pel  corollario  IV.  del  teorema 
CLXIV.    ' 

(io)  q — t/— „  — = — />* : ( ^ H- 1/—   — ) . 

Facciafi — cioè  Azzqq^p^  ^  e  l'equazio- 
ne (io)  diverrà 

.4  due  membri  di  queft'  equazione  moltiplicati  per  — a 

grandezza  pofitiva  ,  danno  — qq  '•k-A^p^  j  e  ciò  pe*  teoremi 
CXLIIL,  CXLIV.,  e  CLXXIX. 

E  finalmente  ponendo  ncU'  ultima  equazione  in  luogo  di  A 
il  Tuo  valore  qq-*-p^y  fi  avrk  —  -♦•/>' —/S  cioè 

p',  equazione  identica. 

Con  maniera  non  dilTimile  ii  proverebbe  ^  che  quell*  equa- 
zione 

a  j  
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fi  iiduce  ad  un'equazione  idcniiLd  ,  poiché  eHa  it  ridurrebbe 
iìmiimcnte  a  quclt'  aura  : 

che  moltiplicata  per  la  grandezza  negativa  — i/JZT)  da- 
rebbe in  virtìl  dei  citati  teoremi  CXLIIL,  CXLIV.,  e  CLXXIXi 
darebbe,  dico,  — qq-^A-=zp\  ec.  ^ 

Bjffdms^e  della  feamàs  formola  thll^  eqmn^toni  cubiche^ 
cioè  di     —  3^xr±  2  ^sso,  quando 
è  minon  di  qq» 

I N  queflo  cafo  la  feconda  formola  k  due  radici ,  nelle  qua- 
li entra  grandezza  Jìraordifiaria ,  ed  a  una  radice  ,  che  ne  c 
libera  ;  quefta  è  negativa  allorché  i±  2^  è  2^ ,  ed  è  pofiti- 
va  allorché  i±  2^7  è  —2^,  e  1*  aggregato  delle  due  prime  ra- 
dici è  uguale  alla  terza  radice  ,  m  cui  non  entra  grandezza 
ftraordtnaria  :  TutCQ  ciò  per  T  articolo  III.  della  preparazione 
particolare  ; 

Laonde  fi  prendano  le  tre  equazioni  lineari  xZl^az^^Tlbznoy 
xZf /7Z^l/^^<^  =  o,  ed  xr±2<7=o,  come  fi  è  fatto  nella  relo- 
luzione  della  prima  formola  ,  e  moltiplicandole  infieme  ii 
vrk  iìmilmente 

X* -t»  3    X  li     =:  a 
^"^aaxz^ó  abb  ^ 
dovendofi  parimente  nei  fegni  doppj  far  valere  il  fuperiorc 
quando  zt2^  è  -♦•2^,  e  l'inferiore  quando  rt  2^  è  — 2^. 

Il  terzo,  e  il  quarto  termine  di  quelf  ultima  equazione,  pa- 
ragonati refpcttiyamente  col  terzo,  e  col  quarto  termine  dct 
la  feconda  ibrmola .,  danno  quede  due  refpettive  equazioni  :  3  bb 
—  3  aa^'^  3^  ,  e  rb  2^'  zt  óabbsszt  %q  ,  dalla  prima  delle 
quali  divifa  per  —3  rilulta;  | 

bb-^aa^ — py  cioè  j 

(  II  )  aa^bbsip  y 
e  dalla  feconda  divifa  per  14:2  (i  k 

(12)  a^-^^abb^q: 
Tutto  quello  pe'  teoremi  CXLVIII. ,  CXLIX. ,  CLII. ,  c  pel 
l^orema  CLXI.>  e  il  luo  corollario. 

Cu- 
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Cubando  pertanto  1'  equazione  (11),  e  quadrando  T  equa- 
zione (12),  con  oflervare  le  leggi  dell'algoritmo  mmvo^  ù,  ot- 
tengono relpettivamcnte  quefte  altre  due: 
^  —  3  bba^      3  b*aa-^b^  ZZ p\ 

aggiungendo  T  ultima  equazione  alla  penultima  fi  k 

—     — 6aab^  —  p  a^bb'Zlp^  ^qq^ 
ed  edraendo  da  ambedue  i  membri  la  radice  quadrata,  ne  viene 

(13)  ^'-4-3^^^=i/F^- 

Intanto  fi  noti ,  che  nella  prcfente  fappofizione  di  minore 

di  9f  9  la  ^fh^^  è  una  grandezza  ordinaria  neli'  algoritmo 
mtovo . 

Aggiungendo  pofcia  T  equazione  (12)  ali*  equazione  (13) 
avremo 

-+  3  aab  -4-  3  /7^^  H-    ZZ  ^     ^^d^  , 
e  tirando  dall'  uno  i  e  l' altro  membro  la  radice  cubica 

(14)  4H-*=:i/,-<"//»»— ; 

ma  lottnendo  requaiioiie  (13)  dall*  ^uazkNie  (12)9  trove- 
remo 

e  turando  anche  da  quella  equazione  la  radice  cubica 

le  due  equazioni  (14),  e  (15)  aggiunte  mueme  moftrano 

e  quello  valore  di  la  prelo  negativamente  ^  quando  dt'^q  è 
-4-2^,  e  prefo  pofitivamente ^  quando  zt^^  è  —2^,  far^  e- 
guaie  a  quella  radice  della  leconda  formola  ,  che  è  libera  da 
grandezza  Jiraordmaria, 

EsSMPro.  ' 

S  la  r  equazione  x'  —  1 2 x  —  20 zzo,  appartenente  alla  feconda 
ibrmola;  adunque  ^l=^4>  ^ 10,  e  i/^iL-^ZZi/^j^,  e  perciò 
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fi   iduce  ad  un  equazione  idcm  ,j^  è  adunque 
fimiimente  a  qucft' altra  t      ^'^^     J  J 

che  moltiplicata  per  la  tatto  un  altra  eipreffione  diver- 

rebbe  in  wirth  dei  citat'  V  adi'  equazione  (  itf  ) ,  dividafi  l' c- 
darebbe,  dico,  -r        -i-i^s:/^  Pcr  praticando  le  leg- 

ce,  e  fi  confeguiA  ^  — />: 
RgjohtT^^  ipeszo  del  calcolo  fi  potni  conoicere; 

'  \cà  nell'ultima  equazione  il  valore  di 
^A^iuzione  (14)  ne  verÀ 
Tn  i  , 

y.  '  «ttiaenda  1  equazione  (  17  )  dall'  equazione  (  14) 


1  !4>  t*i/f-tr>'**ff+^**^f-^«^i''— 

ypiin^V^'  ililwwr"  MMiBiw/u  r  algoritmo  nuovo  (»M  JMif 
^jj^jrr  ftraonUDiria )  refprejfione  MnsliticM  generale  4^ 
'Tjf^^H^  jiorwiSii  x'— 3px=t:aq=o, 

qmmdo  U  medefima  formola  à  tn  radici  ineguali  ^ 
e  tutte  libere  da  grande?^  ftraordinaria  « 

Llorchè       è  maggiore  di      ,  le  tre  radici  della  feconda 
formola  fono  ineguali,  e  libere  da  grandezza  ftraordinaria,  la- 
Ji  però  ,  che  due  di  effe  fono  pofitive  ,  ed  una  negativa ,  fc 
efprime  -+-2^,  e  due  di  effe  fono  negative,  ed  una  po- 
fitiva,  fe  z±2^  denota  —2^,  e  tali  ancora,  che  nel  primo 
cafo  la  fomroa  delle  due  radici  pofitive  è  uguale  alla  radice 
negativa,  e  nel  fecondo  cafo  la  (omma  delle  due  radici  nega- 
tive è  uguale  alla  radice  pofitiva:  Tutto  quefto  in  vigore  di 
quanto  fi  è  offervato,  e  provato  nell'articolo  IIL  delia  prepa- 
razione particolare» 

Ciò  pofto;  le  tre  equazioni  lineari 
*f  hF^i±i/— 1=0  ,  xz^iizf  i/irjTi  =0 ,  e  x:±2#ir», 
xapprefenteraniio  le  tre  radici  della  feconda  formula,  le  quali  per 
conicguenza  làranno  fenza  grandezza  firaerdinaria  ^  perchè  nell' 
algorìtmò  nuom  la        j  6^  è  una  grandezza  ordinaria* 

La 
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La  prima  di  quelle  tre  equazioni  lineari  moltiplicata  per 
la  feconda  produce  in  virtù  dei  teoremi  CXLliL,  e  CLXXiX. 
(x=f  )*zt(x=;:4)|/_^^ 

z;:  (  X  zp  )  ^zrj^ -I- 3    =:  0 , 
cioè  pc'. teoremi  CXLIII.,  e  CXLIV. 

queil'  ultima  equazione  moltiplicata  per  la  terza  equazione, 
ìeare  x:± lazzo  dk  a  tenore  dei  due  ultimamente  allegati* 
wjremi 

Z±lMXX—^aax  z^ia^  "3^,6 abbZZ,o ^ 

cioè 

Paragonando  adunque  il  terzo  ^  e  il  quarto  termine  di  que*^ 
ila  equazione  col  terzo ,  e  quarto  termine  refpettivamente  del- 
la feconda  formola ,  ne  vengono  le  due  feguenti  refpettive  e> 
quazioni: 

la  prima  delle  quali  diviia  per  —  3^  e  la  feconda  divlfa  per 
zpa  danno  reipettivamente 

(19)  im-^tkzzp, 

(20)  s^—iM:=Zq  ; 

e  quefto  pe*  teoremi  CXLVIIL,  e  CLIL 

La  prima  di  qoefte  due  equazioni  eubata,  e  la  feconda  qua- 
drata lomminiftrano  le  due  refpettive  «  che  ièguono,  e  ciò  in 
virtù  dei  teoremi  CXLIIL,  e  CXLIV. 

(22;  —éi^'^6i^bb—9adl*^'^qq;  • 
aggiungendo  pertanto  le  due  ultime  equazioni  fi  ottiene 

cioè 

prendendo  la  radice  quadrata  d*  ambedue  i  membri-  fi  ^ 

aggiungafi  l'equazione  (23)  aU*  equazione  (20),  e  fi  troverà 
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fottraggafi  1*  equazione  (  23  )  dali*  equazione  (20}  ^  e  ne  veria 

ma  le  due  ultime  equazióni  non  tono  valevoli  a  far  conofce- 
re  il  valore  di  a-^by  e  di  si—bj  perchè  i  primi  membri  di 
effe  non  fono  cubi  refpettivamente  di  s^èy  e  di  a-^by  op> 
pure  di  S'^by  e  di  a^^by  e  l'equazione  (22)  lottratu  dali* 
equazione.  (21)  niente  fa  Icoprire  a  propoàto>  perchè  ne  pro- 
viene 1*  equazione 

2^  '^^a^bb^tlaab^^b^^p^^qq 
dì  niun  ulo  pel  mio  intento;. 

Adunque  anche  neli*  algoritmo  muvo  queflo  metodo  lalcia. 
irreloluto  il  calo  trnJurìbile ,  vale  a  dire  non  dà  i*  elpreffio- 
ne  generale  analitica  (lenza  the  vi  entri  grandezza  firmrd^ 
noria)  del  valore  di  m  appartenente  alla  feconda  formola,  al« 
lorchè  è  maggiore  di  qq  y  poiché  quefto  è  il  caio ,  che. 
chiamau  kredufMey  non  eitendo  ftato  rìioiuto  iinora  algebra!* 
ca  mente  con  eipreifione  generale ,  e  libera  da  grandezza 
ordinaria ,  come  fi  iono  riioluti  gli  altri  cafi  <wlla  prima  ^  e 
della  feconda  formola. 

Per  aver  dunque  1*  efpreifione  analitica  di  n  nel  cafo  irre* 
dutibile  (ma  non  libera  da  grandezza  ilraordinarìa),  fi  confv- 
deri ,  che  nell'  algoritmo  nnvoù  fienificando  con  —Zi*  unità 
aifunta^  omogenea  a^^,  ed  a  j^,  la  zt^i/^^z  è  una  gran- 
dezza ftravrdinaria^  e  il  cubo  di  a^b^zPz  è  uguale  a  que- 
lla eipreflìone:  \ 

imperciocché  il  quadrato  di  az±b^'^z  è 

^aa^iabi/Z^Z'^bbZ 
pe'  teoremi  CXLIV.,  CLXXXV. ,  CLXXXVI.,  CLXXXVII., 
e  CLXXX.  y  ma  pel  teorema  GLI  IL  la  grandezza  -^^Z  è 
uguale  a  H-M;  adunque  il  quadrato  di  ^zt^v^nl^  equivale 
a  queft' altra  eipreflìone 

'^aaZ^iab^:^^bby 
la  quale  moltiplicata  per  ^Hb^^/^Tz  produce  in  vigore  dei 
teoremi  CXLIII.»  CLXXXV,»  CLXXXVL»  e  CUUÙVII. 
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(R)  «'rt  2/7/7^ ^-fi  z — ai^lf  y 

r± z  =f  2 /r^         X  (  db  ^  i/^iTz  )    ^  ' . 

Qui  fi  rifletta,  che  2<7^|/Ijrz  equivale  a  2 ^ X (^^yZ-K?) 
pc' teoremi  CXLIII.,  e  CXIJV.,  e  conleguen temente  1  ciprel- 
fione  ^2/7^|/-^rzX rr±^i/^Tz)  è  uguale  a  quelt' altra: 

2^X(=t^i/-*-?:'»X(=±^i/-^"z)>  che  pel  teorema  CLXXX. 
equivale  a  2/»Xf/^^)^  cioè  a  — zabbT.  pel  teorema  CXLIV., 
ma  la  grandezza  -^labbZ  è  uguale  a  — 2/?^^  pel  teorema 
Cini.;  adunque  2tf^|/^f  X  C  — )  è  uouale  a  — 
2tf^^,  e  quindi  T  eipreffione  (R)  equivale  ali* efprellione  (Q), 
a  cui  per  conleguenza  è  uguale  il  cubo  di  ^zi:^^^h2">  il 
quale  fi  è  veduto  eflere  eguale  all' eipreffione  (R). 

Si  moltiplichi  ora  cialcim  membro  dell'equazione  (23)  per 
-f  i/::rF.  e  fi  avrà  pe  teoremi  CXLUI.,  CXLIV.,  e  CLXXXV. 

e  fi  oflervi  ,  che  il  lecondo  membro  di  quelta  equazione  è  u- 
guale  a  — attelochè  ,  lupponendo  bh  eguale  alla 
grandezza  pofitiva  (/>'— vale  a  dire  bb  eguale  a 
(47^  — la  — -fr,  che  è  uguale  a  — m>  eguale  a  — 
^^tjZZpi\  di  modo  che  il  fecondo  membro  dell'equazione  (24) 
equ  iva  Ieri  a  1/14^2,  cìoèz'-^^uz  pel  teorema  CLXXXII.; 
ma  hèZ  è  uguale  adf  èb  pel  teorema  CLIII.  ;  adunque  il  le* 
condo  membro  dell*  equazione  (24)  lark  eguale  a  «— ^/i^é) 
cioè  a  Surrogando  pertanto  nell*  equazione  (24)^ 

in  luogo  del  lecondo  membro  l' efpreflione  "^^/f^^^j  che  gli 
equiviue,  ne  nalcerìi 

e  quelta  equazione ,  prima  tottratta  dail  equazione  (20;,  é 
poi  ad  elTa  aggiunta^  darli  le  due  relpetrive  equazioni  leguenti: 

fi  tiri  da  ambedue  quefte  equazioni  la  radice  cubica  ^  e  per 
quello,  che  .fi  è  moitrato  di  lopra ,  ne  proverranno  le  due 
Ipetttve  equazioni  infraicritte: 

ì 

{26)  J-+^v^-45=i/f-4-//'— 
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'  /  le  quali  aggiunte  moftreranno  nnaimence 

/  il         ^  i  


(17)  2^v^^-^/^;-^,-t»^j-/f'-^f, 
ove  ^f*^ffy  che  ncU  algoritmo  comune  è  grandezza  pratas' 
riay  nell'algoritmo  nuovo  e  grandezza  Jiraordinaria , 

Il  valore  di  la-y  prefo  negativamente^  rapprclenta  una  ra- 
dice della  feconda  forraola  nel  calo  irrcdutibile  ^  quando  i±2^ 
è  -f2^,  e  prelo  pofit'rvamente  y  rapprelenta  una  radice  della 
feconda  formola  nel  calo  irreducibile,  quando  db 2^  è  r-a^* . 

£  S  E  M  P  J  • 

S  la  1*  equazione  «'^15  9ch»2o=o  fpet tante' alla  feconda 
formola  ;  adunque    =  5  >  ^=  10  ,  e  ^Jdjjzz  |/If7s  *  1»^ 

i   J  - 

onde  farU  241^— i/io-4./-n$— %/io — /-i-iyy 

Ma  nell*  algoritmo  nuvuo  la  fZ-^Ti^  h  uguale  al  numero 

j   5  

llraordinario  |5|  ;  adunque  xzr — ^"io-*.,  5  ,—^10 —  5 1  ; 

ma  IO  — 15|  non  è  15  ,  e  10  — 15|  non  è  5  pel  teorema 
CLXXXVIII. ,  e  per  lo  Icolio,  che  gli  è  annclfo. 

Sia  in  oltre  l'equazione  x'— 5x  —  4ZZ0  ,  che  appartiene 
alla  feconda  formola  ;  adunque  />— 2,  ^ZZ2,  e  ^pTIT^zr 
ma  neir  algoritmo  nuovo  iZ-t-^f  è  uguale  al  numero 
ftraordinario  |  2  [  ;  adunque 

»=i/"a-<.|ii  H-i/rUTTì;  ma2-l-|2|  nonè4>  ei— 12| 
non  è  zero  per  1*  allegato  teorema  CLXXXVIII. ,  e  per  lo 
fcolio,  che  gli  va  anneflb. 

Un'aUra  efpreffione  di  a^r,  diverfa  da  quella  ,  che  nell'  e» 
qiiazione  (27)  è  contenuta,  potrlt  confeguirO,  dividendo  1' 
equaiione  (1^)9  cioè  as-^bb'^p  per  «H-^f/HK!»  con  oflèr* 
yare  le  leggi  dell*  algoritmo  nmvo^  ec.  poiché  (l  otterrai 
^b^'^ri^—p;(^a'^b^/Z^)y  come  calcolando  fi  rendei 
mani&fb  ;  e  il  Valore  di  à'^b^^l  prefo  dall*  equazione 
(  2d  ) ,  e  introdotto  nell'  ultima  y  dark  queft*  altra  : 

(28) 
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ì 

(28)  — a^by/—^^ — ;>:ì/^m-/>'  — 
che  lottracta  dall'  equazione  {^26)  farà  Icopnre 

i  ì  . 

Scolio. 

In  ordine  alla  proporzionalità,  che  con  vieti  concepire  per  for- 
marfi  l' idea  del  quoziente ,  che  coitituilce  il  fecondo  membro 
dell'  equazione  (28)  fi  rifletta  a  quanto  fi  è  elpreffo  nel  le- 
coiido  degli  Icolj  anneflì  al  corollario  del  teorema  CLXXIX. 

jilìro  Scolio» 

L  OaI  confronto  dei  fecondi  membri  delle  equazioni  (i^)> 
e  (18),  come  pure  dal  confronto  dei  Cècondi  membri  <Ìellft 
equazioni  (27),  e  (2^)  fi  deduce  1*  infrafcritta  : 
i  I   

con  qucflo ,  che  p^  —  qq  e  una  grandezza  negativa  nelle  equa^ 
zioni  {i6)y  e  ed  è  una  grandezza  pativa  nelle  equa-  . 

zioni  (27)t  e  (ip):  In  ambedue  quelli  cali  l'equazione  (30) 
fi  riduce  ad  un  equazione  identica; 

Imperciocché  cubandola  ù  ottiene  pel  corollario  IV*  del  teo- 
rema CLXiV. 

Facendo  ora  ^Azzp^'^qq  (cioè  —  ^  nel  cafo  delle  equa- 
zioni (itf),  e  (18),  in  cui  la.  grandezza  />' — qq  è  negativa» 
e  H-u^  nel  cafo  delle  equazioni  (27),  e  (2^)^  in  cui  p*^qq 
è  grandezza  negativa),  l'equazione  (31)  diverrà 

.  (3i)  q—%/^=p''(q-^%/^), 

dovendoli  notare,  che  nel  calo  di  — A  la  grandezza  (q^ 
^/^r^  )  è  negativa ,  e  nel  calo  di  -f  la  grandezza  (q  ^ 
1/=^)  dee  trattarli  come  pofitiva,  perchè  niente  contiene  di 

negativo. 

Si  moltiplichi  r  equazione  (32}  per  ,  e  fi  vc- 

àù,  elTere 

(33)  -^^=t^=:-/>S 

e  ^ue- 
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44^  Applicazione 
e quefto  pc  teoremi  CXLI IL,  CXLI V., CLXXIX^ e  CLXXVIII4 
ma  clsendofi  luppofto  ^A^p^ — qq^  ne  fegue  :±:Aziqq'^f*i 
adunque  ponendo  nell'equazione  (33)  in  vece  di  z±Ay  que- 
fto  lue  valore  fi  conleguirk  ^qq^qq^p^zz-^f^^  vaie  a 
re  -^p^ziz—p^  equazione  identica* 

II.  Con  (ìmigliante  raziocinio  fì  potrebbe  provare,  che  nei 
cafo  dell'equazione  (i6)y  e  f  18)  la  feguente  equazione: 

fi  rilolve  in  un'  equazione  identica,  dovendofi  avvertire,  che 
la  grandezza  (q  —  ^/J^ZZ^)  è  pofitiva,  perchè  nel  calo  delle 
equazioni  (1^)1  e  (  iS)  p^  è  minore  di  qq  y  di  modo  che 
^yjT^  è  minore  di  q, 

III.  Nel  cafo  poi  delle  equazioni  (27),  e  [19)  la  gran- 
dezza  {q  —  i/pUT^)  dovrebbe  trattarfi  come  pofuiva  ,  allor» 
chè  la  ^JiZ^  {confiderata  come  nel  f  algoritmo  comune)  è  mi- 
nore à\  q  ;  e  la  ftelsa  efprefTione  (  ^  —  |/  ^»  )  dovrebbe 
trattarfi  come  negativa,  allorché  la  |/ —  i^confidcrafa  cq* 
me  Meli'  algoritmo  comune)  è  maggiore  di 

Laonde  lu  tal  fondamento ,  raziocinando  ,  come  fi  è  fatto 
nel  primo  articolo  di  quefto  fcolio ,  potrebbe  provarfi ,  che 
nel  caio  delie  equazioni  (27),  e  (2^)  T  infraicritta  equazione: 
ì    i 

fi  rifolve  in  un*  equazione  identica  y  avvertendo  ,  che  quando 
i/'p* {confiderapa  cerne  nelF algoritmo  comune)  è  minore  di 
allora  zt  dee  fignificare-*-^/  e  quando  ^pZTJJ  [conftdere- 
tu  come  neiì*  algoritmo  comune  )  è  maggiore  ai  q^  allora  ztp 
\  da  fignificare  — />  ;  di  maniera  che  in  virtù  de'  teoremi 
CXLIV.,  e  CLXI.  il  quoziente  dbp':(^— ^J^tZ"^)  molti- 
plicato per  yj)  faA  femprc  Uguale  a  — 
'  Il  prefente  fcolio ,  e  lo  fcolio  annefso  alla  refoluadone  dèl- 
b  prima  formola  delle  equazioni  cubiche  ferviranuo  per  efer- 
citare  il  lettore  nell'  algoritmo  muovo  >  e  per  comprovarne  la 
giufiezza. 
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Rffdm^ìmc  deilc  equa^^om  M  qù^rto  paio  medumte 

/'  algoritmo  fiupvp* 

Suppongo  y  che  r  equazioni  del  quarto  grado  fieno  (ènza  H 
fecondo  termine;  perchè  quando  non  ne  foffero  prive,  potreb- 
bero Tempre  ridurfi  ad  altre  equazioni  del  quarto  grado  lenza 
il  fecondo  termine,  e  ciò  nediante  ì!  articolo  XIII.  delU  pre- 
parazione generale . 

Per  comprendere  in  una  fola  formola  tutte  quante  V  equa- 
zioni del  quarto  grado,  io  le  rappreiento  ^cneraiiiTiinameQte 
jicir  infrafcritta: 

(1)  —  Jf*—*-^** -4.^^-4- r  ZI 

ove  -4-/)  efprime  il  coefficiente  del  terzo  termine  col  fuo  fe- 
gno,  — denota  il  coefficiente  del  quarto  termine  col  lue  fe- 
^10,  e  -4-r  clprime  l'ultimo  termine  col  iuo  figno  ;  mentre 
per  quanto  fi  è  elpodo  nell'  articolo  III.  dello  icolio  anneffo 
al  corollario  V.  delle  prefuppofizioni ,  il  legno  -4-  affilTo  ad 
una  grandezza  pollciva)  o  ne^ativa^  non  muu  lo  Ilato  di  det- 
ta grandezza. 

Siccome,  a  tenore  dell*  artìcolo  IL  delia  preparazione  gene- 
rale ,  la  formola ,  o  fia  equazione  ^  i  )  fì  concepifce  prodotta 
da  quattro  equazioni  lineari  ^  coù,  to  fuppongo  ,  che  due  di 
Guefte  equazioni  lineari  fieno  contenute  ia  quella  equazione 
nel  fecondo  grado! 

(2)  «-«»PH>/x-f  «ZT» 

e  che  te  altre  due  equazioni  lineari  fi  contengano  in  queft^ 
altra  equazione  del  lecondo  grado: 

(3)  — /X— 

— ^: 

tuttociò  in  vìrtii  del  citato  articolo  IL  della  preparazione  ge^ 
nerale  y  in  virtè  di  cui  un*  equazione  del  lecondo  grado  fi 
concepUce  prodotta  da  due  equazioni  lineari  moltiplicate  in- 
fieme: 

Nelle  equazioni  (a),  e  (3)  la  /  ,  la  e  la  ^  defignano 
grandezze  indeterminate,  le  quali  debbono  determinarfi. 

Lll  Per 
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J^^O  (AF^LfCAZlONC 

Per  determinarle  adunque  fi  moltiplicheranno  tra  loro  le  c- 
quazioni  (2),  e  (3),  ollcrvando  le  leggi  dell'algoritmo 
vo  (nelle  quali  fuppongo  iflrutto  ormai  lufficicntemcntc  il  let- 
tore, lenzachè  io  abbia  ad  accennarle  di  vantaggio),  e  (ì  con*» 
ieguirk  quella  equazione  indeteroùnac^  del  q^uarco  ^rado  priva 
del  fecondo  termine:  , 

k  qtjale  fuppongafi  effere  la  medefìma  ,  che  la  fbrmola 
e  in  vietare  di  qiiciìj  iuppofizionc  fi  paragom'no  i  termini  dell* 
una  co*  termini  corrifpondenti  dell' altra.  Si  avr^  pec  uncO) 
paragonando  i  terzi  termini  di  ambedue, 
•  i^r-^^fZZ^p  y  QÌoè2sxp^jff  y  e  dividendo  L'uiio»  c  1' al- 
tro membro  per  —2; 

(5)  .  *  . 

col  paragone  dei  quarti  termini  il  ottiene  lèjf^^  y  cioè  2/# 

z=zify  e  dividendo  per  --2/: 

comparando  in  fine  gli  ultimi  termini  fi  trova:. 

(7)  "^M'^yy^rr 

fi  quadri  ora  l'equazione  (  5  )  ^  la  quale  dà  pel  teofcma  CDQV* 

£ qindn ora f  equazione  ( 6)^  che (omminiftra  pel  ctetto  teocema 

,  ^-7^=— (^f):4//»  cioè  A*2s(^y):4//>  -,  . 

1  valori  di  tf#  Y  e  di  ^  tratti  dalle  due  ulunie  equazioni  »  e 

podi  neir  equazione  (7)  fanno  conolcerei 

(?)  (— ^H-am— /*):4-+-(^^):4//=''; 
lna  r  erpremone  v^pp^^'^p/y — ^/*)-4  moltiplicata  ^  ^  poi 
divifa  per  ff  diviene  (— 2 ):4>/>  e  conler- 
va  cii  non  òftante  il  fuo  priftino  valore  pel  teorema  CLXILy 
e  pel  foo  corollario  ,  e  per  la  ftefla  ragione  r.  è  ocuale  a 
(  4  r//  )  :  4//  ;  a«kiiH|iie  feftiiuendo  nell'  equazione  (  8^  gran- 
dezze eguali  in  I1Ì090  d' eguali  ^  &  conìfguiice  queft*  altra: 

(— -+  »/^— /  )  : 4//     (qq)  :  (4//)=  (4''//)  •  (4//)» 
moltiplicata  per  '^^yjr  moftta 

eoa 
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e  da  quella  equazione  ordinata  a  dgveit  il  deduce:      ;  :  * 

equaaofie  derivativa  del  ferzo  grado ,  onde  il  valore  di  //  po. 
tra  rìtrovarfi  col  metodo  efpofto  per  k  ic^nztone  deli'  equir* 
noni  cubiche  9  o  con  aldo  jnado  Mtuìì^leiite  ;  indi  dal  yale- 
re  di  — fi  trarli  b  «idice  ièpoftoa,  poè  ii  valoce  di  -1-/» 
e  qucfto  fi  concepirk  foftittiito  nelle  equazioni  (2),  e  (3)  ia« 
fieme  col  valore  di  ,  e  con  quello  di  ,  e  di  >  prelb  daU 
De  refpetiive  equazioni  ($)>  e  \6)\  coficchè  f  equamni 
«  (  3  )  divenaìum  refpettivameDte 'le  iegUend  : 

(  10  )  — H- (/>  — //)  :  2  H- (  ^  )  :  2/ =  0, 
(  II  ) 2/==o^  . 
nelle  quali  fi  Utlciano  y  ^  t!Ì  yy  in  -iuogo  delie  Jor9  «%relÌM- 
jìiy  che  fono  troppo  compleflé* 

\    Ciò.  filtro  fi  eltnrcamio  le  due  zadid  deÙ' «qnasimie  {«>}» 
'e  le  due  delf  equazione' {<x-)  col  metodo  già  Ipiegaco  >  c  m 
tal  guila  fi  Avranno  le  quattro  radici  delki  fi}rmoU> 

Se  alcuna  delle  lettere  f  ^  #9  ovvero  ipnciie' tutte  rappre- 
fentaflèro  grandexze  negative ,  allora  fi  muterebbero  iclpetti- 
vamente  nelle  equazioni  (^))  (io),  e  {o)  «  d^ 
jnedefime  iettere  v  f ,  r  >  ovvero  di  lutte,  attesoché  -4-— 
equivale  a  ^  per  l' are  L  ddlo  icolio  anneflb  al  conili,  V.  del- 
le prefuppofiaipni  ;  ma  nelT  equazione  (9)  non  fi-mucpiailn» 
i  fegni  di'-f*/ft  edi^MT/  perchè  nell'algoritmo  mm».^ 

Suadrato  di  «^^^  ovvero  di  ^ — p  h  Tempre  '^ffy  t  il  qua- 
rato  di  -«-^  ovvero  di  «— f  è  Tempre  ^ff^. 
Se  nella  forinola  (  j  )  mancade  anche  il  qùano  termine  ^^fir^ 
efla  in  tal  calo  iàrebbe  un'equazione  derivativa  del  fecondo  gèa- 
do,  e  fi  rifolverebbe  con  la  maniera       data  di  xilolvere  f  e* 
iquazioni  quadrate,  jo  ma  altsa  equivalente,  wec* 

jtìtrs  mamtrm  di  dtAtm  da  ^uefia  mmd9  U  refolu7;Ì9m  > 
'  diìT  9§aJkim  del  ^quarfo  jgjuuk  madiavm 
I  /  algonme  niiovo. 

"        in  vece  di  fupporre  le  due  equazioni  (2),  e  (3).  £  Tup» 
jporÀ  quella  ibljt  equazione  :  Lll  z         „  ^iz) 
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4t&  •  AvFtieAsioira 

(12)  — if»-#.i»=db(/*H-^)> 
fi  avrk  quadrandola: 

e  trafponendo,  e  oidinanJo  ne  verrk  V  equazione  (4);  laonde 
il  paragone  del  terzo  termine  dell' equasione  (4)  col  terzo  éstU 
la  formola  (i)  darli  t^^f/szp^ 

vale  a  dire  — /7=si#— cioè  eibaendo  la  sadice  quadrata: 

(13) 

dalia  comparazione  de  quarti  termini  dell*  equazione  (4),  e 
della  formola  (i)  rilulterk  2^/=^,  cioè  (dividendo  per  — 
2f)  èszqii/f  e  ponendo  in  iuc^o  di  /  il  iuo  valore  teitè 

trovato: 

(14)  ^=^:2|/Tr:r;, 

10  fine  il  confironto  degli  ultimi  termini  dell*  equazione  (4)» 
e  della  formola  (i)  moftreranno: 

c  foftituendo  in  queft'  equazione  in  cambio  di  bb  il  fua  vabie 
qq:{  Sa^^p)  dedotto  dall*  equazione  (14)  fi  avii: 

(13)  ^aa-^qq:{2a^^p)fsr,y 

ina  pd  corollario  II.  del  teorema  CLXIV,,  — è  uguale  a 
^aa(  Sé^4p):(  Sa^4p)y  vale  a  dire: 

-come  pure  r  è  uguale  ad  r  (  8^^4^):( Stf-r^^)»  cioè.:, 

*  (17)  r=(— 8 w-t.4/»r 4;>), 

11  tutto  per  la  quarta  parte  del  teorema  CUCJ^XIX*,  e  pel 

•  teorema  LX, 

Adunque,  fe  fi  pongono  nell*  equazione  (15)  in  luogo  di 
— /7/3r,  e  di  r  i  loro  valori  prefi  dalie- relpctùvc;  equazioni  (i^)» 
-e  (17)1  fi  otterrà  la  leRuente: 

(  8fl'  —  ^pan-^qq)'.{  %a  —  4^)::r( —  %  ar-^  4pr):{%  a  —  4/>), 

che  moliiplicata  per  —(8^  —  4;))  iomminiikrerà  quolt' altra: 
(18).  %a^'^4paa^%ar'^qq^o^ 

La  rerolurione  di  queft'  ultima  equazione  ,  che  c  dei  terzo 
grado,  d^i  il  valore  della  /r ,  che  per  evitare  la  loverchia  lun- 
ghezza ,  e  confuiiope  dell*  eipreflìoiùi  il  iupporxa  in  avvenire 
come  cognita.  Tra- 
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Dell*  Algoritmo  Nuovo.  4^ 

Trafponoafi  om  T  equazione  (12),  dopo  aver  furrogan  in 
cfTi  i  valori  di  /,  e  di  ^  prefi  dalie  relpettive  equazioni  (i3)> 
e  (14)1  c  fi  giungerà  a  cjueit' equazione  :  '  ' 

che  in  vinik  del  doppio  legno  in  elfa  contenuto  equivale  a  due 
equazioni  del  iecondo  grado  ^  e  risolata' lommilùltra  i  quattro 
vaion  di  X,  cioè  le  quattro  radici  della  forinola  (i). 

COAOLLARKO* 

Se  netr eqnazione  (12)  in  cambio  di  a  fi  foife  fcrirro  ^ 

iarebbefi  ottenuta  in  vece  dell*  equazione— (  1 8 )  la  ieguenie: 
(20)  r'—/«:f-^4rf -4-7^=0, 

t  in  luogo  cjeir equazione  (ip)  iarebbefi  confeguica  quell'altra: 

«4*  ^  *  a  ^^T^->-^* 

L*  equaaìone.  (  20}  è  pu^  ^^moda  a  rifaitere^'  cbe  F  equàzR^ 

Scolio.  - 

I.  Si  àcv€  avvertire)  che  chi  voleilè  rìfolvere  con  T algorit- 
mo comune  \^  formola  (z)t  e  pàraeoQafne  le  reloluzioni  con 
quelle  >  che  io  ò  dedotte  mediante  .1  al|*oritnio  nuovo ^  dovreb- 
be trai  porre  la  ftefTa  formola  (i)v  e  cangiaida  in  quella  : 

I  coefiìcienti  gèneraii  dfel  fecondo^  teno,  e  quarto  termine, 
delia  quale  anno  prefì^  il  fegno  negativo  ;  laddove  i  coefficien»  ' 
ti  generali  de*  m^efimi  termini  della  formola  (i)  fono  dota^ 
ti  del  legùo  pofitivO/ 

II.  Chi  poi  voleflè  valerA  del  metodo ,  di  cui  mi  fono  fer- 
vilo ,  e  applicarlo  a  rilolverc  con  l'  algoritmo  nuovo  quell'  e^ 
quazioni  del  quarto  grado,  nelle  quali  efiUe  il  iecondo  termi- 
ne, dovrebbe  introdurre  nell* cqaazioni  (2)vj(3)i  e  (12)  un' 
altra  indeterminata 9  c  in  vece  ded*  eq[iuuione  (a)  prendere; 
la  ieguente:  — 
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454  APTlriGA^feUìi 

in  luogo  deir  ec^uazioiif  (3)  àattMc.dhmci  qttcfta^ 

•Ja  cambio  dbll*40qiiaiioiie  (12)  dovrebbe  prendere  qaeft'àltiii 

indi  opecandjs  aid  debito,  jnodo,  coeimtemontf  pnma 
nien  oa  nie  iiiata»  troverebbe  un'e^iia^ae  derivativa  del  ter* 
ao  fjpàoj  la  quale  avrebbe  per  incognita  il  quadrato  di 
'  Ma  ofema&  laonrlitivavente  sUa  feisooda  Haaiéra,  che 
poie  1^  qui  teBut%,i.amvmb])e  ad  «n'  eqna^óooe     teno  g% 
dO)  che  avrebbe  la  >f  per  incc^nita*  .  \ 

Tanto  A  me  bafta  per  fiir  coaiprendere  agf  intendenti ,  che 
y  ^dgoritmo  mm»  al  pari  deli'  a^ritmo  «Miam#  -è  utile  ajlf 
Iciemse»  eoa  qucfto  di  pih»  che  iftituendo.  i'princtpj  del  nuo- 
4»  aigorìtQUO)  parati  di  aver  fcritto  pih  nnovamentei  e  forfè 
anche  pii^  rauoneviilniente  y  -isho  tion  I  fiato  fatto  finora  in 
•«Édiae  a  quella,  iòfta  di  gfa]idezze9  che  gli  Analifti  appellano 
immag$9mk  fun^  là  natura  4elle  quali  è  uno  de*  mimi  dctt' 
Algebra* 


AB. 
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APPENDICE  PRIMA. 

Sfendofi  nella,  prefazione  di  quello  trattato  ùif^ 
ta  menzione  del  lupplemento  deli*  Autore  al 
quinto  libro  d'  Euclide  y  ù  è  giudicato  dì  do»- 
verlo  qui  inierire^  acciò  meglio  poflàno  i  let» 
tori  paragonare  il  metodo  degli  cgualmenté 
inoltiplici  con  quello  delie  aliquote  fimdi  per 
la  ipiegazione  dieiia  natura^  e  proprietà  dek 
k  fioponioni  geoinetnche..  . 

Supplementi  J  quÌM  liBro  éf  EuetOf* 

BEnchè  (•)  il  quinto  libro  d'  Euclide ,  attribuito  da  alcuni 
ad  Eudoflb,  maeltro  di  Platone,  iìa  una  delle  produzioni  pi& 
ingegnole  lalciaieci  dagli  amichi;  molti  de'  più  celebri  moder* 
ni  non  fi  lono  per  quefto  iraitenuti  d'  impugnarlo*  Troppo 
lungo  farebbe  il  riferire  >  c  il  ribattere  le  loro  oppofizionì  , 
baiteik  lolamente  riflettere  ,  che  la  definizione  Euclidea  della 
proporzlonalitk  è  forle  piiì  adattata  d'  ogni  altra  per  com- 
prendere in  un  lolo,  e  iommamente  uniforme  concetto  le  pro- 
porzioni commenmrabili,  e  le  incomnienlurabili;  laonde  alme- 
no per  quefto  motivo  meritare bbe  a  mio  credere  la  confide- 
razione  de* geometri.  In  vano  poi  fi  è  pretcfo  da  alcuni ,  che 
effa  debba  eflere  dimolìrata  ;  imperciocché  come  definizion  di 
nome  deve  aver  luogo  tra' principi,  e  per  effa  anno  da  dimo- 
ftrarfi  le  altre  paffioni  delle  quantità  proporzionali.  Sono  iiifi- 
gni  tra  quefte  le  proprietk,  che  competono  all'analogia  in  or- 
dine alle  aliquote  (ìroilt  de*  conlèguenti  ,  ovvero  degli  antece- 
denti >  ma  non  avendole  altri  dedotte,  per  quanto  è  a  me  no> 
to,  dal  metodo  degli  egualmqite  nUtiplici,  ò  io  tentato  di 
ciò  fare  nel  prefente  fcritco,  die  potrà  forle  iupplire  a  quaii> 
co  di  eflènziale  manca  in  Énclide  incorno  la  Icienza  elemen» 
tare  delle  proporzioni* 
.  .  ^  Dfr 

(*>  Giociule  dtMmcrati  d* Italia  tomo  XXXVIII.,  parte  prima,  pa£.  199, 
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Vbvihizioui* 

C  Hiamo  una  grandezza  h  aliquota  di  un*  altra  grandezza  A 
quando  la  ^  è  contenuta  una  volta  ,  o  un  certo  numero  di 
volte,  e  fenza  refto  in  A*  In  quello  fenfo  ogni  tutto  è  ali* 
quota  di  fe  (lelTo;  perchè  è  contenuto  una  volta,  e  lenza  ic- 
fto  in  fc  medefimo.  ' 

Chiamo  hy  e  d  aliquote  fimili  di  ^,  e  di  D,  quando  la  h 
è  contenuta  fenza  relto  in  B  tante  volte  quanto  la  J  è  con- 
tenut-a  in  D  ;  in  tal  calò  dico ,  che  la  ^  è  alìquota  fimile  di 
By  come  la.  d  dì  D,  In  quello  leniò  qualfi voglia  tutto  è  ali<* 
quota  fimile  di  le  medefimo  ,  come  qualunque  altro  tutto  la 
è  di  fe  fteisO)  cioè  B  è  aliquota  Umile  di  B  ^  come  D  ài 

Postulato. 

©'Imando ,  che  mi  fi  conceda ,  che  date  tre  grandezze  A > 
By  D'i  può  concepirfi  un'altra  grandezza  H  tale,  che  la  prò» 
porzione  di  ^  a  À  iìa  eguale  alla  proporzione  di  H  a  D. 

L  B  y  M  A* 

Porte  due  grandezze  difuguali;  io  dico,  che  fe  fi  prenderà  la 
met^  della  maggiore  di  else ,  indi  la  metk  di  quella  mctk  ,  e 
cos\  fuccelfivamente  fi  troverà  in  fine  una  parte  della  maggior 
grandezza,  che  larà  minore  dell'altra  grandezza.  Quella  prò- 
pofizione ,  che  potrebbe  ancora  poltularfi  ,  trovafi  dimoftrata 
nel  commento  del  Commandino  alla  prima  propofizione  del  X. 

Corollario. 

Cofa  manifefta  è,  che  la  parte  fuddetta  della  quantità  mag- 
ftiore  è  un'  aliquota  di  efsa,  e  che  le  altre  aliquote  fue  eguw 
Il  anno  dividendo,  e  fuddividendo  iucceffivamente  ciafcuna  me« 
tà  della  grandezza  maggiore,  ec.  purché  fia  lo  llciso  il  nume» 
ro  delle  divifioni)  e  luddivifioni. 

Tborbma  f. 

Sleao  le  quattro  grandezze  proporzionali  ^  B,  C,  D  :  io 

dicOy 
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dico,  che  fe  la  prima  di  effe  è  uguale,  maggiore,  o  minore 
delia  feconda  ,  anciie  la  terza  è  uguale ,  maggiore  ,  o  minore 
della  quarta  k 

DlMÒSTRAZIOI^B. 

E  Gli  è  vifibile,  che  le  A  è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  5, 
anche  %A è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  iB,  Ma  per  la  Ibppo- 
fta  proporzionalità  delle  quattro  grandezze  A^B^CyD^e  per 
la  definizione  V.  del  ^  le  2 è  uc^uale  ,  maggiore,  o  minore 
di  2J5,  anche  2C  è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  iD; 

Adunque  le  A  è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  5;  2C  è 
uguale,  maggiore,  o  minore  di  iD,  Ma  è  chiaro  altresì,  che 
fe  2C  è  uguale y  maggiore,  o  minore  di  tD,  anche  C  è  ugua- 
le, maggiore,  o  minore  di  D;  Adunque  (è  A  è  uguale,  mag- 
giore, o  minore  di  B;  anche  C  è  uguale,  maggiore,  o  mino* 

Teohema  II. 

Sleno  primieramente  quattro  grandezze  ByDybyd  tali,  che  b 
fia  aliquota  limile  di  B,  come  ?  di  D/  io  dico  in  prìmo  luogo, 
che  Bk  zhy  come D  9l  SieQo  in  oltre  le  altre  due  grandez- 
ze £,  F  tali,  che  la  ^  fia  aliquota  fimilé  della  E ,  come  la 
d  della  F;  io  dico  in  fiKondo  Inogo ,  che  B  Ef  come 
D  ad  F. 

Dimoflra7;]onc  della  prtma  parte  * 

£srendo  B,  e  2>  egiiahiienre  moltiplici  di  e  di  d;  anche 
le  egualmente  moltiplici  di  e  dì  Z>  fono  egualmente  molte- 
plici di  ^,  e  di  1^  per  la  IIL  del  V.  Laonde  ic  n ,  ed  m  figni- 
ficano  in  eénerale  numeri  intieri  pofitivi,,  tutte  le  egualmente 
moltiplici  di  B ,  e  di  i>  fi  eiprimeranno  cos^  :  nb^  ndy  ficco- 
me  iM^,  ,$nd  rapprefenteraiìno  tutte  le  egualmente  mohipUci 
di  ^,  e  di  ,  ma  è  manifefto ,  che  fe  nb  e  uguale,  maggiore  , 
o  minore  di  mbj  anche  nd  è  uguale  ,  maggiore  ,  o  minore  di 
md; 

Imperdocchè  iatanto     è  uguale  ^  maggbre^  o  minore  di 

Mmm  in 
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in  quanto  il  numero  n  è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  m, 
e  quefU  egualità,  maggioranza,  o  minoriti  di  n  rii petto  ad  m 
fai  eflere  nd  eguale,  maggiore,  o  minore  di  md.  Adunque  per 
la  definizione  V.  dei  V.  ìsl  £  è  alla  è,  come  la  D  alia  d. 
J^.£  .primo  D ,  ' 

Dmo/hén^ne  della  funàdo'  fém* 

La  ^  è  alla  come  la  d  alla  </,  perchè  fi  moftra  come  fo 
pra  ,  che  te  nb  è  uaiiale  ,  maggiore,  o  minore  di  mb ,  anche 
nd  è  uguale,  maggiore,  o  minore  di  md ;  ma  per  l' ipotefi  By 
D  iono  egualmente  moltiplici  della  prima  b ,  e  della  terza  d^ 
ed  £  ,  F  Icno  egualmente  moltiplici  della  leconda  b^  e  della 
quarta  d ;  adunque  per  la  IV.  del  V.  la  è  alU  £>  come  la  D 
alia  F  •Jj^,E,  lecundo  £)• 

Scotto. 

D  Al  principio  della  dimoArazione  della  feconda  parte  di  quefto 
teorema  evidentemente  apparilce,  che  k  B  è  uguale  all'  aliquo- 
ta ^ ,  e  D  air  aliquóta  ^,  la  proporzione  di  ^  a  è  uguale 
alla  proporzione  ài  V  sl  d* 

TftOElMA  IIL 

Sletio  le  quattro  grandezze  proporzionali  jìy  By       Dy  t  V 
altre  quattro  grandezze      e  2f,  £,      tali ,  che  by  e  d  fieno 
aliate  fimili  relpettivamente  de'  due  confeguenti  B,  e  D,  e 
cncne  di  £9  e  di  F;  io  dico  primieramente ,  che  fe  il  primo 
antecedente  A  è  uguale^  o  maggiore  di      aochf  il  fecondo  aif 
teccdence  C'è  uguale^  o  maggioic  di  F.  ...... 

*'•  Io  dico  in  iecondo  luogo ,  che  le  il  fcfio  J[  meno  E  i  nd' 
Bore  di     anche  il  refto  C  meno  F  è  Minóre  di  d» 

Dimofirén;tMe  della  prima  fatte. 

Pef  r  ipotefi  ^  è  a  jB>  come  C  a  D,  e  pel  IL  teocéma  B  è 
ad  come  i>ad  F;  adunque  ett  0fm  perJa XXU^M V.  la  A 
alla  come  la  C  alla  F;  e  quindi  pel  L  teorema  iè  A 
è  Uf»nale,  o  maggiore  di\E|  andie  C  è  iigyate^  o  maggiore  dì 
F«^.£.primo  Df  'IX»- 
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J)lmoJlra7:ione  della  feconda  f<^Tte . , 

Si  ^  gi^  dimoftratD  nella  prima  parte  di  «{oefto  teorema ,  ch^ 
la  ^  è  alla      come  k  C  alU      aduntiue  per  la  Xv/^ÌI.  del  V. 
il  refto  A  meno  £  è  ad  £ ,  come  ii  refto  C  meno  F-  è  id 
Ma  per  b prima  pane  del  II.  teorema  £  Ib  a  ^,  •come  Fai. 

Adunque  fft  aquo  per  ia  XXII.  del  ii  relb  A  meno  E  ila  a 
i^,  come  il  jtIIo  C  meno  F  sl  e  perciò  in  vigore  del  I.  teo- 
rema fé  il  refto  A  meno  E  è  minore  di  aaolif  il  iiefto  O 
lueno  F  è  minore  di  i/.^.£«  racundo  X>« 

Corollario  T» 

Dà  quedo  teorema  chiaramente  fi  deduce,  che  in  qualunque 
proporzione  eguale  di  a  B,  e  di  C  a  /),  gli  antecedenti  A^ 
C  contengono  egualmente  qualfivoglia  aliquota  de*  conlcguenti 
reipettivi  Dy  coficchè  le  h  aliquota  di  B  milura  efattamen- 
te  la  anche  d  aliquota  di  D  milura  cfattaraente,  e  un  e- 
jgual  numero  di  volte  la  C,  e  fe  è  contenuta  un  certo  nu- 
mero di  volte  in  A  con  di  più  un  rello  mmore  di  ie  neffa  y 
anche  la  d  tara  contenuta  un  egual  numero -di  volte  '  in  C 
con  un  refto  minore  di  iè  medefima; 

Imperciocché  rapprelentando  in  virtù  dell'  ipotefi  B  per 
F  per  mb^  D  per  nd^  F  per  md ;  fi  è  moilrato  nella  prima 
parte  del  teorema,  che  fe  ^ è  uguale  ad  cioè  ad  mby  an- 
che  C  è  uguale  ad  F,  cioè  ad  ,  e  le  A  h.  maggiore  di 
£,  cioè  di  mb^  anche  C  è  maggiore  di  F,  cioè  di  md.  Nel- 
la leconda  parte  poi  fi  è  provato,  che  le  il  refto  A  meno  i?, 
cioè  A  meno  mb  è  minore  dell'  aliquota  h ,  anche  il  refto  C 
meno P|  cioè C meno W  è  minore  anch' ^ilb  dell'aliquota  d» 

CoR-aLLRRIO  IL 

poiché  ftando  la  B  alia  A  ,  come  la  D  alla  C,  fta  ancora 
convertendo  pel  corollario  della  IV.  del  V.  la  alla  5,  co- 
me la  C  alla  D ,  in  maniera  che  gli  antecedenti  delia  pritna 
proporzione  divengono  conieguenti  della  leconda,  e  i  on se- 
gue nei  della  prima  fi  mutano  in  antecedenti  della  feconda;  e- 

Mmm  3  .  . 
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gli  è  chiaro,  che  in  qualunque  proporzione  eguale  della  B  zi- 
la  e  della  D  alla  C,  i  conleguenti  C  contengono  c- 
gualmente  qualunque  aliquota  fimilc  b ,  d  degli  antecedenti 
refpettivi  e  cioè  con  un  reilo  ,  o  fenza  ,  conforme  fi 
è  Ipiegato  diftintamcnte  nel  precedente  corollario  ,  ove  B,  e 
Z>  facevano  figura  di  conleguenti^  e  2f>  e  C  d'  antecedenti. 

Tborbma  JV. 

Sleno  le  tre  proporzioni  di  P  a  J^,  di  R  ad  5",  e  di  T  ad 

y  tali,  che  la  prima  proporzione  fia  maggiore  della  feconda , 

e  la  leconda  eguale  alla  terza;  io  dico,  che  la  prima  propor» 

zionc  lark  maggiore  ancora  della  terza* 
»  •  »  *     *        ■  •  • 

pIMOSTRAZIONB'* 

Tutte  le  egualmente  moltiplici  degli  antecedenti  P,  R,  T 
fieno  rapprelentate  refpettivamente  da  ;;P  ,  »R,  «T,  e  tutte 
le  egualmente  moltiplici  de'  conleguenti  J^,  5",  F  fieno  elpref- 
fe  da  wj^,  mS  y  mV , 

Ciò  polto  riflettafi,  che  efifendofi  fuppofta  la  proporzione  di 
F  a  maggiore  di  quella  di  R  ad  ^ ,  fi  dark  almeno  un  ca- 
lo, che  nP  lark  maggiore  di  mQj,  ma  nR.  non  lark  maggiore 
di  nS^  e  ciò  per  la  definizione  VII.  del  V.  Ma  fupponendofi 
in  oltre  la  proporzione  di  -R  ad  5"  eguale  a  quella  di  T  ad 
ogni  volta  che  nK  non  fark  maggiore  di  mS  ,  nè  anche  nT 
Vm  maggiore  di  mV  per  la  definizione  V.  del  V.  Adunque 
il  daÀ  almeno  un  cafo ,  che  nP  fark  maggiore  di  m<^y  men- 
tre  nV  ìton  faHi  maggiore  di  mV^  e  conleguentemente  per  ta 
definizione  VII.  del  V.  k  proporzione  di  ^  a  4^  è  maggiore 
di  queUa  di  T  ad  V.^.E.D.  ^ 

Tbobema  V, 

'  ABbia  la  A  alla  B  maggior  proporzione  della  C  al|a 
dicQ  darfi  due  aliquote  fimilì  by  e  d  de*  conleguenti  refpettivi 
D  tali,  che  il  primo  antecedente  A  contiene  la  k  admeno 
«na  volu  di  più  y  che  il  Iccondo  antecedente  C  nofi  contiene  la  d  • 

.      .  Di- 
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S  i  concepifca  la  grandezza  H,  che  fia  alla  D,  come  la  A 
alla  B  ;  adunque  efìTendofi  iuppofta  la  proporzione  di  a  5 
maggiore  di  quella  di  C  a  D,  lara  per  la  XIII.  del  V;  la  pro- 
porzione di  H  a  D  maggiore  di  quella  di  C  a  D,  e  per  la  X, 
del  V.  la  H  larà  maggiore  della  C.  Sia  la  differenza  tra 
laH,  elaC,  elaH  lark  eguale  alla  fomma  di  C,  e  di 
;  Dividafi  ora  il  iecondo  conlegucnte  D  in  due  parti  eguali ,  e 
cialcuna  meth  di  elsa  in  due  parti  eguali,  e  cos'i  luccciTivamente! 
finché  fi  giunga  a  un'  aliquota  4  di  D  tale,  che  non  fia  mag-^ 

Ì^iore  di  4>  (li  che  è  fempre  polTibile  pel  lemma,  e  fuo  corol- 
ario  )  e  poi  dividati  (ìmilinente  li  primo  confeguente  B  >  finchò 
fi  abbia  V  aliquota  è  ài  B  fimile  all'  aliquota  3  di  Z>. 

Ciò  iÌKto  fi  confideri,  che  efseado  per  F  ipocefi  la  J[  alla^, 
Còiufi^la  H  alla  D|  ed  efsendo  per  la  coftruziooe.B  tanto  mol* 
nplice.di  quanto  D  di  i/^  ne  fegue  pel  primo  corollario  àd 
uttfl  tcorecoa  y  Qhe  la  contiene  tante  volte  la  i  ,  quante 
Yolte  la  H  contiene  la  Ma  per  la^coftruzìone  la  d  non  è 
maggiore  di  e  la*  if  è  uguale  alla  fomma  di  C ,  e  di  JP« 
.Adunque  I4  fi  contiene  la  ;dmeno  jina  volta  pi&^.che  la  C 
nota  contiene  la  medefima  d,  Adunquf  anche  la  ^.  contiene 
la  h  almeno  una  volta  di  pih  ^  che  la  C  non.  contiene  la 
..  '  •  .  '   

Teorema  VL 

S  Teno  le  quattro  grandezze  uiT,  B ,  C ,  Z>  tali ,  che  la  prò- 
porzione  di  ^  a  B  non  fia  maggiore  dèlia  proporzione  cu  C 
z  Dy  e  la  proporzione  di  C  a  D  non  fià  maggiore  della  prp- 
^rzione  di  ^  a  B  :  Io  dico ,  che  b  propocrzione  di  jf  a  B  è 
:  uguale  alla  proporzione  di  C  a  i)« 

Dimostrazione.  ' 

Onc^pifcafi ,  che  la  ^  ftia  a|la  D  ^  come  la  A  all^  B;  jo 
motorò  in  primo  luogo  y  che  la  H  è  uguale  alla-  C:neUa.,^ 
guentemaoiiej^.- 

Sià 
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Sia  primieramente  (le  è  polUbile)  iaH maggiore  di  C:  Ab- 
biamo luppolo  elsere  la  A  alla  B  ,  come  la  H  alla  D,  Ma 
per  r  Vili,  del  V.  ia  proporzione  della  jM  alla  D  è  maggiore 
della  propon&ione  di  C  a  £)  ;  adunque  per  la  Xill.  del  V.  la 
proporzione  ài  A  il  B  è  n^aggiore  della  proponóoae  di  C  a  1^ 
li  che  t  contro  Tipprefi*  *  i 

Sia  Iccandariaraénc^  fi^  pu^  elfcre)  minore  di  C; 
dunque  per  ia  Viti,  del  V.  la  proporzione  di  C  a  X)  è  mag« 
giore  deUa  proporzione  di  a  >  ma  fi  è  iuppoiio  >efseit  la 
H  alla  D  come  la  ^  alia  B  ;  adunque  pel  quarto  teorema  la 
proporzione  C  ^  D  è  maggiore  m  quella  di  a  il  che 
dìftrugge  nuovamente  1*  ipotefì ,  e  quindi  H  no*  è  minore  di 
C,  e  per  ccmi^eguenza  la'medefima  ff  non  efÌMpdo  maggiore, 
flc  rpinpre  di  C,  è  i^gu^le  a  C, 

Or^  pfr  ia  fDppofiziQna  la  Jl  fta  alla  B  come  la  H  alla  2>9 
^  per  la  VII.  del  V,  )a  C  eguale  alla  If  fta  alla  0  come  ìa 
snedefima  H  alla  p.  Advnque  per  la  XI.  del  V«  la  proporzio- 
|ie  di  ^  f  B  è  iiguafe  alla  proporzione  di  Ó  a  P.J^.£vP« 

^  T^no  le  quattro  grandezze  Ay  By  Cy  Dy  ^  le  aUì«  due  ^ 
ch(»  rappr^l'entino  tutte  le  aliquote  limili  mipettitamettH 
dell^  lèqMida  By  p  della  quarta  Ù  ;  polito ,  che  la  prima  A 
contenga  tantit .  vcdce  la  k  ^qon  un  rtfto  minore  di  è ,  quanie 
volte  la  terza  C  contiene  la  d  cop  un  ref)ò  minore  di  4^,  e 
^hc  ciè  tempre  i'uccedai  Io  dico  y  che  la.  proporaiooe  di  ^4  a 
B  è  ugtt^e  «Uà  proporzione  di  C  a  D» 

D|M0STaAZI0N£» 

P^iiniemiiMte  k  prpporzioHe  di  a  B  non  è  maggiori  dtf* 
I4  proporzimie  4i  C  a  D  ;  peix;hè  («  -lo  6ft  >  fi  darebbe 
quinto  teorema  una  à  abqnou  di  B  limile  alla  é  aliquota  di 
e  talp ,  che  la  ^  conterrebW  la  medefinu  k  almeno  4ina 
volt^  di  più  y  cb^  h  C  ma  concitae  la  4;  41  cbe  lànbbe 
cfoiitro  i'  ipotcG*. 
Secondaiianente  la  proporzidiic  di  CT  a  O  non  4  maggiore 

dellfr 
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della  proporzione  di  A  sl  B;  perchè  le  lo  fo/Tc  fi  darebbe  pel 
quinto  teorema  una  d  aliquota  di  D  fimile  alla  h  aliquota  di 
È ,  e  tale ,  che  la  C  conterrebbe  la  d  alnneno  una  volta  di 
più ,  che  la  A  non  contiene  la  ^ ,  il  che  è  parimente  contro 
l'ipotefi.  Adunque  pel  teorema  VI.  la  proporzioae  di  a  B 
i  uguale  alla  pruporziooe  di  C  »,  D,^»E,D*  " 

CoROtLA.EIO. 

Polle  le  quattro  grandezze  Dy       e  le  altre  due  ^, 

<^  rapprefenianti  tutte  le  aliquote  fimili  relpettivamente  della 
pima  5,  e  della  terza  D  ;  le  la  leconda  A  conterrà  tante' 
volte  la  ù  con  un  rello  minore  di  ^,  quante  volte  la  quarta  C 
contiene  la  d  con  un  refto  mmore  di  ,  la  proporzione  di  B 
ad  A  hiÌL  eguale  alla  proporzione  di  D  a  C  ;  poiché  mutan- 
do la  diipofizione  delle  prime  quattro  grandezze,  e  ordinando- 
le così:  Ay  By  Cy  Dy  i'  Ipotcfi ,  e  il  prciente  teorema  fanno 
conofccre,  che  la  ^  (la  alla  come  la  C  alla  D;  adunque 
pel  corollario  della  IV.  dd  V.  fi  avrà  convertendo  la  propor* 
tàaat  di  B  ad     ^ual^  alla  proporzione  di  ^  a  C. 

Teokemà  Vili. 

Siene  le  quattrd  giaiìdene  X,  By  C,  Dy  e  le  altre  due  ^, 
che  cfprimafto  tutte  le  alìquote  fimài-  rcipettivamente  del- 
la  feconda  B,  e  iella  quarta  D;  k  la  prima  A  contiene  una 
è  maggior  numero  di  volte,  che  la  terza  C  non  contiene  una 
i^;  .io  dico^  che  la  proporzione  di  wdf  A  è  maggiore  delia 
proporzione  di  C  a  />• 

AVVERTIMBNTO. 

QUeRa  propofizione,  e  la  Tua  dtmoftrazione  fiifliftoiio,  tn« 
corchi  la  A  contenga  la  ^  un  certo  numero  di  volte ,  e 
di  più  un  refto  minore  di  ^,  e  la  C  contenga  la  d  un  nome* 
io  di  .volte,  e  di  pii^  un  refto  minore  di  e  ancorché  la  A 
contenga  il  refto  di  più  «  e  la  C  non  lo  contenga ,  ovveio  la 
C  contenga  il  lefto,^  e  non  lo  contenga  la  ^« 
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DlUOSTIlAZlÒNB* 

Concepifcafi  la  grandezza  H,  che  ftia  alla  D  come  la  A  al- 
la adunque  pel  primo  corollario  del  terzo  teorema  la  H 
contiene  tante  volte  la  ^,  quante  volte  la  A  contiene  la  ^; 
ma  per  T  ipotefi  la  A  contiene  la  b  maggior  ntimero  .di  vol- 
te ,  che  la  C  non  contiene  la  i/;  adunque  la  H  contiene  anch' 
elTa  più  volte  la  </,  che  la  C  non  contiene  la  medefima  i ,  e 
per  confeguenza  H  è  maggiore  di  C ,  e  ijuindi  per  la  VIIL 
del  V.  \  maggior  proporzione  la  H  alla  che  It.C  tilt  ftef- 
fa  />.  Adunque  per  la  XIII.  .del  V,  h  proporzione  di  ^  » 
B  è  maggiore  della  proporzione  di  C  a  X>.J^.£»/). 


AP- 
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APPENDICE  SECONDA. 

Voluto  l'Autore  nel  prefcnte  trattato  inoftrar 
r  ufo  del  Tuo  nuovo  algoritmo  in  ordine  alla 
refoluzione  analitica  dell'  equazioni  del  fecon- 
do ,  terzo ,  e  quarto  grado  ;  e  ^  giudicato  a 
propofito  di  prevalerfi  a  tale  oggetto  de*,  me- 
todi ufiutt  :^  Ma  perchè  egli  k  date  fuori  al* 
tre  maniere  di  ntolvere.F  equazioni  medefi» 
me ,  le  qoalt  fono  di  fiia  propria  invenzione  y  fi  penfa  »  che 
non  farSi  dinaro  al  lettore  di  vederle  inferite  in  quello  libro  . 
Si  danno  efle  pértahto  come  appunto  1*  Autore  ftdfi»  le  a  pub- 
blicate,' cioè  ftefe  a  tenore  dell'Algoritmo  cmmute^  da  cui  fo* 
no  refe  più  intelligibili  a  quelli,  die  non  ibno  abbdfauiza  ver* 
fitti  nelle  regole,  e  nella  pratica  dei  miev»* 

Due  nmne  maniere  M  rifilvere  algebrMcmnetUe  t  cquoT^oni. 

quadratkbe* 

Prima  Maniera, 

Sia  r infrafcritta        equazione  (i)  nella  ^nak  tanto 
quanto  bb  figniflcano  qualfivoglia  quantità  pofitiva ,  o  negati- 
va  col  fuo  legno. 

(1)  itX'^bh^a».  • 

Si  moltiplichi  r  equazione  (  i  )  per  quefta  frazione  , 
e  fi  avrà  -^as  xì^U  '  quadrando,  e  poi  tralponen- 

do  = — (  XX  ^^Ib'y  >  aggiungendo  1*  unitk  a  ciafcun 
membro  di  qucil'  ultima  equazione  fi  trovcrk  dopo  fatte  le  de- 
bite operazioni  ed  eftraendo  la  radi- 
ce quadrata 

(2)  =±|/7II5®='^-:-^,  donde  fi  deduce: 

Nnn 

<•)  Opulboli  Cfclflfal  tomo  XII.,  pifr  49;. 
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(3)xx=:*^[ii±|/ri^j«iivifoper[i=f  j/i— ], 
e  per  confeguenza  la  radice  vera  deli'  equazione  (  i  )  fi  trova  elsefe 

.    .  Scolio  I. 

• 

L  PEr  conofcere  fe  nel  fegno  ambiguo  debl»  prenderfi  il  fu- 
periore  y  o  V  inferiore ,  aggiungali  i'  unitlt  dafcun  membro 
dell'equazione  (2),  e  ne  rifultei^: 

Ora  fi  confideri,  che  quando  A^,  ed#  efprimono  quantità  po- 
fitive  ,  il  fecondo  membro  dell*  equazione  (5)  è  pofitivo,  e  il 
primo  membro  dell' iftefla  equazione  (s)  è  fctnpre  pofitivo  anch 
eflb,  benché  prendafi  nel  fegno  dubbiofo  il  fuperiore ,  o  l' infe- 
riore; adunque  in  quefto  cafo  l' uno ,  o  1*  altro  di  queftì  fegni 
dee  valere,  è  V  equazione  (4)  rapprefenta  le  due  radici  ver» 
dell'equazione  (i),  dove  la' x  fi  fuppone  pofttiva. 

II.  Ma.fe  hb  denota  una  quantità  negativa,  ed  a  una  quan- 
tità pofitiva ,  allora  il  fecondo  membro  dfeir  equazione  (5)6 
pofitivo  (conforme  dimollra  l'equazióne  (i),  dove  la  *  fi 
prende  per  pofitiva),  e  confeguen temente  anche  il  primo  mera- 
•bro  della  ftefla  equazione  (5)  deve  efTere  pofitivo,  ma  egli 
non  può  elftr  tale  fe  non  quando  nel  fegno  ambiguo  fi  ^en- 
de  il  fuperiore;  adunque  dee  prenderfi  quello  legno  fuperiore, 
affinchè  l'equazione  (4)  elprima  la  radice  vera  dell'  equazio- 
ne (i)« 

IIL  Similmente  fe  tanto  bh ,  quanto  a  fignificano  quantità 
negative,  il  fecondo  membro  dell*  equazione  (5)  è  negativo, 
come  appare  dall'  equazione  (  i  ) ,  dove  la  x  fi  fuppone  pofi- 
tiva, e  però  negativo  deve  effer  anche  ìf  primo  membro  della 
fuddetta  equazione  (5);  adunque  nel  fegno  dubbiofo  dee  pren- 
derfi r  inferiore,  e  non  il  fuperiore,  e  in  quefto  modo  1* equa- 
zione (4)  denoterk  il  vero  valore  di  x« 

»  Sco-. 
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Scolio  Ih  . 

Se  poi  nel  cftfo  accennato  nel  fecondo  ^nto  del  ffecedeftt^ 
icoUo  la  X  fi  fappone  negativa  ,  egli  (  chiaro  per  una  ragione 
fimile  a  quella  ivi  accennata  y  che  prendendo  nel  fegoo  ambi^ 
suo  deir equazione  (3)  il  ^i^gno  inferiore,  fi  avil^  la'  radice  fal> 
•  U  dell'equazione  (i)  purché  fi  pigli  negativamente  la  radice 
del  fecondo  membro  della^  medefima  equazione  (3)/ 
'  '  E  ie  nel  cafo  notato  nel  terzo  punto'  del  (uddetio  'prece^^« 
^nte  (colio  la  X  fi  i'uppone  ntgWffi'i  ^gU  è  parimente  mani- 
fefto  per  una  ragione  fim^liante  a  quella  ivi  eipreilà,  che  af> 
fumendo  nel  fegno  dubbioib  dell'equazione  (3)  il  fegno  fupe- 
fiore,  fi  avrU  la  radice  falla  dell' equazione  (i)  purché  pren- 
dafi  negativamente  la  radice  del  (ècondò  membfo  dell' equazi<h 
ne  iftcflk  (  3  ) . 

Ma  fe  ìfk  fignifica  una  quantità  pofitiva ,  ed  a  una  quanti- 
'ÙL  negativa^  allora  egli  è  vifibile,  che  la  x  dee  concepirfi  nC' 
eativay  acciò  non  fìa  negativo  il  valore  di  xx  nell*  equazione 
(i)^  e  però  aCTumendo  negativamente  la  radice  del  fecondo 
membro  dell'  equazione  (  3  )  fi  avi'anno  le  diie  radici  negative 
dell'equazione  (i),  poiché  nel  legno  ambiguo  potÀ  valere  il 
fegno  iuperiore,  ed  iinche.  f  inferim. 

COROLLARfO  L  " 

ponendo  nell*  equazione  (i)  il  valore  di  xx  éfpreflTo  nell* 
equazione  (  3)  >  e  operando  nel  debito  modo  fi-  fcopre  queft' 
altra  equazione:  • 

'  MS' 

Corollario  IL 

<£  Dividendo  V  equazione  (3)  per  T  equazione  (^)  ricrovafi 

cioèx=«^tfH:l  ^  1.  aa^^i^y  e  quefta  è  la  formola  volgare* 

Nnn  2  Go- 
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Seconda  Ma(<iera« 

SIa  l'equazione  (i)  come  fopra,  aggtungafi  a  cialcuii' meni* 
bro  di  elTa  2  per  avere  queft*  altra  :  J»  h-  2^x, 
la  quale  divifa  per  (xx  h*      H-  2^)  foraBiiniftra 

^^—-^ = ^^J^^^^  >  oweio  moltiplkando  1*  unoi  e  T  altro  roemp 

bro  per  — 4^,  f*»  ^  —  ^^^^^y/,y  c  aggiunge!!, 

do  air  uno )  e  T altro  membro  di  quell*  ultima  equazione  l'u- 
niti, e  operando  a  dovere,  fi  ottiene  ~%:=^ZZ\tZl^  ^ 

e(^niendo  la  radice  quadrata:  rt ^™ ^ -^^^r,  e  infine  fv^ 

luppando  il  valore  di  x-,  e  poi  moltiplicando  per  maggior  ele- 
ganza il  numeratore ,  e  il  denominatore  di  elio  valore  per 

^T^^b^  Ti  Ibopre:   

(8)  x=^|/;;i?I^:±|/Tir3)  divifo  per  (i/i^^^^f  ^/ilIIS). 

Scolio  III. 

AVvertafi,  che  fe  bh  rapprefenta  la  quantità       (il  fegno 
denota  più>  ovvero  meno  ad  arbitrio)  allora  ^=i±^^. 

S  E  efprimc  una  quantità  negativa,  fi  fa,  che  i'  equazione  (i) 
nonk  radici  immaginarie,  e  pure  è  notabile,  che  in  quefto  me- 
defìmo  caio  (per  quanto  fi  è  accennato  nel  terzo  fcolio  prece- 
dente) il  fecondo  membro  dell'equazione  (S)  contiene  quan- 
tità immaginarie. 

COROLLAEIO  IL 

Uadrando  l'equazione  (8)  ne  nafcerk  queft' altra: 

( p )  XX iz {zabh zt      i/'»-  — 4^^)    ^ilo  per  {laZ^i   ^b) , 

la  quale  reftituifce  1'  equazione  (  3  ) ,  purché  dividafi  per 
il  numeratore >  e  il  denominatore  della  ftefsa  equazione  {^)* 


Co. 
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Corollario  III. 

Se  il  numeratore,  e  il  denominatore  del  fecondo •  membro 
dell*  equazione  (  8  )  fi  moltiplicheranno  per  quefla  efpreflìone 
^l/^^j^zp — ) 5  e  fi  faranno  le  debite  operazioni,  la  ftefi 
la  equasione  (8)  diverrà  T  equazione  (d),  notata  nel  primo 
corollario  delia  prima  maniera. 

Corollario  IV. 

E  Se  il  numeratore  >  e  il  denominatore  del  fecondo  membro 
della  medefìma  equazione  (8)  faranno  moltiplicati  per  quell' 
altra  elpreffionc  :  (|/^ -n'erti/*  xi,  )  dalla  fuddetta  equa- 
zione (  8  )  nafcerk  T  equazione  (  7  )  trovata  nel  fecondo  corol- 
lario della  prima  maniera ,  e  conleguentemente  anche  dall'  e- 
quazione  (8j|  cioè  dalla  feconda  maniera). viene  la  iormoU 
volgare. 


NUO; 


NUOVO  METODO 

F«r  rìfihm  tdgehakamMe  ì  ^quaq^itm  del  qumrto  grado  ^ 

del  fecondo  grado, ^  . 

Preparazione. 

la  rinfrafcritta(*)  ceduazione  (i),  che  rapprc- 
fentà  qualanc^ue  equazione  dei  quarto  grado , 
poiclìè  le  lettere'  M%n^p  ^  ^ ,  r  Hinotapo 
qualfivoglia  quantità  coi  luo  legno  ,  e  polso» 
no  iignincare  anciie  zero  ,  e  fia  T  altra  equa- 
zione ove  le  lettere  ^)  / ,  efprimon» 
quantiu  indeterminate* 

Indi  al  fecondo  membro  dell*  equazione  (2)  aggiungali  il  pri- 
mo membro  dell'  equazione  (  i  )  moltiplicata  per  ^  (  quantip 
parimente  indeterminata),  e  ne  rifulterV  la  ieguente: 

Avvertimento. 

Nei  progrefso  di  quefto  fcritto  fi  alsumerìt  la  lettera  /  per 
rappreièntare  T  unitk  pofitiva ,  ovvero  negativa  ad  arbitrio  , 
ma  neir  atto  di  calcolare  fi  lafcei^  di  Icrìvere  il  quadrato  di 
/,  poiché  in  luogo  di  //  s'intenderli  Tempre  ioftitutta  l'unità 
pofitiva,  che  gli  equivale >  e  quelle  quantità,  che  fi  troveran- 
no divife  per  /,  .fi  Icriveranno  piuttoib  moltiplicate  per  il 
che  renderà  piii  femplici  rerpieflìoni  lenza  mutarne  U  valore. 

Prima  Maniera. 

S  K  fuppongano  eguali  a  zero  il  fecondo  9  e  quarto  termine 

del 

(*)  bpufcoli  Calogfrà  toaw  XIII. ,  pi^  107. 
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dei  feconda  meipbro  dcU!  cquaxbne  (3)^  ove  in  luogo  di  / 

feriva^  fyj  €  da  uli  fupppfiziont  fi  dedurrli  y  ed  » 

Zr—       furrogando  poi  quefti  valori  ài  fj       ft  ncU'  e<iuazio« 
ne  (  3  )  efla  prenderà  quefta  fembianza  : 

Eilràggafi  la  radice  del  primo  membro  di  queìft' uttima  e- 
quazione^  e  fi  tiri  per  appxxifllmaztone  ia  radice  del  iepondo^, 
e  fi  avrli:  '  * 

(4)  -^H.,*-|=t=p«|/E:;^=t  i^^rt 

Ma  egli  è  chiaro ,  che  acciò  il  fecondo  membro  dell*  ultima 
equazione  fia  la  radice  efatta  del  fecondo  membro  della  pe> 
nultima,  dee  valere  queft* altra  equazione:  .  • 

la  quale  I  maneggiata  nel  debito  modo|  farà  conofcere  la  fe- 

guente : 

(  S>  / ife/ «^'Z =• 

— 4wr^  —  ìmqq , 
donde  fi  deduce  il  valore  di  /  ,  che  foftituito  neir  equazione 
(4)  fomminiftra  in  virtù  del  legno  rt  due  equazioni  del  fe- 
condo grado,  tali,  che  la  refoluzione  di  effe  dà  le  quattro  ra- 
dici dell'equazione  (i)*    li  che  dovea  ritrovarti . 

Seconda  MàNisRA. 

Neh'  equazione  (3)  pongati  —4»'  in  vece  di  /,  e  fi  ugua- 
glino a  zero  il  quarto,  e  quinto  termine  del  fecondo  membro 
dell'equazione  fuddetta,  con  fupporre  uui^^r^  e  2^itf=:4^) 

cioè 
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cioè  «SZxIti  ed  f^lq^  coilcchi  l'equazione  (3)  à'tan^im 
quefta: 

éz  ciafcun  memliro  della  quale  fi  tiri  k  radice  con  modo  non 
dilsinile  a  quello,  che  fi  e  di  Ibpra  tenuto,  e  ne  verik: 
{6)  :^H'/yjg-M/r=dh»»|/x^-^=t(^^?L— 2CTr)jf 


purché  fi  fupponga 

e  qued'  ultima  equazione  trattata  nella  dovuta  manierai  e  or* 

dinata  produce  l' infralcntta  : 

la  quale  in  fe  contiene  il  valore  di  ^  proprio  a  far  si  ,  che 
r  equazione  {6)  rapprefenti ,  per  cagione  del  doppio  legno, 
due  equazioni  quadratiche  ,  la  reloluzione  delle  quali  mottra 
le  quattro  radici  dell'equazione  (i).  li  che  dovea  ritrovard. 

Terza  MANiBtà. 

N  EU*  equazione  (^3)  facciali  ^z=»4fff  «  e  fi  annullino  il 
primo  9  e  il  lècondo  termine  del  lecondo  membro  di  eflà. 
Si  )i  per  tanto  x^zlm ,  /^lt$ ,  e  la  medefima  equazione 
3)  diviene: 


di  modo  che  eftraendo  (conforme  nelle  due  precedenti  manie* 
re  fi  è  fatto)  la  radice  da  ambedue  i  membri  di  quefta  equa- 
zione, fi  k  non  (olamente: 

eziandio 


In» 
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e  queft'  ultima  equazione  tntttu  a  dovere  fomminiftia; 
— 4iiiri>  ■■  ■  iimr 

e I quindi  furrogando  nell'equazione  (S)  fl  valore  di  u  tratto 
da  queft*  equazione ,  ne  aalcono  in  ^gore  del  fegno  z±  due 
equazioni  del  lecondo  grado ,  che  rifolute  efpongono  le  quat* 
tiQ  ràdici  deli'  «equazione  (i).   li  che  dovea  haovarfi* 

CoaoLLaaio. 

Quarta  Manibra* 

^EUe  due  equazioni  precedenti  (8)^  e  (p)  fi  furroghi  ^Hh 
Ip  in  luogo  di  »,  e  ne  liluiteranno  le  due  i  che  leguono  re- 
ipettivamenre  : 

(10)  2 ImMx -^Imt^g^di» =t ( mp^imq), 

(11)  g'^tfpgg-i^nqg.^hfqSZ^ 

e  fervono  egualmente,  che  1*  equazioni  (8),  e  (p)  a  ritro- 
vare le  quattro  radici  dell*  equazione  (i).  U  che  dovea  rì« 
trovarli* 

Scolio. 

LA.formoIa  (p)  è  la  fie/Ta  ,  che  la  formola  (7),  ma  l'e- 
quazione (8),  che  corrifponde  alla  formola  (p)  è  diveda  dall' 
equazione  {6)^  che  \  rapporto  alla  formola  (7).  Similmen- 
.  te  la  formola  (11)  non  differiice  dalla  formola  (5),  maTer 
quazione  (10)  relativa  alla  formola  (n)  è  differente  dall'» 
quazione  (4)^  che  k  relazione  alia  formola  ($). 


Ooo  Appìl'^ 
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Affik^K^oiie  di  quejh  metodo  dU  tefiluaf^  éUU^ 
equuziom  del  fecondo  gr^Oft 

Preparazione» 

.  *•  «     .  >  .  • 

Sia  l'  equazione  (12)1  che  fcgue ,  nella  quale  m ,  »  ,  ^  e* 
Iprimpno  come  fapra  qualfivogUa  «^i^ainiik  coL  fuo  légno: 
•  (11)  jw*ir4-««.Hrf  51^.        ...      i  .  •  1      '  1...- 

Neir  equazione  (a)  fi  eguagli  a  zero  la  Upcu,  ^^^^cApttetrV; 

Da  qucft' ultima  equazione  Ibttraggafi  1*  equazione  (la)  mol- 
tiplicata per  la  quantità  indeterminata      ed  avremo: 
(13)  (/*-+«)'=//'«-+2/»*-l-wf 

Gii  pofto  faccia^  ^^fy  e  fi  annullino  il  fecondo  >  e  il  ter- 
zo  termine  del  fecondo  membro  dell*  equazione  (13)  al  qual 
effetto  pongafi  mnzzippy  2/uzznp^  mentre  fi  ttoverk 

^  — -,  e  r equazione  (13)  diverrà 

c  liranda  la  radice  dall'  und^.e  r^ltro  ^lembro  , 


Il  che  dovea  ritrovarfi. 

SbCONeIa  MAVfiBRA* 

SUppongafi  neir equazione  (13)  ^='»t  e  fi  annientino  il 
irimoVc  il  fecondo  termine  del  fecondo  membro  della  itelia 
•quazioue  ,  cioè  prendafi  //nmw  ,  ovvero  yzzlm  ,  e  ^yu^ 
nmy  donde  viene  »  =7  »  e  l' equazione  medefima  fi  cangia  così: 
Tm»^^  V=:-— «  pigliando  la  radice  dei  due  membri 
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T = rt  v^-  —  m/»  f  oppure 
Il  che  dovea  ritrovarli. 

Scòlio; 

Se  nel  fegno  doppio  d'  ambedue  le  forinole  (14)9  e  (15) 
valerk  egualmente  il  negativo,  0  pofirivo,  allora  il  valore  di 
m  nella  prima  di  dette  formole  mk  equivalente  al  valore  di 
ir  nella  leconda* 

« 

* 

•   '      :  »     -  ... 
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la  quale  in  virtìl  del  legno  doppio  equivale  a  due  equazioni 
quadratiche,  e  in  conleguenza  è  compofta  di  quattro  equazio- 
ni lineari ,  che  ciprimono  il  valore  delle  quattro  radici  dell* 
equazione  (2),  cioè  della  radice  aflunta  — e  delle  tre  ra- 
dici dell'equazione  (i).  P^er  trovare  adunque  una  di  quede 
tre  radici,  la  chiameremo di  modo. che  avremo  t'^fzzof 
c  moltiplicando  queft'  equazione  con  1*  altra  «h-/;;^»  aflunta 
dal  principio,  ne  venà  rinfraicritta: 

la  quale  dee  fupporfi  la  medefima,  che  V  equazione  (4)  ,  e 
paragonarli  termine^  a  termine  con  efla  •  Compaiando  per  tati» 
to  infieme  i  fecondi  termini  di  quelle  due  equazioni)  e  op^ 
lando  debitamente  >  le  ne  deduce  : 

ficcome  paragonando  lira  loro  i  terzi  tendini  ,  delle  due  mede; 
fime  equazioni ,  fi  k  : 

Convien  qui  offervare ,  che  quando  nel  fegno  doppio  deli' 
equazione  (4)  fi  prende  il  luperiore ,  allora  in  amendue  l'e- 
quazioni (5),  e  {6)  dee  valere  il  fegno  luperiore:  Quando 
poi  nel  fegno  doppio  della  fteffa  equazione  (4)  fi  piglia  i*  in- 
feriore, allora  nelle  equazioni  (5))  e  {à)  Ìl  da  regnare  il  le- 
gno inferiore. 

Ora  per  ottenere  un' efprefiione  di  /  libera  dalla  doppiezza, 
ed  ambiguità  de'  legni,  (ì  tralponga ^  indi  fi  quadri  T  equa- 
zione (5)'»  che  ci  dark: 

Trai  ponga  fi  parimente,  e  poi  fi  quadn  T  equazione  (  d  )  ^ 

da  cui  fi  dedurrà: 
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Sottraggaci  la  prima  di  ^ucitc  due  ulùme  equazioni  dalla 
feconda,  e  ne  verrai 

fatte  le  dovute  opeiazioni 

ci  moftra: 

\9)J — (^_«),-^«' 
laonde  per  riiolvere  T  equazione  (  i  )  altro  non  refla  ,  che  la 
determinazione  di/,  e  di  »|  che  nei  due  leguenti  modi  fi 
coniéguilcc*  ^ 

Prima  Resoluzion^. 

L'Equazione  (3)  ordinata  relativamente  ad  «  produce  quell'altra: 
-4- j    = 3  ^/ «-+(/>/— ^  )  * 

ove  fupponcndo  per  maggior  brevità  del  calcolo  gup^ny ^ 
tt  aggiungendo. ali' «  all'altro  membio  ^"^^  &  4 

Per  determinare  il  valore  di  fi  atmìenti  il  primo  termine 
del  fecondo  membro  <U  'queil*  equazione,  dopo  aver  ripofto  in 

bogo  di     il  Tuo  valore  in     «  ne  verÀ: 

(11)  ^nn^f/^pqy oppino 

equazione,  che  rifoluta  fark  trovare  due  valori  di  y  proprj  pel 
noflro  intento,  purché  non  rieicano  infetti  d'erprefiioae  imma- 
ginaria* ' 

Eftraggafi  finalmente  dall'equazione  (10)  la  radice  cubica, 
t  trafponendo  riiulterk:  .  . 
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.    . .       1  ,   . 

(12)  u-'^^^(p^--^y^(j^^ny^r^f^. 

Ponendo  per  tanto  in  quell'equazione,  e  nell' elprcffione  di 
g  il  valore  di  ^  rraito  dall'equazione  hraarrk  cognita 

la  «,  come  pure  fi  conofceik  la/,  o  fia  x,  le  nell'  equazione  (9) 
fi  folUiuiranno  i  valori  di  e  di  li  che  dovea  riufo- 
varii.  •  •  -  ? 

Corollario* 

Se  r  equazione  da  rilblverfi  è  priva  del  fecondo  termine, 
cioè,  fe  nnzoy  l'equazioni  (ii)>  e  (12)  ben  maneggiate  iom- 
minidrano  i  leguenti  valori  di      e  di  m: 


La  prima  di  quefle  due  equazioni  moftra  y  che  nel  cafo  di 
iirrr»*)  k  la  p  %ni(ìca  nelf  equazione  (x)  una  quantità' n^i»» 

tìva,  e  fe  di  piò  ^  è  minore  di       allora  il  valore  òi  fcom» 

tiene  un  efprefTione  immaginaria ^  e  quello  è  il  cafo^  che  chia- 
mafi  irreduubile. 

Seconda  Rbsoluzionb. 

L*  Equazione  (3)  ordinata  per  rapporto  ad  /  partorifce  quel» 

la,  che  legue  :  *  , 

E  fe  fi  fa  per  minor  imbarazzo  del  calcolo  b  13  ^'*^^'^??f 
indi  G  aggiunge  ali*  una  y  e  l'altra  fartc  deli'  sltiaHi.cquaaw^ 
iic--r ne  Viene: 
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Eguagliando  a  zero  il  prìoro  termine  dei  fecohde  membra, 
di  queft'  equazione  con  rimettervi  in  luogo  di  ^  il  fuo  vabie 

in      ne  nafce: 

(14)      ppuu^if^u  zzo 

nnqq . 

E  rifolvendo  queft*  equazione  fi  trovano  due  valori  di  », 
ciafcuno  de  quali  ferve  al  nollro  intento,  purché  non  racchiu- 
da elpreflìone  immaginaria. 

Eftracndo  i^  fine  la  radica  cubica  dali*  equazione  (13))  c 
facendo  la  do^ta  trafpofizione ,  fi  k  : 


li  porr^  neli* 


Se  il  valore  di  u  dedotto  dall'equazione  (14) 
efyrcflìone  di      e  in  quella  di/,  la  medefima  /  ìark  cono- 
fpiuta,  e  fé  nell'equazione  (p)  fi  fodituiranno  i  valori  di 
e  di      iaiài  cogniu  anche  la     cioè  U       U  che  dovea  r^ 
trovarfi  » 

Corollario  I. 

Supponendo  fi  tira  dall'  equazione  (14)  il  valore  di 

m  efprefTo ,  come  fegue  : 

.  E  ciò  moftra  ,  che  ancora  in  quefta  feconda  refpluzione  è 
inedutibile  il  cafo  accennato  in  fine  del  corollario  della  prima 
«Abluzione. 

Co. 
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Corollario  IL 

F  Acendo  p'::^o  ^  cioè  fupponendo  ,  che  1'  equazione  da  rifol- 
verfi  fia  mutilata  del  penultimo  termine  (il  che  Tempre,  e  in 
due  maniere  può  farfi  dagli  Algebrifti)  allora  hzz.^zn  y  c 
/  dair e(][uazione  (14),  trattata  con  avvedutezza  deriva: 

Siccome  dall' e(^uazione  (15)  rifulu  la  Tegnente: 

la  penuUima  di  quefle  due  equazioni  fa  vedere,  che  nella  fup- 
pofizione  di  p^Oj  U  cafo  irredutibile  avviene  9  quando  la  q 

^  differente  fegno  dalla  ii,  e  di  più     è  minore  di  ~  ,  cioè 

è  minore  di         Lo  ftelTo  potrk  dcduifi  dall'  equazione 
(ii)y  che  ierv«  alla  prima  refoluzione. 

Scolio  I« 

Obliando  il  valore  di      che  nafce  dall* equazione  (p)  è  po^ 
JtftVQj  allora  nel  Teano  dubbtofo  delle  dae  equazioni  (5), 

e  (6)  deve  afTumerfi  quello,  da  cui  rifulta  un  valore  po/ifivo 

di  f  nelle  medefime  due  equazioni. 

£  quando  V  equazione  (p)  fomminiiba  un  valore  negàtm 

di  /,  allora  nel  legno  ambiguo  delle  due  equazioni  (5),  e  (6) 

dovri  prenderfi  quello,  da  cui  proviene  un  valore  negativo  di 

/  nelle  fte0è  due  equazioni. 

Scolio  II. 

L*  Equazione  f  7  )  moicipUcau  per  /,  e  trafpolla  fa  vedere 

L'equazione  (8)  moltiplicata  per      e  tiarpolla  dk 

Ppp  e  ag. 
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e  aggiungendo  infieme  ^uefte  due  equazioni  fi  ottiene  la  fe- 

guente  : 

che  ron  diffcrilce  punto  dall'equazione  (i). 

In  olnc  facendo  un'  equazione  delle  due  efpreflioni  di/  trat- 
te dair  equak^i^ni  (5),  e  (6)^  e  maneggiandola  a  dovere  ù, 
perviene  all' equazione  (3). 

Tutto  ciò  comprova  la  giuflezza  del  mio  inetodo. 


/ 


AL. 
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Per  la  refoluzjone  al^ebralca  dell'  equoT^ionì  del  ter(9 


(0 


la  r  infrafcritta  (*)  equazione  (i),  che  rap- 
prefenta  tutte  i'  equazioni  cubiche  ;  impercioc* 
chè  le  lettere  n^p^q  erprimono  qualfi voglia 
quantitli  col  fuo  legno  (pofitivo,  o  negativo), 
ed  anche  zero. 

Suppongafi  quelF  altra  equazióne: 
(i)  n^9cf^khzZ9- 
— r/j 

ove         y  dinound 'qiuino A -Boit;ta6oni 'determinate.  Ri- 
folvafi  l'equazione  (2)  colla  feconda  delle  due 'nuove  maniere 
da  me  trovate  per  la  icfolszione  dell'  equazionil  quadratiche , 
e  inferite  in  quelio  tomo  pag.  4^5*  e  fe^uenti,  e  il  avrli: 
(  3  )  f:=^H%/x'^^t^)'±%/x^'€^  divif.  per 

e  cubando  queft'  ultima  equazione»  ne  verri  dopo  fatte  le  de- 
bite operazioni: 

divif.  per  ^(x-fc— ^),/;?HhrTS^(jf-f 


Faccianfì  ora  per  minor  imbarazza  del  calcolo  quelle  due 
equazioni  : 

(5)  G=fx-+r— ^)^x-».r-h2A, 

{6)  -F=(x-i-r-+^)^;zr~:rA, 


e  operando  a  dovere,  fi  vedih  efìèrc: 

Ppp  2 

(*)  Ojmfcoli  Caloffitl  tomo  XV.,  p»g.  $07. 


(7) 
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(7)  Gzz[ x^r^^cMìcHrZccx-^ci    1  T 

[ 

(8)  F=r*'-t- jasfH-e*    "1  7 

Indi  prendendo  la  radice  cubica  dell'  equazione  (4)  >  e  ponen- 
do in  cfla  radice  G,  ed  F  in  cambio  de  loro  valori,  ne  riiultcra: 

3  

Affumendo  polcia  in  vece  di  x\  il  fuo  valore  mmmm^ff^q 
tratto  dair  equazione  (0>  ^  foftitncndolo  nell'equazioni  (7> 
e  (8),  fi  ottengono  queflbe  altre  due: 

(io)  Ozzr-¥yxx^icac^^    -x  i. 

[  Iti 


(11)  i!*  —  r 3CXX -4- 3rrx  H- c'    "i  i. 


C  ] 

Si  concepifcano  eguali  a  zero  que'  termini  delle  due  ultime 
equazioni ,  ove  trovafi  ,  e  poi  gli  altri ,  che  lono  moltipli- 
cati per  X,  e  quefte  luppoiiaioni  iomminiilreranno  l' equazioni 
feguenti: 

(ia)r=^  . 
jWzz  cioè  ponendo  j  in  luogo  di  c,  e  dividendo  per  3 

(13)  bb-zz"*-^—^  ;  donde  nafce: 

(14)  ^ZZCo^i/-— 3?. 

Il  fegno  lo  cfprime  più ,  0  meno  ad  arbitrio ,  c  quefti  va» 

lori 


« 
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tori  di  f,  di  bb,  c  di  b  iurrogati  neli'  equazioni  (io),  e  (ii) 
finalmente  daranno  v  v  / 

(xs)G=[(2_^-,)H.i,^(.._3^jl]l: 

(,OF=[(T-2i-^)-^,.,(»»-3^)l]i. 

La  virgo.a  c  nota  di  moltiplicazione  in  quefte  dae  equazìiv 
ni  ,  nelle  qnili  enTendo  co:;niti  i  valori  di  G  ,  e  di  ,  anche 
il  valore  di  f  elpreffo  nell'  equazione  (p)  diventa  cognito. 

Ma  dall*  e  jiiazione  (2)  nalce  ^ueft' altra: 

(17)  x-+f=:/H.^; 

adunque  ponendo  in  qucfta  1*  cfpreffione  faddetta  di  r ,  e  in  luo- 
go  di  c  a  fuo  valore  y,  fi  fcuopre  l'equazione,  che  fegue: 

(18)  *-4-y=£|/^^-*.VV2f , 

i   ì 

ove  s'intende  per  h  il  fuo  valore clprtifo  nelT equazione  (14). 

Corollario  I. 

R  Iducendo  ad  nn  folo  denominatore  il  fecondo  membro  deU* 
equazione  (18),  fi  k: 

(ip>-fj  =  [|/ ifiztFy-^y^ifizfFyJ^  moltip.per_^ 

3 

Orariflettafi,  che  in  virtù  deU* equazioni  (15),  e  (ló)  ritrovafi:* 

e  qiiefto  valore  di  GG  —  FJfr  i„  ^j^j^  ^gH»  equazione  (  14)  è 
uguale  a  4^',  adunque J  =     i     ,  c  confeguentemente 

^   ~  - 

l'equazione  (ip)  prende  quefta  lembianza: 

3 


4      i/"T"  Co. 
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COHOLLARIO  IL 

S E  fi  moltiplica  V  equazione  (  1 8 )  per  qucft' altra  z  =j/c3r 

i  

ella  diviene: 

ì   _J  

y/GG—FF  \/{Cz±Fy  .  1 

c  furiogando  in  qued'  ultima  equazione  in  cambio  di  ^cx^r^FF 

il  fuo  valore  trovato  nd  precedente  corollario,  fi  ot- 

tiene la  leguente: 

!  ì  ' 

(ai)  jf^y^rs^/ccut Fy  H-t>^i/  4 

j  .  i  

dove  in  luogo  di  òh  dee  concepirfi  U  luo  valore  nouto  ncli* 
equazione  (i3)* 

Corollario  III. 

Si  moltiplichi  l'equazione  (3)  per  quefta  : 

I=(t/?5^I?S  =t|/ji-+*.«A)  di  vii.  per  (i/x-^-4-^=ti/x-<^— i^) 
e  operando  col  dovuto  accorgimento^  fi  ottiene  quelt' altra: 

(«),=ÌH.^=l:^[(*H.r)'-4**:il. 

ove  foilituendo  in  vece  di  ^,  di  c,  e  di  i  loro  valori  regi- 
ftrati  reipetcivamentc  neir  cquaaioni  (5?),  (12),  e  (13))  ^ 
ritrova: 


t/CSf  F. 

Corollario  IV. 

£gU  è  vifibile,  che  ficcome  fufiifte  l'equazione  (23),  fufsi. 
Ile  ancora  quella  9  che  fegue:  ' 
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Per  tA  Resol^zions,  ce. 

c  qudti  aggiunta  all'equazione  (23}  produce  nuovamente  1' 
equazione  (iS). 

Corollario  V» 

^£lle  formole  dell'equazioni  (20) ^  e  (21)  entra  quella 
quantità:  (Gc^F)*,  che  equivale  a  queft* altra:  GG-f'FFco, 
2GFy  e  in  virtù  dell'equazioni  (15)9  e  {ló)  fi  anno  le  due 
leguenti:  ^ 

(H)  GF=[(^-  -^(««-3^)3jl. 

Corollario  VL 

Il  prodotto  delle  due  equazioni  (5),  e  (5)  è  quell'altra 
equazione  : 

CFZ!Z(*xH-2fxH-.fc— 4^^)  7  (xxH-Zfx-i.rtr— i^), 

cioè  ponendo  in  vece  di  e,  e  di  i  loro  valori  efprefsi  nell' 
equazioni  (12),  e  (13):  x 

(.5)  GF  =  [x.^f_r^«]  T  [xxH-i^-.f]; 

adunque  comparando  quefta  erprefllone  di  GF  con  1'  altra  dell* 
equazione  (24),  fi  renderai  manifcfto  ,  che  quantunque  foflfe 
reale ^il  valore  di  x ,  nulladimeno  larà  immaginario  il  valore 

di  CrF,  allorché  faià  negativa  la  quantità  xx-i- 

che  nell'equazione  (25)  foggiace  al  vincolo  della  radice  fecon- 
da,  e  perchè  nel  precedente  corollario  fi  è  moftratb ,  che  la 

? danti  tll  CF  entra  nelle  .due  formole  dell'equazioni  (20),  e 
21  )  ne  fiegue^  che  in  detto  cafo  le  medefime  formole  dovran* 
no  eflcre  infette  d*  efprelfioni  immaginarie. 

Corollario  VII. 

3l]iulmente>  ancorché  fofle  razionale  il  valore  di  ir^  c\6  non 

oftan- 
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oftante  farà  irrazionale  il  valore  di  GFy  quando  la  fopra  no- 
tata quantità  ^7""^  J^T"  ^^^^  quadrato,  e  quin- 
di in  tal  cafo  le  due  formole  dell' equazioni  (20),  e  (21), 
nelle  quali  entra  GF  conterranno  elprefsioni  irrazionali: 

Corollario  Vili. 

y  .E  illazioni  de'  due  precedenti  corollarj  fi  addattano  anche 
al  primo  membro  dell'equazione  (23),  e  conlèguentemente 
alla  formola  dell'  equazione  (  i  B  )  ;  imperciocché  nel  fecondo 
membro  dell'equazione  (23),  fi  contiene  la  quantità: 

L    .        3      i     ì  J 

Scolio  L 

_  _  ^ 

In  ordine  alla  formola  dell* equazione  (iB)  fi  noti: 

Primo,  che  il  valore  di  ^  è  immaginario,  allorché  rappre» 
Tentando  p  una  quantità  pofitiva,  mt  è  minore  di  3/> ,  e  ciò 
è  chiaro  per  l'equazione  (i4)« 

Secondo  )  che  quando  b  è  immaginario,  la  .quantità  b%/é^ 

3 

che  entra  nelP  equazione  (18)  è  Tempre  immaginaria. 

Terzo,  che  quando  b  è  reale,  e  de' due  valori  della  G  nell' 
equazione  (15),  ovvero  della  F  ncU*  equazione  (i^)»  unolo- 

lo  i  immaginario,  la  quantità  ì/gTTf  ^  fempre  immaginaria. 

Quarto,  che  quando  è  è  reale  «  e  ambedue  i  fuddetti  valori 
della  G,  ovvero  della      fono  quantità  immaginarie  pure ,  la 

medefima  quantità  fempre  reale. 

Qiiinto,  che  fe  il  valore  di  ^  è  nullo,  allora  tanto  l'equa- 
zioni (5),  e  {6)y  quanto  l'equazioni  e  (16)  mollrano 
eilère  Gz:zFj  dimodoché  il  Iccondo  membro  deli'  equazione 

(18) 
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Per  la  R.SSOLUZ iOif b^.cCA 
(iS)  diviene  -K^^j^-fOj^T  .  .  ^ 

il  che  nulla  £i  conoicere,  perchè  la  ihaione^  rapprefenta  una. 

qoantitìi  indeterminata»  Il  fimile'accadeÀ>  allorché^ zio >  nel^* 
equazione  (21),  quando  in  ella  fi  prend^tà  per.  negativo  il 
legno  doppio  z±  ;  e  perciò  in  quefto  caio  convien  valcril  deU* 
la  fonnola  dell'equazione  (20),  ovvero  della 'formofa  delTé*' 
quazione  (21),  facendo  penò  in  qnefta  pofitivo  il  fegno  r!:* 
-  Sefto,  che  in: vigore  dell'equazione  (14)  il  valore  di  è  non 
può  eflere  immaginario  allorché  p  è  nullo ,  cioè  quando*  nell* 
equazione  (i)  manca  il  terzo  termine;  laonde-  iè  riiblvendo 
con  l'equazione  (18)  l'equazione  cubica  propofta,  incontrere- 
mo la  quantità  k  di  valore  immaginario,  potremo. trasformare 
agevolmente  la  fteflà  equazione  cubica  tn  uiìT  altra  del  medefi- 
mo  grado 9  ove  manchi  il  penultimo  termine,  fervendoci  delle 
maniere  di  ciò  fare  efpofte  nel  cap^  14.  del  trattato  ibpra  ts 
patura  dell'equazioni  del  sig.  Àat  Beaune  ,>e  dell*  articolo  42* 
deir  Analìfì  dimoflrata  dal  padre  Reyaati ,  e  rlfoivendo  con 
la  -formola  d^' {equazione  (18)  T  equazione  cubica  così  trasfor- 
mata^  avremo'  fempre  ti  quantici  è  di  .  valore  non  immaginari9« 

CoilOLLARIO  I>X« 

Cubando  l'equazione  (il),  e  operando  con  deprezza  »  fi 
giungerà  a  quelt'  altra: 

.    (ad)  f'zzL(FFr¥^i')zk^i/{FF•^^^y^A6é9 
ove  dee  concepirfi  in  vece  di  FF  il  fuo  vabre: 

J  3  fxx      3  CCX  -4-  f '        1  . 

[  ] 

tratto  dall*  equazione  (8),  il  quale  non  è  diftefamente  fcritt^ 
nell'equazione  (zd),  per  evitare  la  proiiffiA  dell' efpreilione 
Muditica,  che  ne  tìfuiterebbe. 

<iqq  ri- 
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Tirando  pertanto  la  radice  cubica  da  ambedue  t  membn 
dcUa  medefima  equazione  (2^),  fi  ottiene  la  fcgucntc.  ^ 

(27)  $-\^''^{FF'*'2b')ztr  %/Z^^^T=\'b*']  7, 
ifcUà  quale  deve  ofa-  fottintcnderfi  in  Inogo  di  (l^F-».!^'), 
il  fuo  valore  affatto  cognito  [2—*^'—^]  dedotto  daU'  e* 
^nazioni  (  16),  e  (  14),  c  in  cambio  di     li  fuo  valore  dcfun- 
M  dair  equazione  (13)* 

COROLLAftlO  X- 

POngafi  per  maggior  brcvitli  A  eguale  ad  {FF^ib'),  cioè 
r  2£ *^'-.^]^  e  r  equaaione  (17 )  diverrà: 

f   •  ■ 

Ibftituifcafi  neU' equazione  (aa)  in  vece  di  /  qucfto  tuo  vaio- 
te,  e  fi  avA: 

-  •  <  fi     ,  -  e  ■  \    "  ' 

(29)  %/{^dt{ v^53=7^=.r-^r=*7^<»-*ow*^. 

•   Indi  riflettaa  d'  una  maniera  ^<>!?i§^^«^  *  3ff 

è  tenuta  nel  corollario  IV.  ,  che  ficcoipiC . ftiffifte  r  equaaoiC 

(2^),  dee  fufsiftere  anche  quella: 

adunqSe  aggiungendo  quefta  ftefl»  ultim»  equazione  aU'  cqu». 
rione  ( 29  ) ,  furrogando  in  camWo  di  rU  fao  valore  -,  e  tra. 

■fpoaendo,  fi  icopririi: 

J  k-  ^— — ^   ^ 


^  QOROLLA.1tiO  XI. 

Sé  poi  il  valore  di  t  prdo  dall'equazione  (28)  fi  porA'ndT 
equazione  (17),  aUgw  li  irovcià  k  ibrmok,  OK  Iqguej^ 
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00  ^j^i/^A^^^zrL-^^-^èk 


ove  Y  fta  in  vece  di      a  cui  è  uguale  ,  e  in  luogo  di  fi 

(otùntende  il  (ìio  valore  ^  "^j  efprelfi)  ncii' €^iia«oiie  (f  2]^ 

•     .   '    '      -,    •   .  . . 

GpROLLtA&IO  XII.  • 

Ul^onneinente  ^  quanta  fi  è -dedotto  sei  coioUarj  VI.,  e 
VIL,  devefi  ora  dedurre: 
Priiqo,  che  quantunque  fc^eittle  il  valore  di  nientedimeno 


farebbe  immaginario  il  valóre  di  /,  cioè  dì        A-:±-  ^aa  

fe  ^follè  negativa  Terpreffione  (x«4>c)*«— (vaie  a  dire  la 
quantità  (jfjr-f  ip— ^     y/))  ad.  db  ffiiak) ,  che  aell* 
quaztone^^ip)  fta  fotto  il  vintolo.  - 

Seisondo,  che  anoorchtè  ibfle  ra^nale  il  valore  di  x-,  farcb- 
.be  HiiUàdimeilo  .irraziofiàle  «1  fiiddetto  valore  di  ^,  fe  la  mede- 
fima  quanti^  (^-l-c)* — non  foflè  un  quadrato. 

Laonde  in  quelli  cafi  Qon  andrebbero  libere  da  quantità 
immaeinarìe,  ovvero  refpettivatnente  da  quantità  irrazionali  le 
•'fiirmole'ddrequazioiii  (^),  e  (31),  nelle  quali  entra  il  v^- 

bre  di     cioè  refpreflionc  ^^A-^^^/JZZ^^  . 

Scòlio  II.  ' 

*         -    •  «' 

Quando  il  valore  dt  ^  è  nullo ,  allora  T  equaaione  (30.)  & 

e  l'equazione  (31)  diventa  ,  ,  .     ,  1 

Qqq  2 
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3  } 


xH"r=Ziy  Jf  «fo    sii/!!  — ^ 


purché  nel  legno  doppio  fi  faccia  valm  il  fiiperiofe>  ma  di- 


fe  nel  legno  doppio  fi  prendeflè  1  inferiore» 

•  CoaOLLARlO  XIIL 

Il  confronto  delle  due  equazioni  (7),  e  (8^  fa  conofcere» 
che  {GG^ii^)  è  uguale  ad  (FF-i- 2^' )  ;  adunque  ponendo 
nel  corollario  fX.,.  cioè  nell*  equazioni  {26) y  e  (27)  l'cipret* 
fione  GG~2^'  in  vece  dell*  altra  FFh-'i^')  iotcint^endcmio 
poicia  in  luogo  di  GG— 2^  il  fuo  valore  -interamente  cogni*^ 

to  ["^""^""^J  ^r^f^o  equazioni  (15),  c  (14)  »  e  in 
cambio  di  il  fuo  valore  dedotto  dail* equazione  (13))  e  fa- 
xendo  nel  corollario  X.  la  ^  eguale  a  (GG— 2^'),  ne  verran- 
no le  medefime  conleguenze  efprefle  ne  coiollarj  X.»  XL>  XII.) 
e  nei  iecondo  fcolio. 

Scolio  III. 

Detto  nel  corollario  IX.  >  che  fe  fi  cuba  1*  equazione  (22) 
fi  giunge  all'equazione  (2^)^  ma  perchè  un  tal  calcolo  recar 
potrebbe  a  taluno  qualche  difhcoltk,  non  fark  inutile,  che  io 
legni  in  quello  fcoIio  i  principali  veftigj  ,  inerendo  a*  quali  fi 
arriverà  facilmente  dall'equazione  (22)  all'equazione  (2^). 

Se  dunque  fi  moltiplica  per  2  l'equazione  (22)>  e  lì  ia  in 
efla  X  H-  c  eguale  a  i^,  fi  à  . 

2tz:zD  z±%/dd  —  , 
e  quindi,  cubando  f  uno,  e  l'altro  membro,  fi  ottiene 

equa- 
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Per  la  Resoluz i Ohe,  ce»  é^f^ 
equazione,  che  fi  riduce  a  queft*  altra  : 
♦  8/'zr4b'  —  I  ilfhD  zt  4^^  %/Dp — 1^  • 

la  quale  divifa  per  8,  e  ordinata  a  dovere  Ibraminiltra 

(32)  *»:;;:y[^>'— 3^^^j=fc7[^^— 
nia  ( DD^    ) %/di>  4M  è  uguale  a 

L    ^^^D^^tb^DD^^i^  J.  ,  vale  a  dire  ^ 
{Df>^)^DD^i^  è  uguale  a  (Z>J--^«)»H-P**Xa>— 4>«0^    \  !ì 
donde  fialce  qiieft'  equazione  : 

(33)  (^^  bb)^DD^  Abb  =r  t/(  D'  —  ^,bbD  )  '  —  4^«; 

adunque  lurro^ando  nel  iecondo  membro  dell'  equazione  (32) 
in  luogo  di  {DD — bb)^DD-^bb  la  fua  eipreilione  e^juivalen- 
te  tratta  dall'equazione  (33),  fi  riirova 

C34)    =  7 [ —  3^^^  J  =± 7 l/C^^-r ) ' • 
Egli  è  viiibiie ,  che  riaisumendo  in  vece  di  Z>  il  Tuo  valori 

fi  li  (D*— jWD  eguale  ad  [*'"^^~Zt|J^'lt  jl^r]' ' 
f,  U  D'-^^blD  eouaie  ad  FF-+.  2(^S  ed  anche  D'  —  zbbD 
eguale  a  GG-^ib^;  adunque  l' equazione  (34)  è  la  rtcffa  che 
r  equazione  (2^^),  e  conleguen temente  riniaugouo  dioipftraii  SLffir 
bidue  i  coioUarj-.lX.^  e  XIII,. 

Scotio  irl 

Il  metodo  comune  di  rifolvere  l'equazioni  del  fecondo  gra- 
do venendo  applicato  all'equazione  (2)  darebbe  immediata- 
mente l'equazione  (22),  e  da  quefia  fi  dedurebbe  come  nel 
precedente  Icolio  l'equazione  (34),  il  fecondo  membro  della 
quale  a-dÌFHtUra-£  renderebbe  cognito,  ulando  verfo  il  foprac- 
cennato  valore  in  ec.  di  (D'  —  ibbD)  quel  medcfimo  arti- 
ficio, che  fi  è  tenuto  per  render  cogniti  i  valori  in  ec,  di 
e  di  JF,  efprefei- reÌr«quazioni  (5),  e  {é}^  indi  fi  avreb- 
bero Tequazioni  (28),  (2p),  (30),  e.  (31),  procedendo  co- 
me  fi  è  Imi  nel  trottano-  X«        '    ;  ;:  :  / 


AL. 
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Deiy  equs7;tpni  cubicbf  y  fc»     j  '  ., . 

I  *     •  ■ 

la  r  equazione  cubica  generale |  che  rìducefi  a 

qucfta  : 

in  luogo  àtì  di  Qui  fecondo  mcoibro  fi  (urto* 
ghi  r  efprefsioae  ad  effo  eguale 

indi  fi  trafponga,  e  ne  vprrà 

Suppongati  ora  quefF equazione:        .    -  ' 

éflconfideri,clif^*K  è  Uguale  a(|/^  -*y^  (^/T  -«-i/TO 

jperciò  r  equazione  (B)  non  differiik  da  quella  che  legue: 

(C)  (i/7 -4- 1/ «  ) 3 1//"^  (i/T i/T  ) — L  T  —  ^ J=* 
In  virti^  delle  due  indeterminate  /)  ed  »  fuppongail  ancora 

(D)  -TH-lrri/TH-^T 
t  r  equazione  (C)  apparirà 

[xH.f  ]  ' — 3  ^h[»-^  ^  ]  _     - 1^*-  ^]  =:  • . 
Paragonau  quell'equazione  coU*  altra fegnaca  (A),  moflra  fubico 

eguale  ad  ^— cioè  —  j ]  div. per |/7 • 


Quefb  valore  di  ^7  pollo  nell'equazione  (D)  A 
(E)  «-•■7=|/7-+[7-i-/>J  div.  per  ✓f, 


e  lo 
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ciò  fteffo  valore  di        cubato  »  e  pofcu  introdotto  nfiU'  ^ 
^uazione  (B),  manifeila 

vale  a  dire  moltiplicando  per 

''-[f-r;-*]-[7-7]'='  ;    •■'  '  ' 

equazione^  che  riloluta  col  modo  ordinario,  fa  conofcere 

(F)  ,=?_Ì-X=t[(2-Ì-f)«-(=-f).]f: 

Softituifcafì  il  valore  di  /  nell*  equazione  (B),  e  operando 
gome  fi  dee,  ne  proverrà 

(G)  .=2^i_X=y[(V'«£«^>.^^^^),]i 

Quindi  fe  fi  pomimo  nell* equazione  (D)  i  valori  di  r,  e 
di  u  tfatti  dalle  due  equazioni  (F),  e  (G),  fi  avrìk  un'  efpref- 
fione  di  »  compofta  di  quanthk  note  :  e  on'  àitia  £c  ne  o£» 
twày  fe  neU'equazbne  (£)  fi  porrìi  m  fteflb  valore  di  #•  -  . 

La  ftejfa  maniera  di  rìfolvere  P equoT^i  cutkàc.  , 
applicata  alle  quadrat  iche  • 

Li' Equazione  quadratica  generale  fia  la  feguente: 
fi  Supponga  r  altra  • 

e  rìflettafi)  che  f^g  equivale  a  (ì/z-^ì/^)'  — 2|/^ 
(i/7-«-^/=ì);  talché  X  equazione  (I)  non  è  dliveda  dall' in^ 
firafcritta: 

Facciafi  quetla  leconda  luppouzionci:^  . 
e  1  equazione  (K)  divèiterk  -  j 

Dal  confronto  di  queft' ultima  coli*  equazione  (H).  fi  k: 
'-'^i/^zzn;  ondci/Hjz:— ^>  «  T-  vaio- 
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re  di ^.ff^tvito  neUVe5[u^7Ìon)^,(I)  romminìftra  --«.^^^^ 

cioè  fzn'^-^pj  c  |/7.=  db|/ j—^.  Come  pure  i  vato.' 
h  di  i/^>  c  di        poftiacU'  e<^iuiione  ^L)  palefano: 

•  •        '  • 

•       •       •  » 

Scolio. 

L*  Aggregato  /-f  ^  è  uguale  ancora  a  quefta  efpre(rione(^7 

— 1/^:5)* 2^/'^r}(^7" — i/^^)'  Perciò  operando  in  ua 
modo  fimile  a  quello  che  fi  è  tenuto,  c  fupponendo jr 

l^/w},  ù  conleguir«i  la  (lelTa  formoia  Allora  ^/^^ 

ùxk  cf^uk'  t  7  >       «enferverk  il  fiio  valoft  *^  ^  «   *  , 

Avvertimento. 

DUe  teosemi  ^  da'  quali  fi  deduce  la  tttfoluzioae  ana&tìca  d* 
Infiuke  fpecie  d'equazioni  fempre  più  compofte  in  infinito,  £ui^ 
no  parte  di  uno  fchedialma  geometrico}  che  ùlA  inietto  a  iao 
luogo  nd  fecondo  volume* 


4  ' 
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tEOHEMÀ  GENERALE,  * 

IXf  .evi  Ji  deduce  la  giufta  determinaxione  de'  premj  dovuti  in 
ogni  fotta  di  lotto  air  ufo  di  Roma  per  ogni  forta  di  com- 
Rnaxioni  di  numeri  ,  che  in  eJfi  poffa  giocar  fi  ^  anche  con  la 
condizione  ^  che  i  numeri  dAle  combinazioni  da  giocarji  Jcrhin9 
un  lttog9y  0  J%a  miinc  Jijfo  ncU  efiroT^onc.  - 

Hiamifi  («)  (*)  la  moltitudine  de*  numeri, 
che  danno  nelT  urna,  {e)  la  moltitudine  de' 
numeri,  che  fe  n'eftraggono,  {g)  la  moltitu- 
dine de' numeri,  che  fi  giocano  combinati  in- 
ficme;  v.  g.  le  fi  giucca  un  numero  lolo ,  o 
un  ambo,  o  un  terno,  ce,  g  rapprefentera 
rerpettivamence  un  numero  foio^  o  un  api- 
bo ,  o  un  temo,  ce.  '  * 

Chiamifi  in  oltre  (/)  la  moltitudine  di  quei  numeri  della 
combinazione  (^),  che  debbono  avere  un  luogo,  o  fia  ordine 
filTo  neir  eftrazione;  v.  g.  le  fi  giucca  un  numero  (ole  con  que- 
fta  condizione,  che  il  numero  giocato  fia  il  primo  eftrattc,  al- 
lora /  fignificherk  l'unitk;  fe  fi  giucca  un  ambo  con  la  condi- 
zione, che  due,  ovvero  uno  de* numeri  dell'ambo  abbiano  un 
luogo  fiflb  neir  eftrazione,  allora  /  denoterà  2,  o  refpettivamen- 
te  i;  fe  fi  giucca  un  terno  con  la  condizione,  che  tre,  o  due, 
o  uno  de' numeri  del  terno  abbiano  neli*  eftrazione  un  luogo, 
o  fia  ordine  filfc  ,  allora  /  dprimerk  0  refpettivamen  te  2  , 
ovvero  i,  e  cosi,  ec.  Finalmente  fe  nel  numero  giocato  fole, 
o  neirambo^  o  nel  temo,  ec.  non  vi  è  ia  condizione,  che  al- 
cuno de' numeri  abbia  un  luogo  fiflb  nell*  eftrazione  >  in  ^uefto 
cafo  /  fignificheià  zero. 

DBPIIflVlONI, 

^'Apprefentino  n ,  ed  «it  qualunque  numero  intiero  con  que- 
llo ,  che  n  deve  éSm  maggiore  di  m  y  ed  m  può  fignificarc 
anche  zero:  •        "*  Rrr  I, 

(*)  Opufcoli  CAlogeri  tomo  XII,  pag.  47^.  ' 


I 


^  I. 

'  Se  fi  pu^  c^c^ift  i(na  -^rffrefsfMf .«titaii^^  égmfimt^ 

il  di  cui  primo  termine  fiat  e  F  ultimo  termine  fia  e  la 
di  eui  dilTecenza  ^fia  r.onitV^  queiTefpre&ioiie  figiw 
ficai  il  prodótto  di  tutti  i  termìut  iptennedj  di  quella  progrefsìo- 
ne  antioctica>  quando  dfa  pià  di  tre  termini  ^  e  quando  ne 
^.iplwnente  tre^  aUpra  l'cfprelsiGne  (/z^^^it^)  lignifica  1*  unico 
termiiie  hitermedio»,  ..     .  '  •  • 

in 

Ma  &  »9  ed  ar  fi>no  tal^^  che  »  fia  eguale,  al  m^i^  ali»» 

la  refprelsionft  («M^'w)  figoi^  ^"'•«"t^»  j 

Teorema  Gbneralbv  | 

Pofte  1^  fiiddette  fiknificaziqniy  e  definizioni,  e  poAo  aacera, 
che  {d)  rapprefenti  k  fpela  jContxibQi^  ^  giocatore  )  t  (j) 
k  riLompenià»  che  te  gli  deve  allorchi  vince;  io  dico,  che 
fialsifie  1  equazione  feguente:  »... 

(i)  p  =  ^^'^'^lil2^-AL,d^J.      •  ..... 

Cr  infraicritti  corollari  laranno  altrettanti  efemp)  generali 
di  quefto  teoreiuaf  poiché  le  lettere  ed  r  ferbcranno  in  t6i 
la  loro  fifinificas^ionie^  generdUe.:        '  ^  '  ' 

•  « 

Corollario  I* 

Se  fi!  fignifica  US  (blo  numero,  e  quefto  deve  aver  luogo  fidò 
nell'  emaaione»  allof»  g  ,  ed/si ,  1*  efprelsiane  (k.-i*  h^fM^g) 
diviene  (a^x,,>a-^2},  ed  k  il  fi>lo  ,tnmine  interai^  m; 
r altra  eforeisione  (^-T/T^^tr»-^--^)  diviene  c 

rr  la  dennizione  IL  denota  T  unità;  adunque  1  eq^iazisac(i) 
cangia  nella  feguente: 

COROLLARIrO  II. 

Se  fi  giuoca  un  folo  nnneio>  e  quefto  non  deve  aver  kiogo 
fiflb  nelT  eftrazione,  allora  ^  sx  lyfsso  »  l'ef^reTsione  (m^  i ,  > ,    g)  I 
omlèrva  la  fiia  figrufkaiKuie  »  regiflcau  nel  precedente  coroU 

^  larto 
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lario,  f  altra  cfpreflBonc  /-m,,,^— ^)  prende  quella 
forma. (  A4- i>9yT—i)  ,  e  denota  il  Colo  trnmix^  intermedi» 
#;  adonqiie  dalTc^iaaoiie  (i)  tiiiilla': 


».     .  • 

CoROLirAaip  IIL. 

Se  fi  giuoca  un  ambo  con  la  condizióne,  che  unfolo  de'fìiot 
numeri  debba  aver  Imo  fifllb  iieU'tftftaMe;  in  ul  calo  ^=2» 
/ss  I  ;  w  t^^^g^u-^  i  cadoi^  i  due  teriaiftl 

intermedj      ed»— i;  tcar— =     ed^^^g^^ — 2 
cade  il  Ì9Ì0  termine  intermedio  «««z;  laonde  fo^uazione  (i) 
fi  cangia  in  quella  chp.^lìegiie:  ^.  - 
.<-.  —  (.«••• — O  j_j  _  . 

•    9mtm   ; —  »  ^"i0*       •  .      .    i  ■       .        .  , 

Corollario  IV, 

Se  neirambo  giocato  ambidue  i  numeri  debbono  aver  luogo 
filTo  neir  effrazione ,  allora /m,  T  altre  fign ideazioni  recano 
come  nel  corollario,  che  precede^  tr^  /h-  izze — ed 
f— -^1=^—2  non  cade  alcun  termine  intermedio,  di  manie- 
ra che  Teipreflìone  i>>>^— ^)  rapprefcnta  f  unitk 
per  la  disfinizione  IL;  adunque  dall'  equazione  (  i  )  il  deduce 
quefta:  - 

.  .Corollario  V. 

Se  poi  nell'ambo  giocato  niun  numero  deve  averluogo  GA 

neirelhazioae*  in  queft*ipote(t  T  altre  fignìGcizioni  ii« 

inangono  come  nel  IL  coroUahq;  tra      / -4>  i  =  r -4- 1 ,  ed 

9 — g^e^x  cadono  i  due  termini  internuedj  ed 

c  confeguentemeotè  T  equazione  O  )  ^  muu  in  quella  |  che 

fiegue: 


Rrr  a  Sco- 


Digitized  by  Google 


sodi  X  »,  o  a  I  A 

S  CO  Lio.  "      "  , 

^£1  lotto  ài  Roma  »  iìgnifi^^  jpo,  ed  ^  lignifica  5»  di  no* 
dochè  r  ultima  equazione  divcnui  p  d^-^di^^^^^ i. i 

c  ponendo  in  vece  di  ^  ba)occhi  quarantacinque,  fi  vedA,  che 
ad  un  tal  ambo  ù.  deve  il  premio  di  feudi  X7^.>  e  baj.  77-^. 

Corollario  VI.  .  -,  ^ 

Se  fi  gniòca  un  terno  colla  condhione,  che  ftn  Iblo  dé*  fuot 
numeri  abbia  (pogo  fiflfo  neli' eflrazione ;  allora  gzz^y  fzii  ; 
trà«H-i  ,  ed  «-^fs»^}  fi  frappongono  i  tie  termini  in- 
termedi I,  ed  «—2;  tra  #^^H*ts#yed  ^«^sr— 3 
inteKedoiio  i  due  termini  intermedj  r-^x^  ed  «—a,  e  quindi 
r equazione  (i)  fi  muta  neU'infraishtta: 

Corollario  VIL 

Se  nel  terno  giocato  due  numeri  debbono  aver  luogo  fiflb 
neir  eftrazione,  in  quello,  cafo  /— 2,  le  altre  fignificazioni  fuf- 
fiftono  come  nei  corollario,  che  precede;  tra  Z-*-!» — i, 
ed  f-^^zzr— 3  s'interpone  il  lolo  termine  intermedio  2; 

adunque  l' equazione  (i)  prende  quello  afpetto  : ^U'^'^^j  1^ 

— 1/.      •  ■  ■ 

Corollario  VIÌL 

fe  nel  terno  giocato  tutti  e  tre  i  numeri  aver  debbo- 
no  luogo  fifiTo  nell'  eftrazione  9  allora  fzz^  ;  le  altre  fignifica- 
zioni rimangono  come  nel  corollario  VI.,  tra  ^— /-«- izz<r-^2, 
ed  tf— 3  non  cade  alcun  termine  intermedio,  coficchc 
in  vigore  della  definizione  II.  V  efprelsione  (r— 2,,,^ — 3)  de- 
nota r unità;  adunque  T equazione  (i)  diviene  la  kguente: 

Co- 
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Corollario  IX. 

Se  finalniente  nel  terno  giocai»  oiim  mameto  dev»  aver  lo»» 
go  6flb  neli*  «ftiauone  ;  in  tal  lìiffofisione  /sa^  ic  altre 
gnificazioni  rellano  come  nel  corollario  VL;  tiji  #-^/«i>  i  ss^ •«••1, 
ed  3  cadono  i  tre  termini  intermed}  Cyw^i ,  ed 

#—2,  e  per  conleguenza  l'equazione  (i)  aflìime  quella  forma: 

é 

Scolio.' 

Nei  lotto  di  Roma  dovendo  u  cipri mer  po ,  ed  r  cfprimcr 
5)  r«ltinia  equazione  diveaca  pzs  ^--^^^ ^^d^iiy^d^om* 
de  foftitnendo  in  Inogo  di  J  tre  bajocchi,  e  mezzo  li  troverì^ 

che  ad  un  tal  terno  deefi  il  premio  di  feudi  411.,  e  baj.  14-^. 

Egli  è  vifìbile ,  che  dal  teorema  ponbno  dedurfi  collo  ileflb 
metodo  infiniti  corollarj  generali  fecondo  la  varia  iìg|iificazi(^ 
ne>  che  può  afiegnarfi  alia     ed  alla  /• 

DlMOSTRAZlONfi  DEL  TEOREMa  GENERALE* 

j6m  Definizìom. 

GfAfo  favorevole  ne^iotti  è  quello,  fuccedendo  il  quale,  d)! 

giucca  ,  vince . 

Cafo  contrario  c  quello ,  fuccedendo  il  quale,  chi  giuoca,  perde. 

Calo  indifferente  larebbe  quello,  luccedcndo  li  quale,  cili 
giuoca  non  perdeile>  nè  vincelTe. 

Principio  GBNBRALt. 

]M E*  lotti  all'ufo  di  Roma  tra  la  fpefa,  e  la  ricompenfa  dee 
correre  la  medefima  proporzione  ,  che  pafla  tra  il  numero  de' 
cafi  polsibili  favorevoli,  e  il  numero  dei  cafi  polsibili  contrarj. 
La  iomraa  convenienza  di  queiio  principio  e  evidente,  per- 
chè è  cofa  giuftiisima,  che  la  Ipela  {d)  fia  proporzionata  alla 
fperanza  di  vincere  (la  quale  ii  chiami  S)y  ed  il  premio  (^) 

fia 
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fia  proponbaato  al  rifchio  di  peidere  (il  .quale,  fi  cliiaml  R  ); 
ma  la  fperanza  di  vincere  h  proporzionata  al  numero  dei  ca^ 
ùofiubilì iàvDrevolt  (qual  numero  dicafi  F),  e  il  niokm  di  per-, 
dttejè  proporzionato  al  nui^m  dei  cafi  pobibili  contrari  (  qual 
immero  dicafi  C);  adunc^ue  in  termini  analitici  i^.^::^.!^^. 
au  SJiiyFmCj  e  perciò  d«/::f*C.. 

"Corollario. 

Se  la  moltitudine  di  tutti  i  cafi ,  che  poflbrto  àvvenire  nei 
lotti  all'  ufo  di  Roma,  il  chiama  T ,  e  fé  queftt  cafi  polsibtU 
fono  tutti  di  tal  natura ,  che  elTer  deJ>bano  o  favorevoli ,  o 
oònttar),  e  mai  indifferenti;  ne  fegne,  che  C  (numero  de* cafi 
contrarj)  fark  eguale  a  mentre  in  quella  ruppoGzione 

T  =z  F'+C;,  fi  AvjÀ  jpertamo  4.f;. \F  .r«-F,  cioè  fFsst{T'-'F)df 
t  per  conlì^guenza 

(2)  />  =  -J-i-  .  .    .  ^ 

.-Lemma, 

Olinotino  .^,  Tj  f  tre  numeri  interi  in  modo,  che  il  primo f 
fia  maggiore  del  fecondo  r,  ed  anche  del  terzo  il  fecondo  r 
non  iìa  minore  del  terzo  /,  e  il  terzo  f  pofla  fignificare  anche 
2ero.  Abbia  refprersione  (^),,/)  fi.  figntncato  della  definizio- 
ne I.,  ed  abbiano  1'  clprcfsioni  (j^^^^r),  ed  (rH-i,i>^)  il  t 

Siitficato  della  definizione  I.,  ovvero  ddla  definizione  4L  •  Io 
ico,  che  fulsifte  quefta  equazione: 

Dimostrazione. 

Se  »•  è  maggiore  di  #,  f  efpre&ìone  (r^ly^yf)  ^  il  fignifi- 
cato  della  definizione  I.,  e  rapprefenta  il  ptodotto  di. tutti < 
termini  intermedj ,  ovvero  V  unico  termine  intermedio ,  fe  ve 
a'  k  un  ibio),  che  fi  frappongono  tra  r-i-  i^e  /;  ma  Tefpicf- 
fione  (f^^^r)  denota  il  {prodotto  di  tutti  i  termini  intermedj 
^«Vvenr  f  unico  termine  intermedio,  fe  ve  n*ÌL  un  folo),  che 
■itercedono  tra  ^,  ed >,  oppure  la  fiefla  efprefsione  (^^^vO 
appftfem»  Tunitli,     f =rH*i|  e  cià«pàr  la  definizione  IL; 

egU 
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egli  è  dunque  tifibile  >  che  il  prodotto  delle  due  efprefsiont  > 
(^,,,r),  ed  (r-H- 1         denota  il  prodotto  di  tutti  x  tèrmi»- 
ni  intermed;  deli*  elprelsione  (f>>)^))  ovvero  T  unico  termine; 
intermedio f  fe  ve  ii*è  uft  1olà>  e  conieguentemente  lulsitle  in, 
^eifipotefi  inequazione  (-3).  .  . 

Se  poi  r  è  u^^ale  a  $y  allora  i*e(prefsiolie  (r^i,,,f)'k  i! 
figniBcato  della  dofinizione  IL,  e  rappreienta  Tunitk;  adunque 
ancora  in  quello  cafo  il  prodotto  deUe.  due  efpreffioni  {fìyyr)y, 
ed  (r'^iyy^t)  denota  il  prodotto»  di,  tutti  i  termini  mterme-^ 
d;  deirelpreflione  {q^yyOy  ovvero  T unico  termine  intermedio^ 
fib  ve  n*e  un  iòlo)'  e  percÀ  faffiile  ancora  in  quella  cafo  l'e* 
^uazigne  (3)»  li  che  dovca  dimoliiaxfi» 

Problema»  ■ 

TfRovare  nei  lotti  all'ufo  di  Roma  il  numero  di  tutti  i  cafil 
pollibili  favorevoli ,  e  di  tutti  i  cafi  pofiibili  conrrarj  a  chi  giuo- 
ca  una  combinazione  g  di  numeri  colla  condizione,  che  in  cf- 
ia  ii  contengano  f  numeri ^  i  quali  aver  debbano  un  luogo  fì& 
lo  neU*eftrazione. 

poiché  u  cfprime  la  moltitudine  de*'numeri  efiftenti  nefl^ ur- 
na, ed  e  la  moltitudine  de* numeri,  che  le  11*  eftrag^opo ^  fH 
in  virtù  della  teoria  delie  combinazioni: 

pel  numero  di  tutte  le  eomfeinazionr  (^)>  che  poffona  efcir^ 
daU*uma,  ma  perchè  ciafcuna  di  quefle  combinazioni  {e)  pu5  - 
mutare  Tardine  de^nnmer»>  de*^ quali  è  compofta>  tante  vorte^ 
quante  unità  contiene  quella  elpreflìóne  eci^per 
k  dottrina  delle  permutazioni;  ne  leg.ue,.  che  moltmUcandd 
per  queft' ultima  elpreflìone  l'altra  etpreflione  (^),  fi  avrà  1* 
ef'preffione  — e)  y  la.  quale  dinoterà  la  molxitudine 

T  di  tutti  ì  cafi  poflibilt  ad  avvenire  così  Àvòrevolr^  comè 
centrar j ,  abbiamo  dunque  ' 

ovvc» 
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ovvero  ftirrog^uUI»  in  luogp  di  |(tf-M>9)«"— »)  i* altri  tQ^ftf 

fione  (»-l-i>,,i»— ^)(»— ^H*ii„»— 0,  cattivale 
pel  Jemniay  fi  otterrà: 

,  (4)  r=(i»-fi,M»— 0- 
Détcraggafi  ora  la  combinazione  giocata  g  dal  numero  11 ,  il 
refto  m^g  compreiideri  tante  combinazioni  defignate  coU'  e* 
fponente  e— quante  uiiitk  contiene  queft'e^teisioiic: 

conforme  inlegna  la  dottrina  delle  combinazioni  >  ed  ognuna  di 
quefte  combinazioni  r — g  accoppiata  colla  coinbinaaione  gio- 
cata g  forma  altrettante  combinazioni  (c)  pofstÌ)ili  a  fortirC) 
e  contenenti  in  fe  medeftme  la  combinazione  giocata  ^  ;  ma 
perchè  '  quefta  il^lla  combinazione  de  ve,  in  feconccnere  /  nu- 
meri, i  quali  abbiano  mi  luogo  fi£  neli'éftnuuone,  ne  deriva, 
cht  lòlameute  numeri  potranno  variare.!' oirdine  loro  nel- 
la combinazione  (^)  da  eftrarfif  e  (per  la  dottrina  delle  per- 
mutazioni) potendo  r»/ numeri  variare  il  loro,  luogo  «  o  fia 
ordine  neU'  eltrazione  tante  volte  «  quante  unitli  Contiene  l' e- 
fprefsione  •/-!•  iv))»},  chiaramente  fi  vede,  che  niolcipli- 
cando  per  x^uei^  ultima  dprelsiéne  t*  altra  efpreftione  fi  tio- 
Tcck  i*  eiprelsione  <^ 

^  ^  ^-»-»  .,,^0 

la  quale  rapprelenrera  la  moltitudine  F  di  tutti  i  cafi  pofsibi- 

li  favorevoli,  poiché  in  efifa  eiprelsione  fi  contengono  tutte  quel- 
le combinazioni  polsibili  compofte  di  e  numeri,  le  quali  com- 
prendono in  le  medelime  la  combinazione  giocata  gf  e  la  com- 
prendono in  maniera,  che  fortendo  cialcuna  di  effe,/  nume- 
ri della  combinazione  giocata  g  avrebbero  un  luogo  Mb  nell' 
eftrazione. 

L' eiprefsione  (I)  ultimamente  ritrovata,  che  rapprefenta 
la  moltitudine  F  di  tutti  i  cafi  pofsibili  favorevoli,  può  rcn- 
dcrfi  più  lemplice  ,  ponendo  in  elTa  in  vece  deU*  eiprelsione 

/-l-i,,,©)  ^ucii  alua      /-4-Im>^— ^  1^.^)1 

che 


Dici 
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che  gli  equivale  pel  lemma  ,  mentre  allora  la  ftefla  efprelsio- 
ne  /,  cioè      fi  cangerk  neU*  altra 9  che  i  include  Adi'  e^iu» 
zione  feguente: 

(5)  i='  =  (»— OC^— /h-i,^^— ^) 
ficcome  poi  è  chiaro  pel  raziocinio  (inora  tenuto ,  che  tutti 
gli  altri  cafì  pofsibili  comprefi  nella  moltitudine  T  ,  i  quali 
non  fono  contenuti  nell'  altra  moltitudine  F  ,  iòno  cafi  con- 
trarj  al  giocatore,  di  maniera  che  la  fuddetta  moltitudine  T 
non  contiene  alcun  calo  indifferente |  cosi  in  \itih  dei  corolla* 
rio  del  principio  generale  iar^ 

C=:r— F 

e  fodituendo  in  queft'  ultima  equazione  in  luogo  di  T ,  e  di 
F  i  loro  refpettivi  valori  efprelsi  nell* equazioni  (4),  c  (5), 
indi  operando  convenientemente  fi  fcoprii^ 

Cir — ^/h-i>>,#~^)  il  tutto  mol- 
tiplicato per  (i#—^-4-i,„»—0' 

COHOLLARIO, 

I 

CJbe  €omkttc  U  diiuojhmifjìm  del  mntm  gumdcm 

Si  pongano  nèUT cqnaiioiie  (2)  in  iRece  di  T,  c  iK  F  le  lo> 
xo  cfpieuiom  refpetttve  oontenate  nelT  equazioni  (4),  e  (5)^ 
e  fi  vedrà  Dafcere  rtqaazione  (i).  Il  eoe  dovea  dimoftiadi» 


Sfs  DUE 
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D  U  E.   P  R  O  B  L  E  M  I 

r...    Sf0fM9ti.jti  lotti  tmtttuMr}* 

•  •  •  • 

PROBL  BMA.  L 

Ofto  cke  ticMptti.  ali*  ufo  di  Roma  il  giocato- 
re, abbia  preib  un  numero  di  nomi^  ab> 
bia  fpefo  a  fua  talento  nel  cofto  de*  terni  i 
compre^  in  detto  numero  dì  nomi  ;  trovare 
il'  coita  degli  ambi  tale»  che  lo  fteflb  giocato- 
re>  incontrando  un  folo  ambo  in  tutto  il  nik 
mero  .de*  nomi»  non  folo  fi  rinfranchi  di  quan^ 
to.k  fpefo»  m2l^  di  pià  v^nca^nna  data  quantità  di  danaro. 

Soluzione» 

Sia  »  il  numera  de*  nomi,  t  il  corto  di  ciafcuno  dettemi,  a 
il  collo  di  ciaicuno  degli  ambi,  q  la  data  quamiik,  che  il  gio> 

catoxse  k  dsit  y^nccre»  ^  la  ragione  del  cofto  di  .un  ambo  al  guar 

dagno  di  chi  vince  1  ambo  * 
Si  fa,  che  nel  numero  n  de* nomi  fi  contiene  quefto  nume- 

ambi   •  e  quello  numero  di  terni  — — — ^— . 

Perciò  il  cofto  di  tutti  gli  ambi  làr^  flJ—iJ  4»,  e  il  collo 
di  tutti  i  terni  fark  ^ n.n^un^z-^^^ 

In  oltre  (iccome  negli  ambi  il  coflo  d  porta  i!  guadagno  />, 
cosi  il  collo  a  dovrk  portare  il  guadagno  >  e  per  la  condi- 
tone del  problema»  iottraendo  dal  guadagno  ^  il  cofto  di 

tutti  gli  ambi»  e  il  cotto  di  tutti  i  temi»  dee  reftare  la  quan- 
titk  data 

Abbiamo  pertanto  queft*  equazione  : 

•3  -  [  "TTr  J  ^  -  L  — TTT— J  ^ ^  > 
:.  .  .  '        c  tra-  I 
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c  trafponendo  :  • 

Adunque: 

(i)  ^  =  ^ -i- rifr^*;»=i ]  #  il  tutto  divifo  per 

.U  che  era  fi  ricrpvarfi.  .  . 

Corollario  I.  . 

Se  il  cofto  di  ciafcuno  degli  ambi  k  da  elTer  tale 9  che  il  gio- 
catore incontrando  un  Ambo,  fì  rinfranchi  iolamente  di  ciò) 
che  U  ipelòy  e  non  vinca,  nè  perda;  allora  q  iark  zero 9  e 
dall'  equazione  (i)  naicexk  quell'altra:  t 

(^)  '=[^-r^J  '  ««vifo  per  f  -  [^] ■;■ 

COROLL-AILIO  II. 

E  Se  il  giocatore  non  vorr^  caricare  i  terni  in  conto  alcuno, 
in  quedo  calò  f  farli  zero,  e  T equazione  (.  I  j  produrrci  quel- 
la che  fiegue:  .       ....  .. 

(3)  azzq  divifo  per  L^^JLZ^J^ 

*   ■  .  • 

Corollario  III. 

^Ffinchè  il  codo  a  di  ciafcuno  degli  ambi  non  fia  infinita 
o  negativo,  cioè  affinchè  il  problema  &i  poffibile,  il  denomi* 
natore  de*  fecondi  *membri-^elle  tre  equazioni  (i))  (a),  e 

(3)  moftra,  che  — —  dev'cflèr  minore  di  j». 

al  Um  di  Roma» 

^JeI  lotto  di  Roma  il  cofto  dell'ambo  di  quarantacinque  ba- 
jocchi  porta  il  guadagno  di  120  Icudi  ,  cioè  di  dodici  mila 

bajocchi;  di  maniera  che  la  ragione  data  di  j-.  fark 

266 -+  — .  Laonde  dovendo  eflerè.  '.  T  ■  minore  nu* 

mero  »  non  potrìt  efsèr  maggiore  di  23., 
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Problema  II.  ) 

•  •  ^ 

ora  y  che  -ne*  medefimi  lotti  combinatorj  il  giocatore 
abbia  preiò  un  numero  di  nomi ,  e  abbia  fpelo  a  lua  voglia 
nei  cono  degli  ambi  compiefi  in  detto  numero  di  nomi  j  tro- 
vare il  cofto  de*  temi  tale,  che  il  medefimo  giocatore,  ncÒB. 
contrando  un  ibi  temo  in  tutto  il  numero  dgs  nomi ,  non  ^ 
lamente  fi  rinfranchi  di  ciò ,  che  k  fpefo  j  ma  di  più  vinca 
una  data  ^uantitk  di  danaio. 

Soluzione^ 

Quello  fecondo  problema  fi  fcioalie  d*  nna  manieia  confimi- 
ìe  a  quella  del  primo,  e  fimiglianti  coroUarj  fe  ne  infinriiconor. 
Salve  rimanendo  le  denominazioni  date  nella  foluzione  di  det- 
to primo  problema,  fìa  la  ragione  del  cofto  di  un  terno  al 
guadagno  di  chi  vince  un  terno ,  e  fi  chiami  la  quantià 
data,  che  k  da  vincerfi.  Saià.^  il  guadagno,  che.  dee  portate 
il  cofto  di  un  terno,  e  di  più  dovili  aggiungerti  pelguadih 

gno  dei  tre  ambi,  che  feco  trae  un  terno,  allorché  viene  am- 

'bcggiato. 

Quindi  feguendo  le  veftigie  del  primo  problema  dedurremo 
c  per  trafpofizione  • 
«  finalmente 

'.   (4)  ts=^^  [——']  a  tutto  divifo  per 

Corollario  I. 

Se  tale  \  da  eflere  il  cofto  di  ciafcun  temo,  che  il  giocato- 
re, vincendone  uno ,  fi  rinfranchi  di  quanto  Ìi  fpefo ,  e  nuUa 
vinca,  in  quefto  cafo  i^è  zero 9  e  l'equazione  (4)  degenera 
iifUi  ii^uente  (5) 
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(S)  ,]7'  J^^^'j^  <^vifo  jpcr 

'    r*'*'~'  I  1 

Corollario  IL 

Se  poi  il  giocatore  non  vorrh  in  verun  conto  caricargli  am- 
bi, l'equazione  (4)  lomminiftrerk  qiieft*  altra  :  ' 
(rf)/=«.divifoper^-[iI=li=lLj.  ; 

Corollario  IlL 

A Ccì^  mU' equazioni  (4),  (5),  e  {6)  cofto  i  di  dafci». 
jio  de' terni  non  fia.  infinito ,  o  negativo  (ne*  quali  due  cafi  il 
proUeiiia  farebbe  impolsibile)  il  denominatore  dei  iècondi  mem- 
bri dell*  equazioni  fuddette  fa  vedere ,  che  ^-»—«  ^  ^ 
«fière  minore  di  • 

jffplìcoT^tone  di  quefto  corollario  al  lotto  di  Rms*  *' 
]M  £1  lotto  di  Roma  il  cofto  del  temo  Ra  al  guadagno  cóme 
35  fta  a  ^-^Sp  j  perchè  im  temo  di  trentacìnque  ba}occhi  porta 
il  guadagno  di  mille ,  e  ottocento  feudi.  Perciò  »<poo» 
£15142  H-  y;  adunque  dovendo  ellère  minore 'di 

5142-1-^,  ne  fegue,  che  il  numero  n  non  può  eiser  maggio» 
re  di  32  • 

Nel  teorema  antecedente;  nel  problema,  che  lo  precede,  e 
gli  fa  ftrada  ;  e  in  quefti  due  problemi  fi  contiene ,  ed  è  co- 
me  aflbrbiu  tutta  la  Icienza  del  lotto  di  Roma,  e  degli  altri 
fimili,  cioè  le  cognizioni  relative  ad^,  che  dipendono  dal 
raziocinio  umano.  U  xeflo  dèrcitt  la  vana  curioficli  dei  volgo. 
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^IQ  .  T    E    O         f  A' 

G  I  U  NT  A    A  L  L  À    T  E  ORIA 

Loffi  comktMéiior/. 

Teorema  L 

£  lettere  >^ ,  JB ,  ec.  rapprefentiiia  i  aumerì , 
che  fi  eftraggono    q  eiprima  quanti  &  n*  e> 

ftraggono;  io  -dico^ 

Che  i^-^B^cc)  è  la  fomma  de- 

gli ambi  contenuti  ia  jif  ce*; 
Che  (^H-B,  ce,)  è  la  fom. 

ma  denterai  contenuti  in  A,  B,  ec.  ; 

.  Che  £^T=^^^~77^^J  (■^'^^^  ^^'^  ^  ^  ^^^^  ^^^^ 
terne  contenute  in  ec; 

Che  riIllJrZl!JrZLl=à,l  moltipUcato  per  (A^B^ec) 
i_  1.2.^.4  j 

à  la  fomma  delle  cinquine  contenute, in  A, 
P  così  Icmprc  in  infinitOi.         .  . 

Pimostraziqne;  • 

J^.Er  jdiifioftrare  11  jteorema  con  maggior  diilinzione ,  fer^  ^ . 
ne  dimoArarlo  in  cinque  numeri,  vale  a  dire  quando  Aj  By 
ec.  rapprefenta  ^,  By  C,  Z>,  ^,  ed  jt^+By  ce  denota 

•'   Gli,  ambi  di  jquefla  cinquina ,  iie^  quali  entra  il  numero  A 

fono  quattro ,  cioè        .  Lò  fleflb  vale  in  ordine  agii  ambi 

della  medefima  cinquina,  ne' quali  entrano  gli  altri  numeri 
Cy  Dy  Ey  confiderati  ad  uno  ad  uno  ,  come  fi  è  confiderato 
di  lopra  il  numero  A;  adunque  {q  —  i)A-¥{q — i)B-^{q — i) 
C-^-^q — i)D'-^{q — i)E  eia  lomma  di  tutti  gli  ambi,  che 

per  confeguenza  è  uguak  a.J^^—^{A'¥B^C^D^E)\ 

Jaonde  è  vera  la  prima  parte  dd  teorema. 
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«jLa. moltitudine  de*  terni  della  cìnjijuina  ,  ne^  quali  entr^  il 

nomerò       h  ^  perchè  la  moltitudine  degli  ambi 

di  efla  cinquina,  ne*  quali  non  entra  Ay  è  la  moltitudine  de»  " 

gli  ambi  ideila  quaterna  By  C,  Dy  £>  cioè 

,  Cos^  la  :mQlìtii:uxiine  de'  temi  della  cinquina  >  ne*  quali  entra:> 

il  nùmero  By  è  e  lo  ftelTo  1  luogo  in  ordine  ai 

terni,  nei  quali  entrano  gli  altri  numeri  C,  D,  E.  Adunque 

ii=:i^lr^molt.  per  (-rf^B-hC-i- è  la  iomma  di. 

tutti  i  terni >  ed  è  vera  la  feconda  parte  del  teorema» 
La  moltitudine  delle  quaterne  deHa  cinquina ,  nelle  quali 

entra  il  numero  Ay  è  ^  '^^^•■f*'^^ ^  perchè  la  moltitudine 
de'  terni  >  nei  quali  A  non  entra  >  è  la  moltitudine  de'  terni 
della  quaterna  B,  C,  Dy  Ey  vale  a  dire  è  LZLLlzz^l^  ^ 

La  medefimal  ragione  milita  in  ordine  alle  quaterne ,  nel- 
le quali  entrano  gli  altri  numeri  By  C ,  £> ,  Adunque 

i'^'  fTr  ~]  {A'hB-^C-+D^Ej  è  la  lem- 

ma  di  tutte  le  quaterne,  ed  è  vera  la  terza  parte  del  teorema. 

E*  chiaro  a  chi  ben  riflette  ,  che  il  fnnile  k  luogo  rilpetto 
a  tutti  gli  altri  inEnici  ca^Ci  del  uorema.*  adunque  e^li  è  ge^ 
neraimente  veroi  .  . 

•  •  .  ScO  LIO.    ...  - 

A  LIorchè  ia  lettera  f  è  data  >  poìia  immediatamente  rìtro- 
varfi  in  virtù  di  quello  teorema  il  rapporto,  che  anno  tra  di 
loro  la  lomma  di  tutti  gli  ambi,  la. lemma  di  tutti  i  terni ^ 
ia  fomtna  di  tutte  le  quaterne,  ec»  di  qualil voglia  iqoltitudine 
di  numeri  J[y  B%  ^*  da  elttarii.    «  -      •    .  • 

E  S  E  M  P  J. 

T  ;  *  • 

PAragonando  la  prima,  e  la  quarta  parte  del  t'eorema  ,  (i- 
vede,  che  4a  lomma  di  tutti  gli  ambi  della  cinquina  ila  alla 
fomma  di  tutte  le  cinquine' di  elTa  cinquina  ^  vale  à  dire  alla 
ftefla  unica  cinquina  ^  come  4  Ita  ad  i  «  Fa. 
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P<iragonando  la  feconda,  c  la  quarta  earte  del  teorema ,  fi 
vede,  che  la  lomma  di  tutti  i  temi  della  cinquina  (la  alia 
fomma  di  tutte  le  cinquine  di  elTa  cinquipa  »  vaie  a  dire  alia 
fteifa  unica  cinquina ,  come     fla  ad  i  • 

Paragonando  la  feconda,  e  la  quinta  parte  del  teorema  (la 
quale,  benché  in  elfo  non  regi(lrata,fi  (ottintende)  apparifce, 
che  la  fomma  di  tutti  i  terni  della  fettina  fta  alla  lomma  di 
tutte  k  fellioe  d^Ua  medeiìma  i^timsL  •  come  5  fta  a  a«  ec*,  ec* 

Tborbma  il 

O  Inottno  if ,  ed  m  due  numeri  interi  pofitiW  ad  arbitrio , 
«d  anche  Tunitk;  efprima  / 1' efponenre  di  qualfivoglia  combi- 
nazione contenuta  nella  moltitudine  ce  c  g  rapprefen- 
ti  r  efponente  di  qualunque  altra  combinazione  msggkn  con^ 
tenuta  nella  ftefTa  moltitudine       By  ec. , 

Io  dico ,  che ,  fe  la  fomma  di  tutte  le  combinazioni  deno- 
minate da  /  fta  alla  fomma  di  tutte  le  combinazioni  denomi- 
.nate  da      come  n  ita  ad       fudìfle  l' ijifrafcritta  equazione: 

(R)  /.^— /— i..,.^ — div.  per  (/./ 

DlMOSfRACIONB» 

Pei  teorema  precedente,  la  fomma  di  tutte  le  combinazioni 
denominate  da  /  è  uguale  a  queir  efpreffione  : 
(S)  (^—1.^—2...^ — /-+^)  xnoltip.  per  (^H-B,ec}, 
e  div.  per  (1.2.../— i), 
c  la  lomma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  ^  è  ugua- 
le a  queir  altra  efprcITione: 

(T)         i.^  —  2...^— •/-♦- 1  — f"'^ — ^"+^)  nioltip. 
per  (^-i-^,ec.),  e  div.  per  (i,i.,,f — i'f**'g — O* 

Sarli  pertanto  in  vink  dellWpotefi  dondo  li  dedik 

ce  I     ^~y^ .  Ma  fl  fecondo  membro  di  queft'  equazione  è  v 

gualc  al  fecondo  dell'  equazione  (R);  adunque  l'equazione  (R) 
XuHìile.    Xi  che  dovea  dimodrarii. 

Sco* 
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Scolio. 

I.  Quando  f-zzi ,  e  g  c  maggiore  di  3  ,  T  efpreffione  (S) 
dcv'cirerc[^-;^](^H-B         L'cfprcflìone  (T),  ei'c. 


ne  (R)  Wacfl-cre  i  =  [^^J[7] 

III,  Quando 2)  e  ^=3»  Tclprelsione  (S)  è  come  nel 

I.  articolo  di  quello  fcolio,  refprefdone  (T)  è  — /ZrT  .T — J 

(^-4-3^  ec.);  e  T  cquaiione  (R)  è  come  nei  IL  articolo*  - 

.  Problbii A  I. 

RApprefcnti  /!'  efponcnte  di  qualfivoglia  combinazione  ,  ed/ 
I  dinoti  r  elponente  della  combinazione  projftmamente  mag. 
gtorcy  trovare  la  moltitudine  B,  ce.  dei  naaneri  da  eftrar- 
fi  tale,  che  la  fomma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da 
/,  e  contenute  in  Ay  5,  ec.  ftia  alla  lomma  di  tutte  le  com- 
binazioni denominate  da  g,  €  contenute  nella  ftella  moltitudi- 
ne Ay  B,  £C.  come  a  SU  m. 

SOLUZIOMB. 

P  Er  la  condizione  del  problema ,  c  pel  II. ,  e  ITT.  artico- 
lo dello  icolio  precedente,  1*  equazione  (R)  U  da  eflere  i 

^tlzfjl^Z'^  adunque ^=7 H-/.  Il  che  dove»  dimoftrarii.  . 

COROLLAILIO» 

AFBncliè  a  problema  fia  polsibile  ^-f/  (e  per  confe^ea- 
za  ^)  doviU  cfoe  un  nnmero  intero* 

Ttt  ESEM* 


$14-  T  m  o  c  1 . 4  . 

EtBVfl* 

ti'IZnp;  far^  qZZ'hf.  Se  n:^f ;  faA  qz^m-^f.  Se  n 
m  i,Iar^  qZZfm-^f'  Se  fzzhn;  lark  ^ZZÌwf^4/^^»«-fm)^, 

Se  «zi2,/:^2,  ed  mzz^;  farà  ^11:5. 

(Quindi  appanlce,  che  nella  cinquina  la  fomma  di  tutti  gli 
ambi  fta  alla  loruma  di  tutti  i  terni ,  come  2  fta  a  3  , 

Se  wiZ3,/n3,  ed  WZZ4;  fark  ^zr:5.  Di  maniera  che 
nella  cinquina  la  lomma  di  tutti  i  terni  Ita  alla-Joinm^  di  tut- 
te le  quaterne,  come  3  fta  a  3  • 

Se  «ZZ4,/ZZ4,  ed  wZTi;  fark  qzz^<  E  perciò  nella  cin- 
cjuina  la  lomma  di  tutte  le  quaterne  fta  alla  fomma  di  tutte  le 
Ón^uine  (vale  a  dircvalla  ilefla  unica. cinquina)  coiiie.4.fta  a4  !• 

Tbòrbma  III. 

Nei  fecondo  membro  dell'equazione  (V),  che  fegue,  i  fat- 
tori del  numeratore  fiano  in  progrefsione  aritmetica ,  e  cosi  i 
iattori  dei  denominatore,  e  tanti  fìeno  gli  uni,  quanti  gli  altri. 
(.V)  i=z(^-4-^.^-4-^-+f/.j|-*T*-^>^        4iv..pcjr  (^«.1^ 
-hd.u^id  ce);  ...... 

io  dico«  ch^  q^U'^t* 

'  '  ...  »...  r    .     .        \  . 

Prima  D f ito ^tii avi 

L' Equazione  (V)  equivale  a  queft' altra: 

•  (X)i=^'  X  X  t^H^ec 

la  quale  è  fufsiftente,  allorché  ^ cioè  ^zr«  — men- 
tre in  tale  fuppofizione  1'  equazione  (X)  diviene  izzi  X  '  X  ' 
ec.  —I,  e  conleguentemente  anche  1'  equazione  (V)  diviene 
adunque  qZZu-^t,  Il  che  dovea  dimoftrarii. 

Sbconda  Dimostrazione. 

pRendendo  i  logaritmi  dei  due  membri  dell'equazione  (V), 
e  operando  col  dovuto  accorgimento  fi  trova 
•~Iog. (^-+/.^-4./-H-^.^-#-r^2</ec.)—  log.  {u.u^d  . 
K-f2<^ec.)y  vaie  a  dire 


N 
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ec.}}  e  confeguentemente 
J*^'-*-^-*/.^ •^^•♦ai^iBc)  s/*«<^/.9-f  4I 

«f./.»-4.ai/ec.). 
Egli  è  vifibile,  che  queft*  equazione  farli  fuisiftente,  ove  fut 
fiftano  le  feguenti  pamali  equazioni  Lq^^t^Lu ;  Lq^f 
^d^LM-^d ;  l.q'^$'^%d^t.»*^m  CGi  j  k  prima  delie 
quali  moftm  q-^tzzu^  cioè  q:szm^$.j  e  cialetna  delle  altre 
Sa  conofcerè  queflo  medeiùno  vdoit  di  f  ;  adunque  »  ec  U 
che  dovea  dimoilraifi  • 

Corollario. 

S  £  fi  Avrk  queft*  equazione  ' 
(Z)  r.f— r^l.f— t«c.)  div*^ 

I  .«—2  ec.) . 

Si  avrk  eziandio  qzzr^u^  fq;phè  in  quello  càfb  t:^^r^ 

PaoBLBiia  II. 

T^^ovare  la  moltitudine  de*  numeri  A-^  By  ec.  d*  edrarfi  ta» 
le,  che  la  lomma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da 
c  contenute  in       B ,  ec.  (ìa  eguale  alla  lemma  di  tutte  le 
combinazioni  denominate  da      e  .contenute  nella  iteila  molti- 
tudine      By  ec. 

SOLU-ZIONB. 

pAcendo  nZZm  ^  e  rovefciando  il  denominatore  del  fecondo 
membro  dell*  equazione  (R),  ne  verrk  una,  che  lark  rappre- 
fentata  dall'  equazione  (Z)  ;  mentre  r  può  fignificare  /,  ed 
u  può  denotare  ^— i-  Quindi  pel  corollario  del  teorema  III*» 
fi  avrà  qzzf'i'^'^i  •  11  che  dovea  dimoltrarfi. 

ESBUPJ* 

Se  f^iy  e  ^=4;  farà  f=5;  e  perciò  nella  cinquina  la 
fomma  di  tutti  gli  ambi  è  uguale  alla  iomoia  di  tutte- le  qua* 
terne.  Se/ss2j  egsji  far^  ecec  ^ 

Ttt  a  Co. 
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COILOLLA&IO* 

Poflbno  variare  i  numeri  />  e  ^  confidenti  a  parte ,  fin 
che  vari  1*  efprefltone  f^^g'^iy  eioè  la  meltitudine  A^,  B,  cb 

£SBMPJ. 

•^EUa  fettina  k  ibnuna  di  tutti  gli  ambi  è  ugnale  alla  fone- 
ma di  tutte  le  feftine ,  e  la  iomma  di  tutti  i  terni  è  uguale 
alla  Ibniina  di  tutte  le  cinquine  ;  perchè  tanto  ,  quanto 
3-4-5  fono  eguali  ad  S,  e  iss7* 

Nella  novina  la  fomma  di  tutti  ^  ambi  è  ugnale  alla  foo^ 
ma  '  di  tutte  le  ottine  ;  la  fomma  di  tutti  i  terni  è  uguale  al« 
la  fomma  di  tutte  le  fettine ,  e  k  fomma  di  tutte  le  quater* 
ne  è  uguale  alla  fomma  di  tutte  le  fettine  9  perché  a-^Sas) 
•-i-7S4H-^sxO)  e  lo^xs^p. 

Protblema  IIL 

'PRovare  la  moltitudine  dei  numeri  Aj  B,  ec.  da  eftraerfi  ta- 
le, che  k  4bmma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  /, 
e  contenute  in  B ,  èc  ftk  aUa  fomma  di  tutte  le  combi» 
nazioni  denominate  da  ^,  e  contenute  neUa  ilefla  moUitudine 
Ay  By  ec,  come  f  g* 

Soluzione. 

Neh*  equazione  (R)  pongafi / in  luogo  di  ir,  e  ^  in  cauh 
bio  di  ut,  c  operando  a  dovere,  fi  conleguirk  queft* altra: 

iss(q—f.q—f—i...q^g'^2.q—g^t)  div.  per;. 
g^i,g  —  2.../-4-I),  che  eflendo  rapprclentata  dall' equazio» 
ne  (Z),  fe  ne  deduce  pel  corollario  del  teorema  III.  ^f^g* 
il  che  dovea  rìtxovarfi. 

£  S  E  M  P  J. 

Se  f^ty  t  gZZ^\  fari  ^=5.  Coficchè  nella  cinquina  k 
ibmma  di  tutti  gli  ambi  fta  alk  fomma  di  tutti  i  terni,  come 
a  (la  a  3*  li  che  fi  è  dedotto  anche  dal  problema  I. 
Se  /ss3>  e  gsiSj  laià  f        cioè  nelk  novina  k  fomma 

di 


/ 
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41  tutti  1  terni  (la  alla  ibmnia  di  tutte  le  (èftine>  come  3  iU 
^>  ovven^come  i  fla  a  a,  ec  •  . 

ProblemaIV. 

T*Rovare  la  moltitudine  de' numeri  By  ec.  ec.  da  eftiarit  ta* 
le,  che  la  fomma  di  tutte  le  quaterne  di  B,  ec.  ftia  alla 
fomma  di  tutte  le  fettine  della  iieflà  moititudiiie  A^  B,  éG«> 
come  10  fta  ad  X  • 

Soluzione, 

'Nei  fecondo  membro  dell'equazione  (R)  poiigafi4,  e  7  in 
luogo  refpettivamente  di      e  di  ^/  e  20,  ed  x  in  cambio  di 
e  di  m.    Si  avri  1=2(^—4.^ — 5.^— ^.ao)  div.  per 
(4.5.^).  E  perchè  20=4.5;  ^^^^  i=(^ — 4«^— S'f""^» 
.4*5)  div.  per  (4.5.^);  e  perchè  in  oltre  ^sj.a.i;  larìi 

in  fine  is^""^'^"^^'^*^-^'  ;  adunque  pel  corollarìo  del  tcore^ 

ma  III.  ^=7*  11  whe  dovea  ritrovarli. 

Qui  la  iomma  di  tutte  le  fettine  è  la  ftellà  unica  fettina.  . 

FR.OBLEMA  V.  ' 

TRovare  la  moltitudine  de' numeri  u^,  ec.  da  eftrarfi  ta- 
le, che  la  ibmma  di  tutti  gli  ambi  di  ec.  fila  alla 
fomma  di  tutte  le  feftine  ddua  ftefl&  moltitudine  Ay  ec, 
come  X  fta  a  42  • 

Soluzione. 

I  Numeri  i ,  e  ^  podi  refpettivamente  in  luogo  di  /,  e  di 
e  i  numeri  i,  e  42  poftì  fimilmente  in  cambio  di  it ,  e  di 
iff  nei  fecondo  membro  dell*  equazione  (R),  danno  xsr(^-« 
%,q^^»q — 4.^  —  5)  div.  per  (2.3.4.5.42).  Ma  42=2. 
3.7;  e  perciò  i=(y — 2.^ — 3.^ — 4.^  —  5)  div.  per  (2. 
3.4.5.2.3.7).  Si  rifletta,  che  5.2ZZX0,  che  3.3.=9,  che* 
a<.4sS«  Si  vedri^,  che  x  =5(^—2.^—3. ^—4.^ — 5)  divi' 
per  (io*p.8.7;  e  pel  corollario  del  teorema  111.»  fi  avx^ 
fsx2*  Il  che  dovea  litrovarit* 

^  Peo- 
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PjLO'BLElUk  VI, 

Trovare  la  moltitudine' de* ftumeri  ee*  teeftniifita» 

le,  che  la  iomma  di  tutte  le  cÌA(|uinB  di  ^9  B,  ec  ftta  alU 
fotnma  di  tutte  le  novioe  della  fteilk  moitinidine  ec^ 
come  14  ila  a  3  • 

SolozioMB«' 

Surrogando  S»  e  y  in  luogo  refpettivamente  di  /,  e  dì  ^/ 
e  cos\  i  numeri  14 ,  e  3  in  vece  di  »,  e  di  w  neli' equazione 
(R),  fi  otterrai  i=(^— s*f— ^.^ — 7.^—8.14)  div.  per 
{5,^.7.8.3).  E  per  èflere  14=2.7»  e  fi  vedik  e^ 

fere  i=(^ — s-f — — 7-^ — 8)  div.  oer  5.4. 3); laonde 
pel  coroÙariQ  del  terzo  teorema  ^  iz  1 1 .  Il  che  dovca  ritrovaifi  • 

PaoBLEMa  VII* 

TRovare  la  moltitudine  de' numeri  Ay  B,  ec.  da  eftrarfi  t*^ 
le ,  che  la  Tom  ma  di  tutte  le  cinquine  di  vB,  ec.  Aia  atta 
fomma  di  tutte  le  ottine  della  lielisa  ooltìtudine  Ay  ec» 
come  7  ila  a  24. 

SOLUZIONB. 

FAcciafi  /=5  ,  ^=8,  »=7>  w=24,  e  V  equazione  (R) 
Wvcrr^  i=(^— 5.^— 7-7)  div.  per  (5  (^.7.24).  Ora 
^=3.8,  e  ^=2.3;  adunque  i=(^  —  5'^— 7)  d*vw 

cioè  i=^""^;:7.V'  — -  Talché pd co, 
rollario  dei  teorema  III.  ^=15.  Il  che  dovea  ritrovarfi. 

Scolio. 

^  QjUefti  fette  problemi  fono  inverfi  ;  perchè  fi  cerca  in  et 
fi  il  val«  di  q.  Le  loluzioni  degli  ultimi  quattro  mo* 
ftrano  la  via  per  giugncre  allo  icioglimento  d' altri  dello  ftclso 
genere >  o  per  giudicare  della  loro  impolsibilitk. 
•  II.  Con  maniera  fimile  a  quella,  che  fi  è  qui  tenuta  per 
Sciogliere  i  lette  problemi  inverfi  (concernenti  la  fomma  degli 
ambi)  la  fomma  de  terni,  ìàjomma  delie  quaterne! 

la 


Digmzed  by  LiUO^l 


D  »  t    L  o  T  V  ^vf. 
la  cioltitudine  ec.  mt»  Jatsj  con  maniera  ftnvile,  dice^ 

fi  Icioglieranho  fimtii  pioblciiii  inverfi  concernenti  il  fUtimm 
degli  aitibi^  il  numero  àe  temi,  il  ifwmw  delle  quaterne,  ec.  ec* 
delia  iifisa  moiànidiiie^,  B,  ec«  non  dau.  Eccone  un  efempiò* 

^  F&O^LBMA  VIIL 

X^Rovare  la  moltitudine  f  tale,  che  il  numero  delle  fue  f^jmt 
terne  ftia  ài  numero  delle  fue  fettine,  come  jj      %  aS^, 

Soluzione. 
IL  numero  delle  quaterne  di  q  è  (^.^—1.^—2.^—3)  div, 
per  (1.2.3.4),  e  il  numero  delle  fettine  di  ^  è  (^.^— i. 
^—2.^—3.^—4.^—5.^  —  6)  div.  per  (1.2.3.4.5.^.7). 
Dividafi  la  ieconda  efpreflìone  per  la  prima ,  e  a  tenore  del 

problema  fi  vedrà  etsere  Si funoghi in 

quefta  equazione  in  vece  del  fecondo  membro  1'  equivalente 

itjiyi.,  indi  operando,  come  fi  deve,  fi  qonfeguirà  i3r(^— 4.^ 

div.  per  (^ .  1 3 .  II .  2)  vale  a  dire  div.  per  (i  3 .  il.  i  i)j 
adunque  p«l  coroll.  dei  teor.  IH.»  ^=17.  Itiche  doveaiìtrovarfi* 

Problema  IJL 

Trovare  la  moltitudine  q  tale  ,  che  la  fomma  di  tutte  le 
combinazioni  denominate  da  /,  e  contenute  in  q  ftia  alla  lomp 
ma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  gy  e  contenute  in 
qy  come  q — ^/h-i  fta  Si  g  ;  ovvero  come  (^— / 
fta  a  (5-hi6  — i...^). 

^  Avvertimento. 
Le  due  ultime  efpreffioni  analitiche  fignificano  .due  prodotti 
di  più  fattori 9  che  fono  in  progreflione  aritmetica  decrefcente^ 
e  la  difièrenza  di  quefte  due  prògreifioni  è  1*  unick.  La  letter 
xa  à  rapprefenta  qualfivoglia  numero  intero  pofitivo  y  e  tanti 
fono  i  fattori  di  ciafcuna  delle  fuddette  due  efpreflionl,^  qiiaiv 
te  unità  contiene  il  numero  .  •  •  ». 

_      •  Soluzione.-       •      •  •*- 

1  Rimieramente  pongafi  ^^/-i-x  in  luogo  di  »|  e^  in  luogo 

di  * 
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di  m  nel  fecondo  membro  dell*  equazione  (R.))  indi  Ci  dlfpongano 
a  dovere  il  numeratore,  e  il  denominatore  di  elso,  e  fi  otten^ 

(Y)  i=:(^— /h-i.^-^...^— gH-i)div.  per  (^.^— I.../). 

Qued' equazione  è  rapprefenuu  (Ull* equazione  (Z),  perchè 
r  pu^  fignificare  H-/— 1>  Eccome  u  può  denotare  g. 

Secondariamente  fi  foilituiica  nell'equazione  (K)  in  vece  di 
ff  refpreflionc  — /H-i^...f  — ^-4- 1  ),  e  in  vece  di  m  T  elpref- 
fione  {g-^-b — di^u  la  debita  difpofizione  al  numera- 
tore, e  al  denominatore  di  eiTa  equazione  (R:),  e  ne  verÀ 

(&)  iz=(f— /-^-ifr-f— /■^^— div.per(g-#. 

Ancora  quell'equazione  è  rapprefentata  dall'equazione  (Z); 
mentre  r  può  denotare  f^^h^  ed  «  può  efprimere  ^-f-^— i. 
'  Ora  in  virtù  del  cóxolkrìo  del  terzo  teorema  fi  deduce  pri* 
mieramente  dall' equazione  (Y)  q^f-^i'^g  ;  e  fecondairiap 
mente  dalf  equazione  (&)  q-^f^-^h^g^b'-^i^  e  cialciifiA 
-di  quede  due  ultime  equazioni  fa  conolcere  H'^f^g^l*  ^ 
che  dovea  ntrpvarfi« 

Il  fecondo  articolo  idei  precedente  fcolio  \  luogo  ancora  k 
ordine  a  quello  problema  >  come  pure  in  ordme  al  teorema  » 
die  fe^ue,  e  allo  Ibolio,  che  gli  e  annefib. 

TSORBMA  IV.  ^ 

S I  rovefcì  il  denominatore  del  fecondo  membro  dell'  eqaazb» 
ne  (K)  per  avere  la  ieguente: 

(RR)  — /.f  — /— i..,^— ^-n)»  div.  per 
X. ../-♦■  I 

Se  fi  prendono  tali  valori  di  i9>  e  di      che  fi  aumenti  e- 
goalmentei  e  nei  numeratore  ^  e  nel  denominatore  delT  equa^ 
«one  (RR)  la  moltitudine  dei  loro  fattori,  fai  va  la  continua» 
ta  progreflìone  aritmetica,  con  cui  efli  decrefcono;  che  fi  au- 
'  menti ,  difTì ,  egualmente  la  moltitudine  degli  ftelfi  fattori ,  o 
dalle  pani  Jinifln  dei  numeratore,  e  del  denominatore ,  come 
émfecffàente  frMema:  o  dalle  parti  dejhe  del  numeratore, 
e  del  denominatore:  o  dalie  parti  Jimftrcy  e  icftrc  infime  del 
siuneratore,  e  del  deooninatore;  io  dko^  che  lark  icmpre  q 
1.  Ma 
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Ma  fc  fi  aumenta  egualmente  la  moltitudine  degli  ftefli  fat- 
tori dalla  parte  finiflra  del  numeratore  ,  e  dalia  parte  deflva 
del  denominatore  ,  ed  il  maggior  de*  fattori  del  nuovo  nume- 
ratore è  io  dico,  che  ^zz^ztH^i. 

Quando  qui  ^  da  valere  il  fp^no  inferiore,  H  lion  deve  ef- 
fier  maggiore  di  g — 3. 

In  fine,  fe  fi  aumenta  egualmente  la  moltitudine  de' fattori 
dalla  parte  deftra  del  numeratore,  e  dalla  parte  Jtniftra  del  de- 
nominatore ,  ed  il  maggiore  dei  fattori  del  denominatore  è  g 
H-i';  io  dico,  che  qz^g-^Pr^F • 

Scolio. 

L  Da  quedo  teorema  pofTono  dedurfi  le  foluzioni  di  altri 
quattro  problemi  fimiglianti  al  nono.  La  dimoftrazione  poi  di 
elfo  teorema  non  farà  diffìcile  a  formarli  da  chi  \  comprefo  il 
terzo  teorema,  il  iuo  corollario,  e  lo  fcioglimento^  dell'  ultimo 
^  problema. 

I        IL  I  valori  dì  »,  e  di  m  poffono  elFer  tali,  che  Y  equazio* 

ne  (RR)  fi"  converta  m  iqnettr-         — - 

(RRR)  ii=:(f— /.f— /— i...^— ^-4-i)ìì:  dir.  per  (:<.. 

dovendofi  avvenire  ^  che  refprtfiioBe  (^.^—x,  ec.)  denota 
un  prodotto  di  fattori. decrefcenti  in  progreisione  aritmetica, 
la  di  £tti  difièrenza  è  runicli:  che  la  moltitndine  di  efsi  fatto- 
ri è  uguale  aUa  meltitudine  dei  Ettori  del  prodotto  i... 

Nel  tempo  fteflb  poi  t  valori  di  IT,  e  di  L  poiibno  eflèr  ta- 
li, che  accada  aiP  equazione  (RRR)  il  fimile  di  ciò,  che  nel 
«eorema  prefepte  fi  e  veduto  ooter  accadere  all'equazione  (RR) 
in  virth  dei  valori  di  »,  e  di  m  aflumibili  rifpetto  a  quella • 

In  tali  cafi  dunque  avià  luogo  un  altro  teorema  fimiglian- 
te  a  queft'  ultimo.  Io  mi  difpenlb  dallo  ftendere  1*  enunciazio- 
ne di  ù.  fatto  teorema,  bacandomi  di  averlo  femplicemente  ac- 
cennato. Eflb  potrà  dimoftrarfi  d' una  maniera  fimile  a  quel- 
la ,  con  cui  fi  dimoftrerebbe  il  teorema  prefente ,  e  potranno 
inferiifene  le  Muaioiii  d'altri  problemi. 

Vvv  CX>N-  • 
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CONTINUAZIONE 

Dbl  pibceoente  Schediasha. 

I 

Bjflejponi  circa  U  primo  Teorema  di  gjpi. 

E  fi  vuole  immaginare»  che  l'aggregato  de* 
numeri  By  C,  Z>,  £,  ce.  fia  una  pro- 
grefsione  aritmetica,  di  cui  A  fia  il  primo 
termine,  e  la  differenza;  l'ultimo  termi- 
ne di  tal  progrefsione  continuata  ad  arbi- 
trio fi  cfpriraerh  in  quella  guila  A-^(fj^ 
x)d:  poiché  la  ^  rappreienta  la  moituudU 
ne  de' termini.  Perciò  la  lomma  del  primo,  e  dell'ultimo  ter- 
mine iaik  2^-i-(^— I ,  e  la  lomma  di  tutti  i  termini  fa- 
rà zA^{q'-^i)d  il  tutto  moltiplicato  per  conforme  è 
noto  per  gli  elemeati  di  matematica^  vale  a  dire  Ci  avrìt 

(SS)  ^■^^-►c^i>**£ce.=a.ii:^r^, 

d  efprime  qualfivoglia  numero  pofitivo,  o  negativo,  ed  A  qua- 
lunque numero  pofitivo,  o  negativo,  ed  anche  zero. 

IL  E  fé  di  più  fi  vuole)  che  Ay  t  d  fiaiio  eguali  all'unità 
pofitiva,  fi  avrà 

.^-♦•^-^ C-*- Z>"-4-£  ec.  m -n 3 -♦•4-^ 5  cc.CS 
(0-— i)  

IIL  Sem  tatto  quello  per  sioftrarc  un  faggio  deli*  applica» 
ìiAìùt  del  primo  teorema;  imperciocché  ^«  JB,  C)  Dy 
potrebbe  denotare  qualunque  lerie  dj  pum^i»  anche  frrefcia- 
dendo  dall'  cftrazioni  dei  lotti  >  «  ailv^a  f  d^notQicblé  quanti 
fo^to  i  termini  della  medefima  Tcrì^^  >  . 

Nel  oifo  femplicifsimo  del  fecondo  f  r.tieelo  b  q      ibW  df> 
nota  la  moltitudine  de*  termini,  ma  rapprefeiita^^atfandio  1! 
timo  termine  della  pregrelsione  aritmetica      B^  Qy  lì^  S% 
ce  continuata  quanto  fi  \mle>  qual  prQgretìiiQne    JÌa  ferie,  da' 
aumaij  naturali  «  IV. 
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IV.  In  qucfto  cafo  adunque  rimane  dimoftrato  in  virtù  del 
primo  teorema,  che  in  i,  2,  3,  4,  5....^. 

La  fomma  degli  ambi  è  (^.^-i-r.^ — i)  div.  per  2. 
La  lomma  de'  terni  è  {q^q-^i-q — i.f — 2)  div.  per  2.1 
La  fomma  delle  q^uaterne  è  (^.^-fi i.f — 2,  f  —  3  ) 
div.  per  2.2.3 

La  lomma  delle  cinquine  «.(y.f-*-i.^— « ,^—2.^—3,^4) 
div.  per  2. 2 .  3 .4 

£  generalmente  (a  ÙÈAVfOi  delle  combinazioni  maggiori  de- 
nominate di  f  è  '  '  . 

.^-—i.^— i.f*— 3.^—4  ^•"/•-••x  )  div.  per 

2*2.3*4**** ^  * 

'  V.  Se  il  immeiro  f  -è  Infanto,  allora  T  equazione  (SS)  del 
primo  articolo  diviene  S,  D,  £,  ec.  — ^)Cioè^-^• 
.^-♦l^'H.^-•-2i/-#•^-*-3^^-4-u^-••4i/,  ec.  is-^,   £  pei  primo 

ttokmt  it'Vflde,  che  «dia*  protratone  tritmetict  Ay  A-^dy 
A'^idj  ce  continuatt  in  infiiuco^  cioè  ia  modO)  che  la  f  di- 
noti un  numero  infinito. 

litr-faBtnt  degn  amTst^è^?        pet  z^. . 

La  fomma  de' temi  è  dq*  div.  per^a^z 

•  La  fommt  delle  quaterne  è  df  div,  per  1.2.3 

•  La  ibmma  ^eile  cinquine  è      div.  per  2.2.3.4 

£  generalmente  la  lomma  delle  combinaeiom  maggiori  de- 
nominate da  /  è  dqf'^^  div.  per  2.2. 3.4..../— i 

Può  nòttrE,  <hìs  ie  irmele  di  ^uefio  articolo  rimangono^ 'in- 
variate ,  quantunque  po0a  vantre  in  infiniti  modi  il  numeio 
Ay  ed  effere  ancori  pofitivo,  o  negativo,  o  zero;  e  quantun- 
que la  moltitudine  f  de*  termini  refti  la  medefima.  ^ 

VI.  La  ferie  i,  2,  3,  4>  "51  ec.  confiderata  nel  quarto  ar- 
ticolo è  la  ferie  dei  numeri,  che  fi  chiamano  del  primt9rdh$e. 
Se  fi  vuole  adeflb,  «he  i'a^regafio  Ay  B,  C,  D,  £,  ec  rap- 
prefenti  la  ferie  dei  numen  chiamati  Àt\ 'fsc^mf  m-dme  ,  conti- 
nuata  quanto  £  vuote,  e  che  il  primo  termine  A  fia  T  unita, 
come  pure,  che  la  q  dinoti  la  moltitudine  de*  termini  di  t*l 
ferie:  «Si  rifletUi  che Ua  fomma  dei  termini  fuddetti  è  ugua- 

Vvv  2  le 
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le  a  quefl* erprefsione  (f'f-^i*f-«-2)  dlv* ftr  !•     come  f 

infegna  negli  elementi  di  matematica. 

Adunque  mediante  il  primo  teorema  G.  fcopre,  che  nella  fe- 
rie de'  numeri  del  fecond'  ordine^  «onuiiuata  a  piàcicDCiico,  cioè 
in  I,  3,  6y  io>  i5i  ^i?  ec. 

La  lomma  degli  ambi  è  (^.^-|.x.^-#-2.f  —  i)  div.  per  l.} 
La  fomma  de  temi  è     .f-t^Lf r^x«f  —  2)  div.  per 
a .  2  .  3. 

La  lomma  delle  quaterne  k  (f .f-^i.f-l-2.f— x.f  — «aj. 

^—3)  ^^v.  per  2.2.3.3 

.  La  lomma  della  cinquine  è  (  ^.^H- X*f '^a.f— l.f-«»2» 

f — 3-^  —  4)  div.  per  2.2.3.3.4 

La  lemma  delle  fedine  è  (^.^h- i  -t-2.f—- l«f  — -Zi^f — 
3.^—4.^  —  5)  div.  per  2.2.3.3.4.5 

£  generalmente  ia  iomnjta  delie  combioaziooi  maggiori  de- 
nominate da  /  è 

div.  per  (2.2.3.3.4.5..../— .  i) 

VH.  In  fine  l'aggregato  Ay  B,  C,  £),  £,  ec.  efprima  la 
lerie  de'  numeri  chiamati  del  m-:^'  ordine  ,  continuata  ad  arbi- 
trio; il  primo  termine  A  di  elsa  ferie  fia  l'uniik,  e  (j  indichi 
la  moltitudine  de' fuoi  termini:  La  fomma  di  quelli  termini 
iarh  (f.^-M.^H-2.^-+3)  div.  2.3.4,  P^^  clemen- 
ti di  matematica . 

Quindi  è ,  che  a  tenore  del  primo  teorema  nella  ferie  dei 
numeri  del  ren^  ordine y  continuata  quanto  ii  vorrà ,  vale  a  di- 
.rc  in  1 ,  4,  IO,  20,  35,  5d,  ec. 

La  fomma  degli  ambi  è  (f  .f -h  i  -4- 2.f-i- 3«f-'i)  div* 
per  2 .  3 . 4 

La  fomma  de'  terni  e  (f H- 1 H- 2.^-^3.f  —  i .f — i) 
div.  per  2.2.  3.4 

La  lomma  delle  quaterne  è  .  ^  H- i .  f -I- 2  -4- 3  •  f-* 
J.^  —  2.^  —  3)  div.  per  2.2.3.4 

La  fomma  delle  cinquine  c  (  ^  .  ^  — i  .  f  H- 2  .  ^ 3  .  f — 
1.^—2.^  —  3     —  4)  div.  per  2  .  2  .  3   3  . 4 . 4 

La  fomma  delle  feftine  è  (f  .f 1         2.f -t  3  i. 


Digitized  by  Googl 


ÙCL    Lotto,  p5 
^— 2.f  —  3.f  —  4.jy— 5)  div.  per  2.2.3.5.4.4,5 

Li  lemma  delle  lettine  è  «^-l- 1 .f -4- 2.^-4- 3.'^— -X.^.«m 
2.y— 3-^— 4-f  — 5-^  — 0  div.  per  2.  2.  3.  3. 4.4.5. 

£  generalmente  la  fomma  delle  combinaziooi  maggiori  de- 
nominate da  /  è 

(^•fH-i.^'-4-2.^-+3  .f— I  —  z.f— 3  .y— 4.^  — 5, 
f — <^  f  — /-^  O  div.  per  2.2.3.3.4.4.5.5  /—i 

Vili.  Con  fimigliante  metodo  fi  procederà  circa  le  ferie  de' 
numeri  chiamati  del  quarto  ^  dei  quinto  y  dei  fcfio  wd'int^  ec.  in- 
infinito.  Anzi  più  Ipeditamente  cos'i. 

Per  avere  la  fomma  delle  combinazioni  denominate  da  / 
contenute  nella  ferie  de*  numeri  dell' or<//»<?  fi  rifletta,  che 
per  gli  clementi  di  matematica  la  fomma  de'  termini  di  que- 
ììa  ferie  dovrà  e/Tere  ,(]-*■  i  ...  b)  div.  per  1.2.3 
.....^ambedue  progrefTioni aritmetiche.,  ce.  'Adunque pel  primo 
teorema  la  fomma  delle  combinazioni  denommate  da  /  conce* 
nute  nella  ferie  de'  numeri  dell'  ordine  h  \  òdi  effere 

(TT)  2...^— div.  peri 

•  2«3***'^~^I*X »  2  «  .  .f  —  I 

,  O"*?"  « •  * •  3 I >  cH^^rr»TT I  fono  prpgreisioni  a* 
ntmeuche,  ec  , 

ÌX«.^Se  il  oumeio  f  è  infinito»  vale  a  dire,  fe  la  ferie  de' 
numeri  àfM*wdine  b  fi  confiderà  continuata  in  infinito,  allora 
la  formola  (TT)  fi  muta  in  ^ft* altra 

XVV)        div.  per  i.a  i^*+i.i,a.,./-., 

che  rapprelenta  la  iòmma  delle  combinazioni  denominate  da 
/  contenute  nella  ferie  de*  numeri  dell*  miìne  b  continuata  in 
infinito.  ^.  • 

X.  Dal  precedente  articolo  io  deduco  il  feguente. 

Tborema  Generale. 

Si  confiderino  le  ferie  de' numeri  dell' b^  e  deUV^//» 
/-*2,  e  fi  concepilca  ,  che  ambedue  fiano  tominuan  in  iófi. 
nifo  ;  io  dico ,  che  la  fomma  delle  combinazioni  denominate 
da  /  contenute  nella  ferie  de'  numeri  dell*  ^ordine  b  è  uguà.'e 
alla  fomma  delle  combinazioni  denominate  dsk  b'^2  contenti, 
te  ne^a  ferie  dell'  ordine  /—  a  .  jxd^ 
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f»  maggèmit  idi  -^n 

Dimostrazione. 

Si  furroghi  nella  formola  (VV)  /— i2  in  luogd  ài  tà  à 
^2  in  luc«d  di      0  fi  ott^rr^ 

(XX)  ^/?-*-»-*-^-»  div.  per  t.2.../^i.t.ft...^H>i  »• 
dj^efstone  ,  ch€  in  virtù  dd  IX.  articolo  mppitftmft  Jt  foon- 
ma  delle  combinazioni  denominute  ^ìl  é-^i  contenute  neilt- 
fcric  de*  numeri  dcW  ordine  f^i  continuata  in  infinito. 

Ma  è  viiìbile ,  che  1*  efprefsione  della  formoki  -(  V^V  )  è  a* 
«ule  «li*  irprcfsioae  della  forinola  (XX)  adunque  la  lomma 
Selle  combinazioni  denominate  da  /)  conteirate  nella  ferie  àff 
numeri  dell'  ordine  b  continuata  in  infinito)  è  ugnale  alla  fom^ 
ma  delle  combinazioni  denominate  da  h*^l  <y  contenute  nella 
ferie  de'  numeri  dell'  ordim  f-^t  continuata  in  in6nito«  II 
che  dovca  diaiolUaifi* 

*  "  •  *  Corollario. 

S&  *mero  f  >  bencìiè  non.  infinito  ,  fbflè  enormemente 
grande  rìfpecto  ai  numeri  i^*4>x,  ed  /— i  ;  aUora  quefto  teo^ 
temi  pótivbbt  feputarfi  prcflb  che  vero:  vale  a  dire  fottraen- 
4o  dal  maggiore  il  minor  membro  dell'  equazione  efpreflà  nel 
teorema,  il  refiduo  (arebbe  quafi  tralairìSbìle  per  rapporto  a 
ciafcun  mefvbfD.delk  medefima  equazione* 

£  s  E  M  P  I  o  L 

Se  f^A-y  ^  h^i;  farl^  é^inz^y  tà  f-^izzi^  cioè  la 
fbmma  deUè  quaterne  contenute  nella  lene  dei  numeri  del  fri' 
mo  ordine  continuata  in  infinito,  è  uguale  alla  fomma  de' ter- 
ni contenuti  nella  ferie  de'  numeri  del  fecondo  ordine^  contimMp 
ta  in  infinito^ 

Esempio  II. 

5e  f^^y  td  issi;  ^  jt-nir4,  xd  /— 2=3;  cioè  la 
■taittia  èt\k  cinquine  cmennte  nella  ferie  dei  numeri  del  fc- 
t  tóndo 
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tondo  àrdine  continuata  in  infinito  è  uguale  alla  kttkmt  deUc 
quaterne  contenute  neUa  km  dei  nuiB«ri  d«l         mtdmff  toiK 

ESBUPIOIII. 

Se  /=:3>  ed  ^=3;  Tark  ^^-2  =  5,  ed  /^la-i^  cioè  la. 

iomma  dei  terni  contenuti  nella  lene  dei  numeri  del  Nt^w* 
dine  continuata  in  infinito,  è  uguale  alla  fomraa  dtlle  oìnqoi» 
ne  contenute  dcIU  lene  4^  nu£Qt;a  dei  frém  mtimg  ooAtmva^ 
ta  in  infinito* 

ESBMVIO  IV. 

E  Generalmente.  Se  rimane  ad  /  la  Tua  indeterminata  fisjni. 
ficazione,  ed  lark  i^-^2=/-»-2i  ed  /-s-2  relterk  /— -2  4 
Quindi  la  Iomma  delle  combinazioni  denominate  da  /  con(6> 
rute  nella  iene  de'  numeri  dell'  origine  f  continuata  in  infinito, 
è  uguale  alla  Iomma  delie  combmazioni  denominate  da/-«-2 
contenute  nella  iene  de' numeri  ordine  / — 2  continuata  ia 
infinito..  — 

Esempio  V. 

S  Ignifica  r  qualfivoglia  numero  intero  pofitivo ,  ed  anche  1* 
unitk,  e  zero. 

Se/=r4-4-r,  ed  ^=i-»-r,  fark  ;6-+2=:3-4-r,  ed /— 2:^ 
a-*-»".  Perciò  la  Iomma  delle  combinazioni  denominate  da  4-»^ 
contenute  nella  lerie  dei  numeri  cdWrdtne  i r  continuata  in 
infinito,  è  uguale  alla  Iomma  delle  combinazioni  denominate 
da  3-t-r  contenute  nella  lerie  dei  numeri  deli  ordine  2-fr  con- 
tinuata in  infinito. 

Quefto efcmf  io  comprende  il  primo,  e  il  fecondo;  fupponcn- 
do  prima  rzzoj  e  poi       i . 

E«BMPIO  VI. 

R.Itenga  r  la  fignificazione  di  prima. 

Se  /=5ztr,  ed  h=:iz±r;  laik  i&-^2=4rtV,  ed  /— 2 
SS3:±r,  Laonde  la  iomma  delle  combinazioni  denominate  da 

5^'. 


/  ; 


"    -  T    E    O    H     I     A  '        .  . 

5Hh»'  eontenutc  nella  ferie  4è*«numeii  M?  ordine  2rtr  conti- 
nuata in  infinito,  è  ugpak 'tUa  fomma  delle  combinazioni  de- 
nominate da  ^ztr  contenute  nella  ferie  dei  numefi  deir  or^ 
9ìe  3=±f'  continuata  in  infinito. 

*  Ancora  queft'  efempio  comprende  il  primo  >  e  il  fecondo  ; 
Jupponendo  prima  rss-^t,  é  poi  rso* 

Allorché  nei  fegno  doppio  vale  1*  inferiore,*  r  non  può 
maggiore  dell'unita,  e  coA  nel  feguente  fcolio*   Cìft  avviene 
a  caufa  di  ifrsKizt  f),  la  ^nale  i(  noR  11  dà  eflère  negativa  )  nè 
nulla.  .  -  • 

Scolio. 

S£/sS4dbr,  ed  iftmztr,  far^  è'*-2^4.:±r  ^  ed  /— i 
w^idtr.  Coficchè  quefl*  ipotefi  conduce  ad  una  propofizione 
iilentica. 

Per  altro  potranno  i  lettori  dedurre  quanti  efempj  vorranno. 
Piace  allo  fpirito  lo  (paziar  qualche  volta  nei  campi  deli' 
infinito* 


Fine  del  Tomù  primo. 
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